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Resumo: O presente artigo aborda um estado da arte para a sequéncia numérica recorrente de
Perrin. Desse modo, é realizada uma analise dos trabalhos contidos nos Gltimos cinco anos,
oriundos da base de dados do Google Académico, tendo como objetivo da pesquisa um estudo
em torno dos aspectos evolutivos da sequéncia de Perrin. Apés a selecdo e garimpagem dos
trabalhos, sdo realizadas leituras para a composicao do estado da arte desses nimeros. Observa-
se a auséncia de investigacdes na area de ensino, permitindo uma contribuicdo e sugestdo para
trabalhos futuros. Além disso, a pesquisa permite um entendimento e conhecimento de como a
sequéncia de Perrin esta divulgada e estudada nos Gltimos anos.

Palavras-chave: Ensino. Estado da Arte. Sequéncia de Perrin.

Abstract: This article discusses a state of the art for Perrin's recurring numerical sequence. In
this way, an analysis is carried out of the works contained in the last five years, from the Google
Scholar database, with the objective of the research a study around the evolutionary aspects of
the Perrin sequence. After the selection and mining of the works, readings are carried out for
the composition of the state of the art of these numbers. It is observed the absence of
investigations in the teaching area, allowing a contribution and suggestion for future works. In
addition, the research allows an understanding and knowledge of how the Perrin sequence is
disseminated and studied in recent years.
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1 Introducéo

De modo generalista, € notdrio o crescimento de estudos em relacdo a sequéncias
numéricas recorrentes, elencando a sequéncia de Perrin, considerada prima dos numeros de
Fibonacci. Assim, percebe-se ainda um interesse cada vez maior, em estudo envolvendo a
aplicacdo de metodologias de ensino ou pesquisa nesses assuntos, muitas vezes oriundos em
sua grande maioria, em artigos de matematica pura.

Desse modo, percebe-se estudos recentes no Brasil em relacdo ao estado da arte, o qual
vem se tornando imprescindiveis no que diz respeito a magnitude da producéo académica do
objeto de estudo. Vale lembrar que o estado da arte consta de uma andlise de producdes mais
relevantes, examinando os temas abordados nas pesquisas, contribuicbes da pesquisa,
inovacOes e entre outros. Contudo, € possivel destacar a evolucdo da sequéncia de Perrin nos
ultimos anos, surgindo trabalhos para o seu estudo (BRANDAOQ; BAETA; ROCHA, 1986).

Assim, tem-se 0 objetivo geral desta pesquisa como sendo: realizar o estado da arte,
abordando os aspectos histdricos, matematicos e evolutivos da sequéncia de Perrin. T&o logo,
o trabalho permite um estudo dos numeros de Perrin, analisando as principais investigacdes
dessa sequéncia, tornando o leitor atualizado em relacdo ao objeto matematico deste trabalho.

Visando investigar e analisar a sequéncia de Perrin, tem-se entdo a utilizacdo do estado
da arte para ressaltar os seus aspectos histricos, matematicos e evolutivos, discutidos nas
secdes seguintes, fornecendo um estudo necessario para pesquisadores no &mbito de sequéncias
numéricas recorrentes.

2 O Estado da Arte

O estado da arte consiste numa metodologia de pesquisa, a qual permite a realizacao de
um levantamento bibliografico referente a determinado objeto de estudo e area especifica,
consistindo assim numa revisdo. Desse modo, essa metodologia possui 0 viés de determinar
teorias construidas, procedimentos de pesquisa utilizados, referenciais teéricos utilizados e
entre outros aspectos.

Muller (2018) relata que:
[...] as pesquisas do tipo estado da arte representam também um esfor¢o de ordenagéo
e quantificacéo de certa producdo de conhecimento que permite observar crescimento,
ampliacéo, reducdo, auséncias e entrecruzamentos de dados e sua utilizacdo para
producéo de outras leituras.

De fato, as pesquisas que envolvem o estado da arte permitem uma contribuicdo aos
leitores e pesquisadores académicos da area investigada, um estudo direcionado no ambito do
objeto de estudo. Assim, é possivel que busquem novas pesquisas, contribuindo para o processo
de evolucdo e dando continuidade para as investigacGes ja publicadas. Téo logo, constitui-se
um marco histdrico de uma determinada area de conhecimento, permitindo verificar o processo
evolutivo.

Segundo Messina (1998) “um estado da arte ¢ um mapa que nos permite continuar
caminhando; um estado da arte é também uma possibilidade de perceber discursos que em um
primeiro exame se apresentam como descontinuos ou contraditorios.”

Romanowski e Ens (2006) enfatizam o significado da pesquisa com essa metodologia:

Estados da arte podem significar uma contribuicdo importante na constituicdo do
campo tedrico de uma area de conhecimento, pois procuram identificar os aportes
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significativos da construgdo da teoria e pratica pedagogica, apontar as restrigdes sobre
0 campo em que Se move a pesquisa, as suas lacunas de disseminacdo, identificar
experiéncias inovadoras investigadas que apontem alternativas de solugdo para os
problemas da pratica e reconhecer as contribuices da pesquisa na constituigdo de
propostas na area focalizada.

Assim, esses estudos refletem uma visdo globalizada do que estd sendo produzido
atualmente na area a qual se esta investigando, fornecendo aos interessados no assunto,
diagnosticarem a evolucdo em torno do tema, além de poder identificar previamente, alguns
possiveis obstaculos que possam existir.

3 A Sequéncia de Perrin

Inicialmente, tem-se um estudo histérico da sequéncia de Perrin, apresentando
posteriormente uma discussao envolvendo os trabalhos selecionados para o estado da arte.

A sequéncia de Perrin, possui 0 seu nome atribuido ao francés Olivier Raoul Perrin
(1841-1910), um engenheiro que nas horas vagas gostava de produzir trabalhos cientificos. Ele
tinha uma preferéncia maior e uma inclinacdo especial para a area da matematica. Muitas de
suas memdrias, que revelam uma grande profundidade de espirito, foram objetos de
comunicagfes muito apreciadas na Academia de Ciéncias ou em outras sociedades instruidas,
rendendo distin¢des lisonjeiras.

Em 1876, esta sequéncia foi mencionada implicitamente por Edouard Lucas, conhecido
por criar 0 jogo matematico torre de Hanoi, a sequéncia de Lucas e 0s numeros de Lucas. Lucas,

observou que se P é um ndmero primo, entdo P divide Pep, sendo uma consequéncia do
Teorema de Fermat (ADAMS; SHANKS, 1982). Porém, em 1899, Perrin definiu a sequéncia
de Perrin, como sendo uma sequéncia de terceira ordem, e possuindo grande importancia, em
particular, em teoria dos grafos. Utilizada para descobrir as coordenadas de taxis em redes
urbanas de forma confidencial, estes nimeros possuem aplicacdo na area de computacao e em
outras diversas areas (SUGUMARAN; RAJESH, 2017).

Definicdo 1: A sequéncia de Perrin (Pn), possui recorréncia para nhell e
R=3R=0F=2 4adapor:

P=P,+P_;n=3.

Esta sequéncia, diferencia-se da sequéncia de Padovan apenas em relacdo aos seus
termos iniciais, apresentando assim a mesma formula de recorréncia. Diante da Definicéo 9,
temos que ao realizar algumas manipulacdes algébricas, obter a equacdo caracteristica desses
nameros, de forma idéntica a equacdo caracteristica de Padovan. Assim, as suas raizes sdo
idénticas as raizes dos numeros de Padovan, possuindo relagdo com o numero plastico (valor
aproximado de 1,32).

Uma representacdo geométrica para esta sequéncia, é dada atraves do espiral de Perrin,
de modo similar ao espiral de Padovan, possuindo os triangulos equilateros iniciais de lados
2,3,2 e 5, adiantando a sequéncia de Perrin. Assim, de acordo com o maior lado do novo
poligono formado, serd inserido um novo triangulo equilatero com esse novo valor, formando
o espiral de Perrin, com 0s seus respectivos termos da sequéncia, como mostrado na Figura 1.

# Tear: Revista de Educacdo Ciéncia e Tecnologia, v.12, n.1, 2023. 3



Htear #

Revista de Educacao, Ciéncia e Tecnologia #

Tendo origem no espiral de Padovan (VIEIRA; ALVES, 2019), esta representacdo da sequéncia
de Perrin, sofre uma pequena modificagdo nos seus valores iniciais (KNUTH, 2011).

Figura 1 — Espiral de Perrin

Fonte: Knuth (2011).

4 Andlise e Discusséo

A base de dados utilizada foi a do Google Académico, selecionada pelo facil acesso e
manuseio da ferramenta. Com isso, foi possivel obter diversos trabalhos publicados em
periodicos internacionais e nacionais envolvendo a sequéncia de Perrin, totalizando a busca
com 82 no periodo de 2018 até 2022. Durante os anos de 2018 e 2019 ndo foram encontrados
trabalhos envolvendo a sequéncia de Perrin, assim tem-se o inicio da breve discussdo entre 0s
trabalhos a partir do ano de 2020. Ressalta-se que o espaco temporal foi demarcado nos altimos
cinco anos, devido ao fato de buscar pesquisas recentes, das quais abordassem 0s avancos
realizados em torno do objeto matematico investigado.

Mangueira et al. (2020) abordam em seu trabalho o aspecto matematico da sequéncia
de Perrin, investigando a forma matricial desses nimeros para assim obterem a generalizacéo.
A forma matricial é uma alternativa de obter os termos de uma sequéncia recorrente linear sem
precisar conhecer os termos anteriores. Assim, ao elevar a matriz da sequéncia a uma
determinada poténcia, é possivel calcular os demais termos. Com isso, 0s autores retratam a
forma matricial de Perrin, tendo como base a forma matricial da sequéncia de Padovan e,
utilizando um vetor de inicializa¢do (carregando os valores iniciais da sequéncia de Perrin). A
partir  disso, definiu-se a  forma  matricial de Perrin ~ dada  por:

00 17
[3 0 2]|1 0 1| =[P, P, P.,]
010

Os autores determinaram outras cinco matrizes de Perrin e, destacam ainda em sua
pesquisa que, essa forma matricial é resultado da permutacéo das linhas e colunas, a partir de
uma forma matricial.

Alves, Vieira e Catarino (2020) permitiram uma contribuicao das sequéncias numericas
e recorrentes aplicadas a visualizagdo. Assim, foi estudado o fractal de Newton e integrado ao
Google Colab para 0 método de busca das raizes dos polinémios caracteristicos das sequéncias
de um modo geral, bem como para a sequéncia de Perrin. Os autores realizaram uma
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contribuicdo das sequéncias para a area de informatica perante a metodologia aplicada. A Figura
2, apresenta a andlise da solucdo real do polindbmio caracteristico da sequéncia, dado por

x3—Xx—1=0, as outras duas solucOes sio possiveis obter com 0 mesmo método estudado pelos
autores, apenas aproximando o mouse por cima do fractal gerado. Percebe-se a existéncia de
duas raizes complexas e conjugadas e, uma raiz real. O eixo de X representa o valor aproximado
da solucédo real (1,32); o eixo de y estd bem proximo do valor zero, ndo existindo parte
imaginaria; o eixo z representa a proximidade com o valor exato da raiz, em que o valor esta
préximo da escala de 240 (escala ao lado).

Figura 2 - Fractal de Perrin

200

i 1311155
= (y-00s870841 B i
E 7 249975

Fonte: Alves, Vieira e Catarino (2020).

Tasiurdu e Akpinar (2020) definiram os octonios e sedenios de Perrin, permitindo uma
contribuicdo para o processo de complexificagdo matemaética e evolucdo desses numeros. Os
octonios e sedenios sdo numeros em oito e dezesseis dimensdes, respectivamente e, podem ser
aplicados em diversas areas tais como gravidade linear e teoria eletromagnética. Com isso, esses
numeros hipercomplexos apresentam unidades imaginarias em sua definigdo e, no trabalho dos

autores, sdo integrados ao estudo de sequéncias recorrentes. Para N.-0 os octonios de Perrin

ORn = i Rn+ses
s=0

sdo definidos por . Para N..0, os sedenios de Perrin sdo definidos por:

15
SRn = Z Rn+ses ; . ) , )

s=0 . Alem disso, foi possivel estabelecer algumas propriedades e teoremas
matematicos dos octonios e sedenios de Perrin, evoluindo matematicamente com esses
ndmeros.

Alves et al. (2020) realizaram um estudo para o ensino das sequéncias numéricas
recorrentes, possuindo uma breve discussdo em torno da historia da sequéncia de Perrin, sua

relacdo com o nimero de pléstico (¥ =132) e com o polindmio caracteristico da sequéncia de

Padovan (X*—X-1=0). De fato, os autores relatam que a sequéncia de Padovan e Perrin
possuem o mesmo polindémio caracteristico, observando a existéncia do nimero plastico como
solucdo real dessa equacdo. Desse modo, nota-se a presenca de trabalho publicado na area de
ensino desses nimeros, resgatando o inicio do estudo histérico dos numeros de Perrin.
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Rihane, Adegbindin e Togbé (2020) introduziram os nimeros de Fermat de Padovan e
Perrin, integrando os nimeros de Fermat com as referidas sequéncias. Assim, 0s autores
determinaram todos os numeros de Padovan e Perrin que sdo numeros de Fermat e

demonstraram que esses nimeros sao 0s Unicos, sendo esses: R=R=3R=R=5¢ R =17
- ~ - - p— m - ags

A demonstragéo deu-se por meio da equacdo diofantina P, =2"+1 ¢ foi utilizado o software

Maple como recurso para facilitar o calculo desses termos.

Vieira et al. (2021a) concebem o estudo publicado num periddico internacional, em
relacdo ao processo de complexificacdo de Perrin, inserindo unidades imaginarias nos
elementos da sequéncia. A partir da insercdo da unidade imaginaria i, outras foram sendo
incluidas até obter a forma generalizada com a insercdo da unidade imaginaria n. Assim, séo
estudadas as relagcdes em n dimensdes da sequéncia de Perrin. Os autores definiram as relagdes
bidimensionais, inserindo apenas a unidade imaginaria i, obtendo: Pe(n,m) = Pe(n)Pd(m) +
Pe(m + 1)Pd(n)i, para n,m € N. As relagdes tridimensionais, para n,m,p € N, foram calculadas
resultando na formula: Pe(n,m,p) = Pe(n)Pd(m)Pd(p) + Pd(n)Pe(m + 1)Pd(p)i +
Pd(n)Pd(m)Pe(p + 1) j, com a insercdo das unidades imaginarias i e j. Por fim, os autores
generalizaram as relagdes com a inser¢ao de n unidades imaginarias, obtendo: Pe(nl,n2,n3, ...

,nn) = Pe(n1)Pd(n2)Pd(nz) e Pd(nn)+Pd(n1)Pe(na+
1)Pd(n3)...Pd(nn)ps+...+Pd(ng)Pd(n2)Pd(nz)...Pe(nn +1)un, em que pn representa a unidade
imaginaria n.

Vieira et al. (2021b) realizaram um estudo dos polinbmios complexos e bivariados de
Perrin, contribuindo para a evolucdo matematica da sequéncia com teoremas e propriedades
matematicas e definicdo da sequéncia polinomial bivariada e complexa de Perrin. Assim, tem-

se o polinomial de Perrin dado por: H(X):XZR]—Z(X)"'Pn—:%(X), com
R()=0R(X)=2F(x)=3 ¢ RO=F A partir dessa definicdo, sdo estudadas a forma
matricial e a formula de Binet. Além disso, os autores definiram os polinémios bivariados
complexos de  Perrin, dado por: P Y) =R y)+Y Ry com
R Y)=3R(XY)=0P(Xy)=2¢i =1,

Vieira et al. (2021c) também introduziram as sequéncias de Padovan e Perrin no

processo de complexificacdo, discutindo algumas identidades dos numeros hibridos desses
nameros, a partir da definicdo do nimero hibrido de Padovan e de Perrin. Com isso, tem-se que

os numeros hibridos de Padovan e Perrin, denominado por PH, ¢ RH
PH =P +P_i+P . .,e+Ph, RH =R +R ,i+R ,6+R

n n+3

n, sdo definidos como:
PH, =1+i+&+2h 4

n e
h

n+1 n+3

' seja
PH, =1+i+2e+2h ¢ PH, =1+2i+es+30 45 condices iniciais para os hibridos de Padovan
e RHy=3+2¢+3n o RH,; =2i+3¢+2h , RH, =2+3i+2¢+5h
os hibridos de Perrin.

as condi¢Oes iniciais para

Ishilir e Gurses (2021) generalizaram os quatérnios de Padovan e Perrin, a partir da
definicdo dos quatérnios de Perrin. Ressalta-se que o quatérnio € um ndmero em quatro
dimensGes e € uma extensdo dos nimeros complexos, conforme William Rowan Hamilton

(1805-1865). O quatérnio de Perrin é definido, com N--0.n€ll,i* = j* =k* =~1 pela equactio:
QR, =R, +IR\.; + JR., +KRy.5  Assim, foram obtidas relagdes matriciais dos quatérnios de
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Padovan e Perrin, bem como a formula variante de Binet, funcao geradora e outras propriedades
matematicas.

Kafle, Rihane e Togbe (2021) determinaram 0s numeros de Mersenne que estdo
presentes nas sequéncias de Padovan e Perrin. Desse modo, os autores concluiram que os Unicos

nameros de Mersenne pertencentes & sequéncia de Perrin sdo My=0M,=3 ¢ My=7 on

que M, representa o numero de Mersenne. A demonstracdo desses termos foi realizada por

meio da equacdo diofantina, dada por: R=2"-1

Jafari et al. (2021) abordam aspectos matematicos em torno das sequéncias hibridas de
Padovan e Perrin, potencializando uma complexificacdo entre essas duas sequéncias hibridas
com o auxilio do software Maple. Assim , a partir da definicdo do nimeros hibrido de Perrin,

(H) _ i : .
dada por: Rn " =R +RI+RLe+R N om ab,cell ¢ ive,h s50 o5 operadores em que
i2=-1,62=0,h>=Lih=-hi=¢+i Qg autores obtém a formula de Binet, funcio geradora,
forma matricial e demais propriedades em torno dos numeros hibridos de Perrin e Padovan,
bem como a sua extensao para o campo dos nimeros inteiros. Por fim, € possivel obter esses
termos hibridos das sequéncias com o cddigo para utilizar no software Maple, fornecido pelos
autores na pesquisa.

Rihane e Togbé (2021) permitiram uma intersecdo entre os nimeros de Perrin, Padovan,
Pell e Pell-Lucas, por meio de propriedades matematicas. Assim, a partir dessas propriedades
e caracteristicas matematicas das sequéncias trabalhadas, foi possivel calcular os termos em
comum dessas, obtendo os nimeros de Padovan que sdo nameros de Pell; nimeros de Padovan
que sdo numeros de Pell-Lucas; nimeros de Perrin que sdo nimeros de Pell; nimeros de Perrin
que sdo nameros de Pell-Lucas. Para os numeros de Perrin que sdo numeros Pell, foi possivel

obter as Unicas solucbes da equacdo diofantina E,= I:’m, em inteiros positivos m e n sdo
(n,m) €{(0,1).(2.2),(4,2),(5,3).(6,3),(9,4),(8,3). (12,5} portanto, isso implica que

ENP={0,2,512,29} em que Er representa o termo da sequéncia de Perrin e Fn 0 termo da

sequéncia de Pell. Os numeros de Perrin que sdo numeros Pell-Lucas, foi possivel obter as
unicas solucbes da equacdo diofantina E,= Qm, em inteiros positivos m e n sao
(n.m) €{(2,0),(2.2),(4,0). (4D}, Pportanto, isso implica queENQ={2} em que En
representa o termo da sequéncia de Perrin e Qn 0 termo da sequéncia de Pell-Lucas.

Em um estudo recente, Acikel e Irmak (2022) analisaram matematicamente os termos
comuns presentes entre a sequéncia de Tribonacci e Perrin. Pelo fato da sequéncia de Perrin ser
de terceira ordem, buscou-se obter esses termos comuns com base na extensao da sequéncia de
Fibonacci de ordem 3 (Tribonacci). Assim, sdo discutidas diversas relacdes matematicas
existentes entre esses numeros, contribuindo para a evolugdo matematica desses nimeros. Tao

logo, as solucdes excedem 1 da equacao T = Rm, em que To & 0 n-ésimo termo da sequéncia
de Tribonacci e Rn o n-ésimo termo da sequéncia de Perrin, sdo T,=R, =R, =2 T =R, =7.

Batte, Chalegwa e Ddamulira (2022) determinaram 0s numeros de Perrin que séo
concatenados de dois repdigits. Com isso, foi utilizada a teoria de Baker para formas lineares
ndo nulas em logaritmos de nimeros algébricos e o procedimento de reducdo, envolvendo a
teoria das fracOes continuas, para determinar explicitamente todos os nimeros de Perrin que
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sdo concatenacdes de dois nameros distintos de digitos repetidos, esse procedimento foi
10' -1 10" -1
P, =dl[—Jx10m+d2( ]
possivel por meio de uma equagdo diofantina 9 . Os Unicos

nimeros Perrin  que sdo concatenacbes de dois repdigits distintos  sdo
P, €{10,12,17,29,39,51,68,90,119, 277,644}

Rihane, Kafle e Togbé (2022) buscaram uma forma de obter os nimeros de Padovan e

Perrin por meio de uma forma Xx* * X*+1, generalizada em fungdo da variavel x. Primeiramente
foi obtido o limite superior para a,b e n em funcdo de x. Além disso, todos os nimeros de
Padovan e Perrin foram determinados nesse formato. Os autores ainda determinaram todas as
solucBes da equacdo diofantina, com base na recorréncia de Perrin, que satisfazem a formula

n < 3,35x10% (log x)*

Alves e Catarino (2022) abordam as pesquisas desenvolvidas para o ensino de
sequéncias numéricas recorrentes no ensino de Histéria da Matematica. Desse modo, tem-se
uma breve discussdo da sequéncia de Perrin, possibilitando uma abordagem para o estudo
desses nimeros em Historia da Matematica diante de seu aspecto historico e representacao
geométrica. Os autores enfatizam os criadores das sequéncias e relatam uma breve discussédo
das contribuicfes desses matematicos.

Com base nas leituras, podde-se constatar a presenca de variados trabalhos abordando a
evolucdo matematica da sequéncia de Perrin, sendo alguns integrados com outras sequéncias
numéricas recorrentes. Pode-se perceber a caréncia de trabalhos envolvendo o ensino da
sequéncia de Perrin, bem como a sua aplicacdo e integragdo com outras areas, a exemplo a area
de informatica. Um dos autores discutidos acima, permitiu uma integracdo com a area de
informatica, potencializando a visualizagdo da sequéncia.

5 Consideracoes Finais

O presente estudo permitiu realizar um levantamento dos Gltimos trabalhos publicados
referente a sequéncia de Perrin, conhecido como o estado da arte. Assim, foram abordados
aspectos historicos, matematicos e evolutivos desses nimeros, potencializando o estudo de
sequéncias numéricas recorrentes. Com isso, os trabalhos discutidos nesta pesquisa destacam a
importancia para a construcdo deste estado da arte, uma vez que se constatou o desenvolvimento
de investigacdes académicas perante o objeto matematico em estudo.

Pode-se observar a demanda de tempo para a realizacdo das leituras dos trabalhos que
contribuem para 0 estado da arte, bem como a natureza dos detalhes e quantidade de
informac@es e pesquisas. Assim, foi delimitado o tempo de busca, restringindo o periodo de
2018 até 2022. De fato, observam-se poucos trabalhos voltados para a area de ensino da
sequéncia de Perrin, apresentando a grande maioria voltado para a area de Matematica Pura.

Por fim, ressalta-se que pesquisas com esse Viés, tornam possiveis a identificacdo de
obstaculos que venham a ser encontrados, uma vez que sdo fornecidos 0s recursos em torno do
referido conteido matematico, os nimeros de Perrin.
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