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POTENCIAL DE UM SISTEMA DE MATE~MATICA DINAMICA NO ESTUDO DE
TRANSFORMACOES LINEARES

Potential of A Dynamic Mathematics System in the Study of Linear Transformations
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Resumo: Neste artigo, investiga-se como a visualizagdo pode ser uma ferramenta de
aprendizagem epistémica! ao utilizar o potencial didatico de um Sistema de Matematica
Dinadmica (SMD) para revisitar conceitos sobre transformacdes lineares bidimensionais. Para
isso, foca-se em algumas funcdes do SMD, em particular nos livros digitais (GeoGebra Books),
nos grupos (GeoGebra Groups) e na percepgéo visual dos estudantes. A pesquisa, classificada
guanto aos procedimentos técnicos como um estudo de caso e de abordagem qualitativa, foi
realizada com cinco alunos de um curso de pds-graduacdo em uma universidade privada.
Concluiu-se que as atividades realizadas ndo tiveram o alcance esperado para a maioria dos
participantes, visto que estes fugiram do objetivo inicial. Porém, para esses sujeitos, elas
serviram como uma revisdo de conceitos sobre 0 assunto em questdao. Observou-se que 0 SMD
auxiliou a explorar as percepcOes visuais acerca do topico escolhido, especialmente para um
dos participantes.

Palavras-chave: Transformac6es Lineares; Visualizagdo; Geogebra Book; GeoGebra Groups.

Abstract: In this article, we investigate how visualization can be an epistemic learning tool
using the didactic potential of a Dynamic Mathematics System (DMS) to revisit concepts of
two-dimensional linear transformations. To do this, it focuses on some DMS functions, in
particular digital books (GeoGebra Books); GeoGebra Groups and students' visual perception.
The research, classified concerning the technical procedures as a case study and a qualitative
approach, was carried out with five students of a postgraduate course at a private university. It
was concluded that the activities performed did not reach the expected range for most
participants, as they fled from the initial objective. However, for these participants, they served
as a review of concepts. It was observed that the DMS helped to explore the visual perceptions
about the chosen topic, especially for one of the participants.
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! [...] envolve uma mudanca da epistemologia ou modo operatério de conhecer e pensar, que molda a percepgdo
das pessoas do mundo e a interacdo delas com ele (STERLING ,2011).
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1 Introducéo

O conceito de transformacéo linear é um dos mais abstratos estudados em Algebra
Linear. Também pode ser considerado um daqueles com os quais 0s alunos experimentam
dificuldades consideraveis (FURTADO, 2010; CARDOSO, 2014). Conforme Furtado (2010),
algumas dessas dificuldades podem estar relacionadas as concepcdes de fungbes construidas
anteriormente, uma vez que transformacéao é um tipo especial de funcdo definida entre espacos
vetoriais.

Ao tratar dos processos de ensino e aprendizagem em Algebra Linear, Silva, Alves e
Almeida (2018) discorrem sobre a forma tradicional como a mesma é encontrada no cenario
brasileiro e focam na formacgao de professores de Matematica e que “ndo se limite a ensinar
apenas o contetido, incorporando também aspectos de sua formacdo didatico-pedagogica, por
exemplo, colocar os estudantes em situagdes metodologicas diferentes da tradicional” (p. 99).

Ainda sobre as dificuldades encontradas pelos alunos, Kripka (2018) observa que alguns
estudantes possuem problemas para realizar a conversdo entre registros, especialmente do
registro grafico para o algébrico. Nesse caso, € sugerido, pela autora, utilizar tecnologias
digitais, para favorecer os processos de ensino e de aprendizagem em Algebra Linear,
facilitando a mediacdo pedagdgica, a compreensao e a construcao de conceitos matematicos.

Outros trabalhos envolvendo aplicabilidade de conceitos desenvolvidos na disciplina de
Algebra Linear nos cursos de Engenharia (PARMEGIANI, 2011; ROSA et al., 2009 e
BRONDINO e BRONDINO, 2012) apresentam exemplos utilizando softwares como o Matlab,
Winplot ou planilhas eletrénicas. Segundo esses autores, tais softwares poderdo servir como
suporte ao ensino de conceitos relacionados a transformacdes lineares, sugerindo a visualizagéo
de registros distintos para auxiliar no entendimento desse tépico.

Observa-se que conceitos atrelados a transformagoes lineares, principalmente sobre a
visualizacdo da representacdo geométrica destas, tém aplicacBes em computacdo grafica e
robdtica, por exemplo. Geralmente, tais aplicaces focam em objetos e seus respectivos
movimentos, como evidenciam Anton e Rorres (2012) ao explorarem as transformacdes
lineares na visualiza¢do de um objeto tridimensional em um espaco bidimensional.

Sobre a funcdo da visualizacdo nas transformacdes, pioneiros a abordarem o tema e que
sdo referéncias nas pesquisas, Eisenberg e Dreyfus (1994) apresentam a diferenca entre uma
visualizagao estética, a qual consiste em “mover um grafico de um estado inicial para um final,
ou seja, o grafico ter movimentado e mudado durante uma transformagéo” (p. 58) ¢ uma visao
dindmica, que consiste em visualizd-la como “um mapeamento que esta movendo todos os
pontos do plano para um novo local” (p. 58). Na primeira abordagem, a énfase estd nos dois
estados estaticos, enquanto que, na ultima, o foco esta no movimento dinamico, que comeca
com o estado inicial e termina no final.

Nesse contexto, Presmeg (2014) adverte que as pesquisas apresentam uma lacuna no
que diz respeito ao papel da visualizacdo no contexto de salas de aula de Matematica, e como
a sua influéncia pode promover a aprendizagem de tdpicos especificos dessa disciplina.

A motivacdo para a presente investigacdo possui como suporte Presmeg (2014), ao
procurar investigar o papel epistemoldgico da visualiza¢do, ou seja, uma teoria da cogni¢do
(epistemologia) relativa a visualizagéo. Pretende-se, durante a pesquisa, levar em consideracéo
as diferencas individuais na preferéncia pelo pensamento visual.
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Segundo Presmeg (2014),

para a maioria das pessoas, a tarefa em si, as instrugGes e os fatores socioculturais
influenciam se eles tentam uma solucéo visual quando ha a escolha. Mas (...) ha
“visualizadores” que sempre tentam fazer uma figura se ela ndo for dada, e também
“ndo visualizadores” que ndo sentem essa necessidade. (PRESMEG, 2014, p.152,
traducdo nossa).

Assim, acredita-se que € preciso investigar o quanto a visualizagcdo, aliada as
ferramentas tecnologicas, sera eficaz no processo de aprender e ensinar transformacdes lineares
pelas diferencas individuais na necessidade de visualizar certos objetos e pelos tipos de
visualizag&o que os individuos criam espontaneamente.

Neste estudo, procura-se explorar essas questdes examinando concepg¢des de um grupo
de pds-graduandos sobre o tema escolhido, explorando o potencial da visualizagdo nas solucGes
de tarefas que envolvem representacdes geométricas dindmicas de transformacdes lineares.
Essas atividades foram disponibilizadas em um Sistema de Matematica Dindmica (SMD),
especificamente 0 GeoGebraGroups. Assim, 0 objetivo da pesquisa € investigar como a
visualizacdo pode ser uma ferramenta de aprendizagem epistémica ao utilizar o potencial
didatico de uma SMD para revisitar conceitos sobre transformacdes lineares bidimensionais.

2 Sobre o0 papel da visualizacdo na aprendizagem

Conforme Flores, Wagner e Buratto (2012), ao acrescentar a visualizacdo em situacoes
de ensino-aprendizagem em Matematica, pode-se abranger uma quantidade maior de assuntos
e promover-se a intuicdo e o entendimento, “permitindo que os estudantes ndo somente
aprendam matematica, mas também se tornem capazes de construir sua propria matematica” (p.

35).

Segundo Guzman (2002, p.10) a “visualizagdo, tem sido uma técnica geralmente usada
pelos matematicos mais criativos de todos os tempos. Alguma imagem sempre acompanha as
lucubragdes matemadticas, mesmo as mais abstratas”. O mesmo autor complementa dizendo que

a visualizacdo(...) teve um papel muito importante no desenvolvimento da
matematica. E assim deveria ser, dada a estrutura peculiar do conhecimento
humano, fortemente condicionada a elementos visuais, intuitivos, simbdlicos,
representativos, e dada a natureza da matematica e seus propositos de obter uma
imagem, o mais precisa possivel, do mundo ao nosso redor (GUZMAN, 2002,
p.10, traducdo nossa).

Ou seja, a visualizagdo tem um papel importante no desenvolvimento da compreenséo
e do pensamento matematico, pois permite fazer uma ponte entre 0 pensamento concreto e 0
abstrato. Para Leivas (2009) apud Oliveira e Leivas (2017, p.110), visualizagcdo significa o
"processo de formar imagens mentais, com a finalidade de construir e comunicar determinado
conceito matematico, com vistas a auxiliar na resolucdo de problemas analiticos ou
geométricos.”

Marmolejo-Avenia, Guzman e Insuaty (2015) afirmam que a visualizagdo desempenha
um papel fundamental na apreensdo dos fenbmenos que compreendem a aprendizagem e o
ensino de Matematica. No entanto, ndo é apenas uma questdo de observacdo imediata e simples,
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mas de processamento de informacdes cuja complexidade deve ser descrita (MARMOLEJO-
AVENIA, GUZMAN e INSUATY, 2015)

Quanto ao papel epistemoldgico da visualizacdo, Giaquinto (2007) indica que sua
principal preocupacdo ndo é se um diagrama ou uma imagem pode justificar uma prova
matematica ou esbocar um conceito, mas se a percep¢do de um diagrama ou imagem pode
desempenhar um papel na obtencdo de conhecimento. O autor ainda considera a questéo de
saber se a visualizacdo possibilita descobrir conhecimento matematico. Nesse caso, a palavra
descobrir € usada no sentido técnico, para descrever um processo que ndo € apenas confiavel e
epistemicamente racional, mas também independente.

Zimmermann e Cunningham (1991) apud Flores, Wagner e Buratto (2012, p.34)
definem visualizacdo matematica como “o processo de formagido de imagens (mentais, ou com
lapis e papel, ou com o auxilio de tecnologias) usando essas imagens de forma eficaz para a
descoberta e compreensdo da matematica.”

Ainda que as ferramentas ditas tradicionais, como a régua e 0 compasso, possam auxiliar
na visualizagdo de muitas figuras geométricas, os softwares ou aplicativos permitem visualizar
ndo somente a imagem estatica, mas também as relagcdes que estas estabelecem. Isso se aplica,
ainda, as construcdes a méo livre, como as realizadas no esbogo de representagdes gréficas, por
exemplo, ao trabalhar com graficos de funcGes ou com a representacdo geométrica das
transformacoes lineares. Nesse caso, ao usar um software de matematica dindmica, é permitido
observar sua movimentacdo além da figura estéatica.

3 Sobre 0 GeoGebra

O Geogebra é um software multiplataforma que apresenta versdo em portugués e possuli
interface amigavel. Além disso, tem-se a viabilidade de combinar geometria, algebra, tabelas,
graficos e estatistica. Por essa caracteristica, atualmente ele é denominado um software de
matemética dinamica (HALBERSTADT, DE ASSUMPCAO e MATHIAS, 2018). Utilizando
a ferramenta WaybackMachine?, foi possivel verificar que 0o GeoGebra possui 0 dominio
geogebra.org desde o0 ano de 2016. A Figura 1 ilustra um resgate da pagina inicial que o site
possuiu em 2006 e 2010.

Figura 1 — Tela de entrada do site Geogebra em 2006 e 2010

e 2006

| BT L 1oL 000 Lo ————————————

bout Dowsload Help Wik Foruen

GeoGebra

First Steps

Fonte: Elaborado pelo(s) autor(es), 2019.

2 https://archive.org/web/
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Quando comparada a Figura 1, é possivel observar que a Figura 2, apresentada a seguir,
registra uma diferenca quanto ao layout do site, por conta da insercdo de aplicativos para
dispositivos moveis, ocorrida em meados de 2015.

Figura 2 — Tela de entrada do site Geogebra em 2015

GeaGebra Vs Oowmiowss  Cmmrty b [ o
ah iy et @
Browse materials Start creating Download now
GEOGEBRA
IS A MULTI-PLATFORM MATHEMATICS SOFTWARE THAT
GIVES EVERYONE THE CHANCE TO EXPERIENCE THE
EXTRAORDINARY INSIGHTS THAT 2 1
MATH MAKES POSSIBLE

Fonte: Elaborado pelo(s) autor(es), 2019.

Hoje em dia, o site oficial do software possui outros elementos além dos materiais, da
comunidade e dos downloads. A Figura 3 ilustra a tela inicial atual da pagina.

Figura 3 — Tela de entrada do site Geogebra em 2019

GeoGebra - Aplicativos Matematicos
esse | i plicativos ma
etria, 30 & mui ]

i

Fonte: Elaborado pelo(s) autor(es), 2019.

Nota-se que, nessa versdo, ha um menu lateral, onde é possivel acessar as noticias, 0s
materiais, o perfil do usuério, as pessoas que fazem parte da comunidade e os grupos. E viavel,
também, baixar aplicativos nesse mesmo local.

Com essa configuracgdo, pode-se dizer que o site do Geogebra, mais especificamente o
GeoGebra Groups (Grupos), é uma plataforma virtual que permite aos professores e alunos
cooperarem em algumas tarefas e interagirem como em uma sala de aula virtual (DOS SANTOS
e TROCADO, 2016). Embora as tarefas editaveis do GeoGebra também possam ser colocadas
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em outras plataformas, por exemplo, na plataforma Moodle (como recursos do proprio

software), ela requer a instalacdo e atualizacdo do plug-in apropriado, 0 que nem sempre é
permitido.

Os grupos do GeoGebra funcionam de uma forma simples e direta. Cria-se um grupo
usando a opcao Grupos do menu (Figura 4) e, em seguida, € fornecido o seu c6digo aos usuarios
(convidados) que irdo utiliza-lo.

Figura 4 — Menu lateral do site oficial do Geogebra

= GeaGebra A

Inicio

Feed de Moticias

1 | -

hateriais

Perfil

= Pessoas

@ Grupos

¥ Babar Aplicativos

Fonte: Elaborado pelo(s) autor(es), 2019.

Por meio do forum presente na ferramenta, é possivel compartilhar com os convidados
imagens, arquivos PDF, links de filmes, atividades individuais, capitulos de livros ou livros
(GeoGebra Books) produzidos dentro do sistema. Utilizando a ferramenta GeoGebra Groups,
é viavel enviar tarefas para que os convidados executem, fornecer feedback sobre as solucGes
apresentadas e realizar comentarios sobre postagens, organizando, dessa forma, um tipo de
sistema de matematica dindmica ou um ambiente virtual de aprendizagem. Conforme Dos
Santos e Trocado (2016),

essa plataforma pode funcionar como uma sala de aula virtual onde o professor pode
postar tarefas ou perguntas (perguntas de multipla escolha ou abertas) e fornecer aos
alunos algum feedback sobre sua resolucéo. A plataforma GeoGebra Groups pode ser
impulsionada pelo GeoGebra Books que, como o nome diz, sdo livros virtuais
formados por contelido estatico e interativo como GeoGebra Applets and Videos.
Tudo isso junto na mesma plataforma pode significar uma interacdo muito diferente
da sala de aula tradicional (DOS SANTOS e TROCADO,2016, p. 19)

Alguns membros da comunidade do GeoGebra também utilizam o GeoGebra Groups
para compartilhar ideias interessantes sobre solu¢des para problemas especificos, postando
sobre um determinado topico.

4 Procedimentos metodoldgicos

Este trabalho resulta de uma oficina, cujos sujeitos participantes foram professores de
Matemética, alunos da disciplina de Fundamentos de Algebra Linear e Geometria Analitica de
um curso de pés-graduacao (mestrado e doutorado) de uma universidade privada do interior do
estado do Rio Grande do Sul.
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O espaco de trabalho foi a sala de aula, onde os alunos utilizaram seus préoprios
computadores conectados a internet. A oficina foi programada para ter a duracdo de 03 horas,
durante o horério de aula da referida disciplina, no inicio do 1° semestre de 2019. Participaram
da atividade cinco alunos, referidos neste trabalho por Al, A2, A3, Ade AS5.

Para a organizacédo das tarefas, foi construido um grupo no SMD, e os convites e cddigo
de utilizacdo, previamente enviados aos alunos, via e-mail, observando-se que, para entrar no
grupo, é preciso possuir um perfil no site.

Para a analise das tarefas, foram utilizadas as respostas dos alunos, além de uma
entrevista realizada com cada um deles ao final da oficina, quando os questionamentos giraram
em torno de suas percepg0es sobre tais atividades.

5 Sobre as tarefas propostas

Como os participantes da oficina eram professores de Matematica, acreditava-se que
todos possuiam conhecimentos sobre transformac@es lineares. Dessa forma, foram concebidas
tarefas cujo objetivo era explorar as percep¢des visuais desses estudantes acerca do topico
escolhido. A elaboracéo das tarefas, em um primeiro momento, deu-se via um GeoGebra Book,
o qual foi criado exclusivamente para a oficina (Figura 5).

Figura 5 — Geogebra Book criado para a oficina

GeoGebra
Gromeria das Wansformacies bneares . -
- Geometria das transformacdes lineares

Autor:
Topico: Ge

Fonte: Elaborado pelo(s) autor(es), 2019.

Ap0s a confecgdo do GeoGebra Book, foi criado o grupo, no qual as atividades foram
disponibilizadas. A Figura 6 ilustra o cabecalho do grupo criado.
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Figura 6 — Cabecalho do Grupo

GeaGebra +aQ

< (0]

f& Postagens & Membros ¢ Materiais Feedback

& Criar Aviso Criar Tarefa

Fonte: Elaborado pelo(s) autor(es), 2019.

Observa-se que os alunos ndo tiveram acesso diretamente ao GeoGebra Book criado,
mas aos capitulos, um de cada vez, por meio do grupo (Figura 7).

Figura 7 — Corpo do Grupo

2500amce32 v e i
2 Geometria das transformagdes lineares

Atividades propostas para a aula do dis 25 de maio de 2019

Geometria das transformacées lineares
ReflexGes
Projecdes
Dilatacdes e contraces
Rotacées
\ | Atividade 1

= Atividade 2

Fonte: Elaborado pelo(s) autor(es), 2019.

Conforme mencionado anteriormente, no SMD utilizado é possivel fornecer feedback
sobre as solucdes apresentadas e comentar as postagens dos estudantes. Para tanto, basta entrar
no Grupo e clicar na aba Feedback, de forma que, nesse espaco, fiquem disponibilizadas todas
as respostas dos participantes, como ilustra a Figura 8.
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e

f@& Postagens

Figura 8 — Aba feedbak do GeoGebra Groups

& Membros

@

2 Materiais

" Feedback

Filtros: Geometria das transformagdes lineares
Geometria da... Reflexdes ProjecBies  Dilatacdes e c... Rotagdes Atividade 1 Atividade 2
Aluno 1 voE & & & & &
Professor v 591
= =) = =) = =)
* Aluno 1 v vt §%44 o4 ot e jovat
= = = = =
Aluno 3 " ATRASADO TRA ChATRASADO | VEAATRASADO = L #TRASADO o=
= = =\ = =\
Aluno 4 v & & o vt o
) =) = =) =
Aluno 5 Vv 91 1 = i =

Fonte: Elaborado pelo(s) autor(es), 2019.

Para visualizar as respostas ou dar um retorno aos alunos, é necessario clicar na célula
da tabela correpondente a questdo e ao aluno. No caso da oficina ministrada, todos os alunos
responderam a todas as questdes. Optou-se por categorizar as respostas de cada questdo,
observando o quanto a visualizagao influenciou nas respostas fornecidas pelos estudantes.

A primeira tarefa teve como objetivo verificar qual o entendimento dos estudantes sobre
transformacdes lineares. Ela era composta por dois applets e quatro questdes (Figura 9).

Figura 9 — Primeira tarefa proposta

Se T:R*
Observamos que o ponta P em K*
0 efeito geométrico de um operador T R*
novo pento.

Por exemplo:

Movimente o ponto azul
T(P)= AP +
pLASNEN AES RN IR YA E AR
'r”]'( 0 \)(15)‘

i

3

i)

2

Geometria das transformacgdes lineares

——R? 6 uma transformagdo linear cuja matriz candnica é A, denota-se Tu(F) = AP.
& representado por uma matriz coluna
+ R € o de transformar cada ponto de k*

em algum

linear?

A |Digite sua resposta aqui..
K

2) Cite exemplos de transformagdes lineares:

A Digite sua resposta aqui..

5

| Remicar

1) Quais sdo as condigdes que uma transformacdo precisa satisfazer para que seja considerada

(1] 3
T(x, y) = (22
(%)= (2x2y)
L]
[ﬂ T(Q)
4 .
(2]
m 2
(7] x u
m - E) 4 8 - -znp)u 2 4 []
-2
4
Adaptado de_https://w oget BCBE
transformagdes apresentadas acima podem ser consideradas lineares

3) Identifique quais das oito t

serve que para realiza

Digite sua resposta

a investigagéo, vocé

elecionam as tran

aqui...

pode move

formagdes

ario utilizar algum outro argumento, além

Digite sua resposta

aqui...

os pontos P e Q (clique,

toque e arraste

Fonte: Elaborado pelo(s) autor(es), 2019.
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Observa-se que, apesar de todos os participantes serem professores e licenciados em
Matematica, apenas um deles soube responder com precisdo as duas primeiras questdes (Figura
10).

Figura 10 — Resposta do aluno A5 aos itens 1 e 2 da tarefa 1

1) Quais sdo as condigbes que uma transformagdo precisa satisfazer para que seja considerada
linear?

A T(u+v) = T(U)+T), [Fu,v no Espago vetorial

Jx Ttku) = kT(u), EKER,v no Espago Vetorial

2) Cite exemplos de transformacées lineares:

A rotagdes, cisalhamento.

K

Fonte: Elaborado pelo(s) autor(es), 2019.

Para ambos os itens, os demais alunos responderam que ndo lembravam, ndo sabiam ou
escreveram respostas incompletas.

Observa-se que, diferentemente do que foi pensado, o applet que continha um exemplo
de transformacdo linear e duas representacBes desta (uma geométrica e outra na forma
matricial) ndo foi suficiente para sugerir a ideia ou fazer com que os estudantes lembrassem das
condicBes que uma transformacdo precisa satisfazer para ser linear. Além disso, 0s
participantes ndo forneceram exemplos de transformacGes lineares, algo que também é
solicitado na atividade.

Os terceiro e quarto itens da tarefa 1 ndo apresentaram evolucdo significativa nas
respostas. Os alunos Al e A2 continuaram com a mesma resposta: “nao sei”. O aluno A4,
nitidamente, ndo teve ideia do que é uma transformacao linear, pois suas respostas giraram em
torno do primeiro applet. O aluno A5 respondeu corretamente aos dois itens. O aluno A3
respondeu ao item 3 com uma solucdo parcialmente correta, justificando o seu erro no item 4,
conforme ilustra a Figura 11.

Figura 11 — Resposta do aluno A4 aos itens 3 e 4 da tarefa 1

3) Identifique quais das oito transformacées apresentadas acima podem ser consideradas lineares.

Observe que para realizar a investigagdo, vocé pode mover os pontos P e Q (clique/toque e arraste).

Os bot@es ( nimeros 1 a 8) selecionam as transformagdes.

A L34s6ls

Jx

4) Foi necessario utilizar algum outro argumento, além do visual para resolver a questdo 37 Justifique!

A principio ndo, mas o 5% exercicio eu tive divida pois lembro que constantes ndo geram
—  transformagdo.
X

Fonte: Elaborado pelo(s) autor(es), 2019.

No espago destinado aos comentarios, o aluno Al forneceu um dado relevante para o
contexto da pesquisa como ilustra a Figura 12.
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Figura 12 — Comentario do aluno Al

Aluno 1 L 25/04/2019 DE5D
Maco lerbro muito da parte de geomnetria analitica e algebra linear, pois na graduagdo as duas disciplinas
foram mais voltadas para calculos e pouco exploragdo conceitual e grafica.

Fonte: Elaborado pelo(s) autor(es), 2019.

Segundo a informacdo dada pelo aluno A1 no SMD, e posteriormente na entrevista, foi
possivel perceber que, durante a sua graduacgdo, a percepcdo visual ndo foi muito explorada,
pelo menos ndo na disciplina de Algebra Linear. Olhando para tal comentario e para as respostas
dadas pelos estudantes, fica-se em divida sobre o quanto foi, de fato, apreendido sobre
transformacoes lineares durante a graduacao.

Além disso, entende-se serem as imagens, efetivamente, importantes no processo de
aprendizagem, o que nem sempre é percebido pelos professores que lecionam tal disciplina,
segundo a experiéncia dos autores. A visualizagdo deve ser manipulada, ou seja, “transformada”
e “convertida” de tal forma que sirva como uma base viavel para o desenvolvimento de um
argumento matematico, a fim de que 0s estudantes possam ser guiados para isso.

Presmeg (2006, p.25) refere-se a esta ultima ideia da seguinte forma: “Como os
professores podem ajudar os alunos a fazer conexdes entre imagens e inscricbes visuais
idiossincraticas e processos e notagdes matematicos convencionais?” Ainda, Flores et al. (2012)
afirmam que é necessario os professores utilizarem processos visuais nas situacées de ensino-
aprendizagem, pois isso fard com que os alunos consigam ter um maior entendimento dos
conceitos envolvidos no processo.

As tarefas 2, 3, 4 e 5 tratavam de reflexdes, projecOes, dilatacbes ou contracdes e
rotacOes, respectivamente. Todas foram planejadas com o intuito de verificar o quanto
visualizacdo da representacdo geométrica auxiliaria aos alunos a representar a transformacéo
na sua forma analitica ou matricial.

Para analisar as respostas dos alunos, foi elaborado o Quadro 1, no qual, em um primeiro
momento, as respostas foram classificadas como corretas (C), ndo respondeu (N) e incorretas
(I). Os alunos foram identificados por seus numeros (Ai indica o Aluno i, com i=1,2,3,4,5), e
as tarefas foram indicadas de acordo com as questdes (Tj indica a tarefa j, com j=2,3, 4 e 5).

Quadro 1 — Classificagdo das respostas dos alunos as tarefas 2 a 5
A2 A4

>
[N

T2 Questdo 1
T2 Questdo 2
T3 Questdo 1
T3 Questdo 2
T4 Questdo 1
T4 Questdo 2
T4 Questdo 3
T5 Questdo 1

olo|olo|oljoo|o|Z
olo|ojo|olo|o|o|Z

elielelielieleliel(®)

|
|
|
|
|
|
|
C

OO00———|—

Fonte: Elaborado pelo(s) autor(es), 2019.

A Figura 13 ilustra a segunda tarefa e aborda a transformacgéo conhecida por reflex&o.
Ela difere das demais por trazer um exemplo.
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Figura 13 — Inicio da tarefa 2

Reflexo em brmo do etoy

Refledc em ome dosbo k.
Entre 05 operadores lineares mais importantes do plano no plano, destacam-se os que produzem

Reflexdes

reflexdes, projecdes e rotacdes. Refladio em tomo de refs y=x

Por exemplo, considere T R — ! o operadar que aplica a cada ponto em sua imagem simétrica em
relagic a0 eixo y. Ou seja, realiza uma reflexdo em torne do eixa y.

Se escrevermos A’ = T'(4} entdo as equagdes que relacionam os componentes de 4 e A’ s3o LRSS i /"A
e —— § T — 7 B 3

Observe o applet abaixo. Escolha a reflexdo (clicando no bato) e movimente o panto A.

Fonte: Elaborado pelo(s) autor(es), 2019.

As questdes se referiam as equacdes das outras duas transformacdes do tipo reflexdes,
ndo apresentadas no exemplo. Para visualizad-las, o aluno deveria clicar no botdo
correspondente. Observa-se que trés alunos responderam aos questionamentos de forma
correta. Os alunos Al e A4 responderam de forma incorreta. A resposta do aluno A4 chamou a
atencdo pelo fato de misturar pontos e varidveis (Figura 14).

Figura 14 — resposta do aluno A4 aos itens 1 e 2 da tarefa 2

1) Quais sdo as equagdes que relacionam as componentes de A e A', no caso de uma reflexdo em
torno do eixo x?

Teoy) = The-y)
A x=(x0)
S y=(04)

1) Quais sdo as equagdes que relacionam as componentes de A e A', no caso de uma reflexdo em
torno da reta y=x?

A TN =T
x=y

A

Fonte: Elaborado pelo(s) autor(es), 2019.

Ao responder quais eram as equagoes que relacionavam as componentes do ponto A e
da respectiva imagem pela transformacgéo, ndo foi possivel compreender o significado que o
aluno atribuiu a expressdo x=(x,0), visto que, matematicamente, ela ndo tem nenhum sentido.
Ao ser questionado sobre sua resposta, ele disse ndo ter conseguido compreender o que estava
sendo solicitado.

Nota-se, nesse caso, que a visualiza¢do, a manipulagdo dos elementos geométricos e o0
exemplo ndo foram suficientes para auxiliar o aluno na compreensdo dos conceitos que
certamente j& conhecia. A terceira tarefa (Figura 15) tratava das transformacfes do tipo
projecdes.

# Tear: Revista de Educacdo Ciéncia e Tecnologia, v.9, n.1, 2020. 12



Htear #

Revista de Educacao, Ciéncia e Tecnologia #

Figura 15 — Tarefa sobre projecdes

Projecdes Quais sio as equages que relacionam as componentes de A e T(A), no caso de uma projegio
ortogonal s eixo x?

Observe o applet abaixo. Escolha a projegéo (clicanda no botéc) e movimente o ponto A

\: Reinicar \

Fonte: Elaborado pelo(s) autor(es), 2019.

Os alunos A2, A3 e A5 responderam corretamente aos questionamentos realizados. Os
alunos 1 e 4 tiveram dificuldade na resolugéo da tarefa. O aluno Al (Figura 16) afirmou existir
duas leis para cada transformacao.

Figura 16 — Resposta do aluno Al a tarefa 3

Quais sdo as equagdes que relacionam as componentes de A e T(4), no caso de uma projegao
ortogonal sobre o eixo x?

A Tixy)=(x0

S Tey)=(x0)
Quais sdo as equagdes que relacionam as componentes de A e T(A), no caso de uma projegdo
ortogonal sobre o eixo y?

A Txy=0y

S Tey)=0,v

Fonte: Elaborado pelo(s) autor(es), 2019.

Observa-se que o aluno considerou existir diferenca entre 0s eixos positivo e negativo.
Na entrevista, ele disse que teve a impressdo de que seria necessario realizar essa distin¢do ao
movimentar os pontos. Nesse caso, reitera-se o indicado por Giaquinto (2007) no que diz
respeito a visualizacdo favorecer ou justificar uma prova ou o esboco de um conceito. Para essa
tarefa, destaca-se a resposta dada pelo aluno A5 (Figura 17), pelo fato de que, na atividade
anterior, o estudante ndo tinha conseguido entender o que era solicitado.
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Figura 17 — Resposta do aluno A5 a tarefa 3

Quais sdo as equagbes que relacionam as componentes de A e T(A), no caso de uma projegdo
ortogonal sobre o eixo x?

A Ty=(0

Jx Ty=(%0)
Quais sd0 as equacbes que relacionam as componentes de A e T(4), no caso de uma projecio
ortogonal sobre o eixo y?

A Tey=@y

S Tey=0,4)

Fonte: Elaborado pelo(s) autor(es), 2019.

Para essa tarefa, A5 contou com o auxilio do professor, que procurou fazer ele perceber
0 que ocorria com 0s pontos ao serem movimentados. Na entrevista, esse aluno afirmou ter
apenas reproduzido alguns exemplos, ndo percebendo o que, de fato, estava ocorrendo.

Observa-se que as tarefas 4 e 5 eram muito semelhantes a tarefa 3. Todos os alunos,
com excecdo do A4, resolveram as questdes propostas na tarefa 4 de forma correta. A4
continuou cometendo 0s mesmos equivocos da tarefa 3.

Nota-se, também, que todos os alunos acertaram a tarefa 5, apesar do fato de que
nenhum deles, no momento da aplicagdo, tenha conseguido determinar de forma correta as
equacOes. Nesse sentido, foi necessario uma intervencao do professor, relembrando as equacdes
da transformacao rotagdo no quadro (Figura 18).

Figura 18 — Resolucdo da tarefa 5 realizada pelo professor

B ["‘-'3) —b T(r..j) = (‘}?hl%‘q
/\(a.‘j) = (’L 0 -‘)Ium% , X9+ Y w0)

m‘=1\w&¢+9)
{’ wy
@ Vi< am(g+o) - Kwe - rwn0>

—P W N W\O 0979

e
(\, Wy = J\’(‘:m m@-@"’“e
=D B pne
x m:@wﬁ

W, : % (e - Y8
We s a0 + YHB

Fonte: Elaborado pelo(s) autor(es), 2019.

Para o professor (primeiro autor do trabalho) o fato de precisar deduzir as equacgdes junto aos
alunos foi uma surpresa, visto que todos eles ja tinham conhecimento do conteddo e esperava-
se que o applet fornecido na tarefa auxiliasse na deducéo das equacdes. Nesse caso, foi utilizado

[...] um método visual de solucdo é aquele que envolve imagens visuais, com ou sem
diagrama, como parte essencial do método de solucdo, mesmo se métodos de
raciocinio ou algébricos também forem empregados. Um método de solucdo nao
visual é aquele que ndo envolve imagens visuais como parte essencial do método de
solucéo (PRESMEG, 1986, p.298, traducdo nossa)
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A tarefa de nimero 6 tinha por objetivo visualizar o comportamento das transformacgoes
lineares, observando seu efeito nos pontos de figuras no plano. Para isso, foi disponibilizado
um applet que continha 8 opg¢des de transformac6es de um quadrado dado (Figura 19).

Figura 19 — Applet disponibilizado na tarefa 6

Uma forma eficaz de visualizar o comportamento das transformagdes lineares é observar seu efeito
nos pontos de figuras simples no plano.

Utilize os botdes de 1 a & para selecionar as transformagdes, se achar necessario, movimente os
pontos A e B, para responder as questdes abaixo.

a{¥ a{¥
& )
E 4 n
D C
3 s ]
@ 2 2
[ ; x u
4 2 0 2 : 4 1) E” £ 0 2 1
2 =

Reiniciar

Fonte: Elaborado pelo(s) autor(es), 2019.

Observa-se, do lado esquerdo da Figura 19, haver um quadrado de lado 3 unidades de
medida. Tal elemento pode ser modificado. Ao fazé-lo (Figura 20), o quadrado do lado direito
também é modificado, respeitando a transformacéo aplicada.

Figura 20 — Applet da tarefa 6 com modificac6es

s{¥ 8V

= (Y [=)(«] (M

IS
h
I
s
@
S

-2 o 2 4 8

Fonte: Elaborado pelo(s) autor(es), 2019.

Como o applet possui 8 opgdes de escolhas (botbes numerados de 1 a 8), ao clicar em
cada um deles, o quadrado do lado direito € modificado via uma transformagé&o diferente (Figura
21).

# Tear: Revista de Educagéo Ciéncia e Tecnologia, v.9, n.1, 2020. 15



Htear #

Revista de Educacao, Ciéncia e Tecnologia #

Figura 21 — Transformacdes apresentadas na tarefa 6

-~ ;ﬁ:A ,"';';';‘/—;"/I — ;I;:‘_<—?! ;'n“':';':'”‘

Fonte: Elaborado pelo(s) autor(es), 2019.

Apbs explorar o applet, o usuario deveria responder a 3 questdes sobre as
transformacdes apresentadas. Da mesma forma que foi feito para as tarefas anteriores, elaborou-

se 0 Quadro 2, que contém a classificacdo das respostas dadas pelos alunos as questfes
propostas na tarefa 6.

Quadro 2 — Classificagdo das respostas dos alunos a tarefas 6.

Al A2 A3 A4 A5
T6 Questdaol | | | I I C
T6 Questdo2 | C C C C C
T6 Questdao 3 | | | | | C

Fonte: Elaborado pelo(s) autor(es), 2019.

Nota-se que todos os alunos responderam o segundo item de forma correta. Acredita-se
que isso possa ter ocorrido por se tratar de uma transformacéo relativamente facil e ja trabalhada
nas tarefas anteriores. Apenas o aluno A5 respondeu corretamente aos 3 itens. As respostas dos
demais alunos, para a primeira e terceira tarefas, foram muito semelhantes.

No primeiro item, os alunos ndo consideraram que as transformacdes de numeros 6 e 7
(cisalhamentos) eram lineares, mas observaram que a transformacao 8 (translacéo) poderia ser
classificada como tal. No terceiro item, a maioria dos alunos expressou corretamente a
denominacdo das transformacgdes apresentadas, com excecao da transformacdo 4, que era uma
projecéo sobre o eixo x e foi tratada como uma contragéo (Figura 22).
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Figura 22 — Resposta da aluna A4 aos itens da tarefa 6.

1) Quais das transformagdes apresentadas acima sdo lineares?

A 12345e8
Jx

2) A transformacédo apresentada em (1) € uma dilatagdo? Em caso positivo, qual o fator?

A Sim, o fator é 2
Jx

3) Considerando as transformagdes que sdo lineares, como denominam-se as transformacgdes lineares
apresentadas acima?
A 1idilatagao
— 2) reflexdo
Jx  3Jrotacdo
4) contragdo
S)contragdo
S)translagdo

Fonte: Elaborado pelo(s) autor(es), 2019.

Conforme a entrevista realizada com os alunos, observa-se que, nesse caso, a
visualizacdo ndo foi um elemento facilitador. Segundo Giaquinto (2007), a percep¢éo visual
pode desencadear certos atos de "reconhecimento” que fazem representar as percepgdes com
um tipo de contetido conceitual. Essas representacdes podem, entdo, desencadear disposicdes a
formagdo de crengas, e resultam, de maneira confidvel, em verdades matematicas. Nesse caso,
a maioria dos alunos ndo conseguiu relacionar a forma analitica das transformaces a sua
representacdo grafica e ndo estabeleceu conexdes suficientes para reconhecer se uma
transformacéo é linear, utilizando-se do dinamismo e da visualizagéo.

A Cltima tarefa disponibilizada foi planejada em duas etapas. Em um primeiro
momento, 0s alunos deveriam visualizar o applet disponibilizado e responder a duas questfes.
Essa etapa teve por objetivo verificar a necessidade de utilizar as ferramentas do applet para
auxiliar a responder tais questionamentos. A primeira questdo era referente a transformacao
dilatagdo (que j& havia sido explorada na tarefa anterior), e a segunda era relativo a
transformacéo reflexdo (que também ja havia sido explorada na tarefa 2).

A segunda etapa da tarefa era referente a transformacéo linear cisalhamento, conceito
gue ainda ndo havia sido formalizado na oficina. Nesse sentido, foi disponibilizada a definicdo
e solicitado que os alunos respondessem a trés questdes, sendo duas de multipla escolha.

Novamente, elaborou-se um quadro (Quadro 3) onde as respostas dos alunos foram
classificadas para posterior analise.

Quadro 3 - Classificagdo das respostas dos alunos a tarefa 7

Al A2 A3 A4 A5
T7 Questdol | C C C C C
T7 Questdo2 | | | C I C
T7 Questdo 3 | | C C I C
T7 Questdo4 | | | I I C
T7 Questdo5 | | | I I C
T7 Questdo6 | N N N N C

Fonte: Elaborado pelo(s) autor(es), 2019.
A Figura 23 ilustra os dois primeiros itens da tarefa 7 e o applet fornecido.
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Figura 23 — Itens 1 e 2 da tarefa 7
o e
Atividade 2 s 4 g e
b=2 “\20
1) Qual € a transformacio apresentada no applet abaixo? ( Caso tenha modificado os valores de a,b,c —Qz— E E
ou d clique em Reiniciar) G=
=
Di d=0
A Digite sua resposta aqui.. 8 8
b
2) Sem movimentar os controles deslizantes, responda: para que ocorra uma reflexio em torno do
eixo x, quais sdo os valores que devemos atribuir aos controles abced? D c
L 2 * 2
A Digite sua resposta aqui..
A B
Jx By Z 2 3 s 2= i 2 T 8
Atribua os valores para a, b, ¢ e d, conforme respondido na questdo anterior. Sua conjectura se
confirmou? - = T(z,y) = (az + by, or + dy)
[ONae T(zx,y)= (0x + 2y, 2z + 0y)

Osim

| Reinicar |

Fonte: Elaborado pelo(s) autor(es), 2019.

Todos os alunos responderam de forma correta ao primeiro item, e apenas os alunos A2
e A5 responderam ao segundo item da mesma forma. Os alunos Al, A2 e A4 ndo conseguiram
expressar os valores de a, b, ¢ e d adequadamente e, como consequéncia, a conjectura firmada
no item n&o se confirmou.

Na resolucdo dos itens 3 e 4, esperava-se que os alunos manipulassem o applet e
respondessem (corretamente) as questdes. Durante a oficina, percebeu-se que isso ndo ocorreu.
Os alunos tentaram antever as respostas, marcando qualquer alternativa (Figura 24).

Figura 24 — Resposta do aluno Al aos itens 3 e 4 da tarefa 7

3) Considerando o quadrado de lado 2, para transformar o ponto C (2,2) em T(C)=(6,2), devemos
alterar os controles para quais valores?

a=0, b=2, c=1, d=0
a=1, b=2, c=1, d=0
a=0, b=1, c=2, d=0
a=1,b=1,c=2 d=1
X - a=0,b=1, c=1, d=2
4) Considerando o quadrado de lado 2, para transformar o ponto C (2,2) em T(C)=(2,6), devemos
alterar os controles para quais valores?
a=0, b=2, c=1, d=0
a=1, b=2 c=1,d=0
X a=0, b=1, c=2, d=0
a=1,b=1, c=2 d=1
a=0, b=1, c=1, d=2

Fonte: Elaborado pelo(s) autor(es), 2019.

Os itens 5 e 6 da tarefa 7 tinham o objetivo de conhecer um pouco mais sobre a formagao
inicial dos participantes da oficina, bem como verificar suas percepcGes quanto ao conceito
revisado. O aluno A5, que respondeu de forma correta a todas as questdes, foi o Unico a
responder de forma positiva ao questionamento realizado no item 5, além de realizar a
verificagdo que a transformacéo era linear (ndo o fez no SMD, mas mostrou a resolu¢do no
papel). Esse aluno também foi o Unico a responder ao Gltimo item, como ilustra a Figura 25.
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Figura 25 — Resposta do aluno A5 aos itens 3 e 4 da tarefa 7

5) Vocé conhecia essa transformagdo? Como mostramos que ela é linear?

Esses tipos genéricos de transformagbes eu conhecia, Entretanto a utilizagdo da geometria
dindmica foi um acréscimo.

Jx
A partir da transformacgdo T0yy)=(ax+by, cx+dy) é possivel descrever a transformacdo rotagio por um

angulo #7 Se sim, quais deverdo ser os valores de ab,c e d?

A Esta questdo foi respondida em questdes anteriores: a = cos[elb=-sen(#l):c=sen([d);d=cos(&].

Jx

Fonte: Elaborado pelo(s) autor(es), 2019.

Observa-se que todas as tarefas propostas continham pelo menos um applet, o qual
deveria ser manipulado. Nesse sentido, explorou-se a funcdo da visualizagcdo dindmica nas
transformacdes, com o objetivo de investigar se a visualizacdo, apoiada por um SMD, pode ser
considerada um auxilio para a aprendizagem de transformac6es lineares bidimensionais.

6 Consideracdes finais

O objetivo desta pesquisa foi investigar como a visualizacdo pode ser uma ferramenta
de aprendizagem epistémica ao utilizar o potencial didatico de um Sistema de Matematica
Dindmica para revisitar conceitos sobre transformacdes lineares bidimensionais. Para
Giaquinto (2007, p.40), uma questdo central é se a visualizacdo pode fornecer um meio
confidvel de obter verdades matematicas.

Acredita-se que essa € o tipo de questdo com a qual as pesquisas na area de Educacédo
Matematica estdo preparadas para lidar. I1sso é apontado em estudos recentes como Stewart,
Larson e Zandieh (2019) que descrevem o estado atual das pesquisas no ensino de Algebra
Linear. Os autores pontuam o uso das tecnologias e as abordagens visuais como evidéncias de
orientagdes promissoras para apoiar o sucesso dos alunos por meio de intervencdes de ensino e
experimentos em sala aula.

Dessa forma, desenvolveu-se, neste trabalho, um conjunto de tarefas que foram
projetadas para levar os sujeitos a considerarem a visualizacdo enquanto alternativa para a
resolucdo de tais atividades. Nesse sentido, as respostas dos alunos, tanto nas tarefas propostas
guanto nas entrevistas realizadas, tornaram possivel mensurar que o objetivo foi alcangado.

O planejamento da oficina utilizando o SMD escolhido, assim como o0 acesso dos alunos
a esse sistema, nao apresentaram maiores obstaculos para os participantes, fazendo com que a
realizacdo da atividade tenha transcorrido de forma relativamente estavel. A utilizagdo dos
recursos ofertados no SMD, por parte dos alunos, foi feita de maneira descomplicada e intuitiva.
Ao serem guestionados sobre a viabilidade de utilizacdo do SMD em sala de aula, responderam
positivamente, o que confirma ter sido alcangado o objetivo da pesquisa.

Durante a realizacdo da oficina, foi possivel perceber que o tempo para 0
desenvolvimento de todas as atividades previstas foi pequeno. Observa-se que elas foram
planejadas acreditando que os alunos, por serem licenciados em Matematica, teriam mais
afinidade com o tépico escolhido.
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Nesse sentido, notou-se que a maioria dos alunos ndo recordava 0s conceitos
relacionados a transformagcdes lineares, alem de possuirem muita dificuldade, principalmente
em termos das notacbes utilizadas. Acredita-se que essa dificuldade seja oriunda do
distanciamento que o tema transformacdes lineares apresenta com a pratica de sala de aula dos
sujeitos da pesquisa. 1sso vai ao encontro do apontado por Silva, Alves e Almeida (2018), ao
indicarem sobre o ensino na disciplina ainda manter-se de uma forma tradicional. Também, os
autores recomendam a incorporacdo de aspectos didaticos-pedagogicos no seu
desenvolvimento, o que se buscou incluir com o0 SMD.

Entretanto, observa-se que o0 Unico aluno que possuia conhecimento sobre
transformacdes lineares conseguiu desenvolver as atividades no tempo previsto. Em sua
entrevista, ele respondeu que o SMD o auxiliou a explorar as percepgdes visuais. Esse aluno
também salientou que, as vezes, a énfase no ensino de transformacdes lineares ocorre por meios
ndo visuais. O fato dos demais ndo terem obtido plenamente o alcance esperado pode ser
consequéncia da falta de explorar inovagdes como a aqui sugerida no ensino com o qual ndo
estdo acostumados ao longo da sua formacdo. Muito embora demais participantes tenham se
afastado do objetivo inicial proposto, esses sujeitos tiveram um ganho consideravel, pois
ocorreu uma revisdo de conceitos ja trabalhados, os quais provavelmente terdo de ensinar em
sua préatica profissional, tanto na escola basica ou no ensino superior o0 que, certamente,
contribuiu para a sua formacao continuada e permitira inovar a pratica profissional.

Pretende-se aplicar a mesma oficina a alunos em formagéo (licenciandos em
Matematica) para continuar a investigacdo, visto a importancia do conceito matematico e 0s
achados realizados nesta pesquisa.
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