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Resumo: O trabalho em tela tem por finalidade tecer discussdes sobre alguns modelos de
generalizacdo e extensdo da Sequéncia de Jacobsthal. Assim, em consondncia com as
orientacGes da Engenharia Didatica como metodologia de pesquisa e em complementariedade
com a Teoria das Situacdes Didaticas, que permite uma analise minuciosa dos fendbmenos
relativos ao ensino e aprendizagem de Sequéncia de Jacobsthal, descreveremos os elementos
principais que constituem as duas fases iniciais de uma Engenharia Didética, a saber analise
preliminar e andlise a priori, ressaltando a concepcdo de situacGes didaticas e 0s possiveis
comportamentos e resolucdes dos alunos diante das duas situagdes problemas, organizadas
com fins a experimentacao.

Palavras-chave: Engenharia Didatica. Teoria das Situagdes Didaticas. Sequéncia de
Jacobsthal.

1 Introducéo

Indubitavelmente, a sequéncia de Fibonacci configura-se como uma das mais
importantes e conhecidas no mundo inteiro. Objeto de estudo ao longo de vérios anos, até
hoje resguarda um carater relevante e enigmatico. Tal sequéncia originou-se de um problema
relativo a reproducdo infinita de pares de coelhos.

Em contrapartida, observamos nos compéndios especializados em Histéria da
Matematica uma inclinacdo a evidenciar os pressupostos do Calculo Diferencial e
Infinitesimal, discutindo a historicidade dos conceitos matematicos que lhe sdo intrinsecos,
bem como o seu desenvolvimento desde sua génese até a contemporaneidade (ALVES, 2018).

Desse modo, a abordagem dada a sequéncia de Fibonacci é mostrada de maneira
sucinta e trivial, podendo levar & um entendimento raso e deslocado, principalmente no que
diz respeito ao seu processo diacronico. E, além disso, ndo proporcionam ao leitor uma
compreensdo sobre o estado atual e evolutivo, a partir de uma perspectiva contigua, evolutiva

e prolongada.

" Docente do Instituto Federal de Educagéo, Ciéncia e Tecnologia — IFCE. Discente do Mestrado em Ensino de
Ciéncias e Matematica — PGECM/IFCE.

“ Docente do Mestrado em Ensino de Ciéncias e Mateméatica — PGECM/IFCE. Docente do Mestrado em Ensino
de Ciéncias e Matemética — ENCIMA/UFC. Docente do Mestrado em Educacdo Profissional e Tecnoldgica —
PROEPT/IFCE.

# Tear: Revista de Educacdo Ciéncia e Tecnologia, Canoas, v.7, n.2, 2018. 1



Htear

Revista de Educagdo, Ciéncia e Tecnologia

Nesse contexto, evidenciamos o surgimento de diversas sequéncias numericas
recursivas, consequéncia da mobilizacdo de matematicos do mundo inteiro que tinham como

escopo em fornecer novos modelos generalizados, como por exemplo a sequéncia de

Jacobsthal, que é definida pela seguinte relacdo de recorréncia J,=J,,+2J, ,,n>2, tais
que as condicdes iniciais sdo J,=0,J, =1 que descreve 0 seguinte conjunto numérico:
{3.}..n =1{0,1,1,3,5,11,21,43,85,171,...} e possui propriedades que se relacionam com

outros conceitos matematicos.

Tal sequéncia recebe esse nome como referéncia ao matematico Ernest Erich
Jacobsthal (1882-1965), especialista em Teoria dos Numeros e ex-aluno de Ferdinand G.
Frobenius, que foi um dos primeiros a estudar/ definir os polinémios de Fibonacci.

No Brasil sdo escassos o0s trabalhos relativos a Sequéncia de Jacobsthal. Encontramos
alguns que apresentam extensGes e interpretacbes combinatdrias para 0s numeros de
Jacobsthal via ladrilhamentos (Craveiro, 2004; Spreafico, 2014; Silva, 2014). Estes, porém,
ndo apresentam propriedades iniciais sobre a sequéncia de Jacobsthal e seus diversos tipos de
representacdo. Em Alves (2017), encontramos propriedades relativas a sequéncia generalizada
de Jacobsthal, bem como a exploragdo de conceitos matriciais relativos a tematica que se
mostram ainda pouco discutidas em nosso pais.

Destarte, adotamos como objetivo a descricdo de um tratamento para o tema
“Sequéncia de Jacobsthal”, tendo como base alguns elementos de uma Engenharia Didéatica
classica ou Engenharia Didatica de 12 geracdo, como forma de sistematizar e organizar a
pesquisa, tendo em vista a etapa de concepgéo, a experimentacdo, a descrigdo de situagOes
dialéticas em seus tempos ou fases previstas de acdo, formulacdo, validacdo e

institucionalizacdo, propostas pela Teoria Das Situacfes Didaticas.

2 A formula de Binet como modelo de generalizacdo da sequéncia de Jacobsthal

Conforme mencionado anteriormente, a sequéncia de Jacobsthal € dada pela lei de
recorréncia J,=J, ,+2J, ,,n>2, tais que as condi¢des iniciais sdo J,=0,J,=1 que
descreve o seguinte conjunto numérico: {J,}._, :{0,1,1,3,5,11,21,43,85,171,...}.

A respeito dessa tematica, destacamos o proprio trabalho de Ernest Jacobsthal (1882-
1965), intitulado Fibonaccische Polynome und Kreisteilungsgleichungen, em que o mesmo

apresenta propriedades relativas aos polindmios de Fibonacci e equacgdes circulares. Na figura
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a seguir, apresentamos parte importante de seu trabalho que envolve uma forte abordagem de

pesquisa em termo de sequéncias recorrentes que enfatizaram representacdes matriciais.

Figura 1 - Propriedades das sequéncias numéricas estudadas por Jacobsthal

Fonte: Jacobsthal (1919-1920)

Com base na figura anterior, destacamos a equacéo de recorréncia f.,="f +x-f .

Fundamentados na anélise da mesma, observamos que para x=1 obtemos a sequéncia de
Fibonacci. Para x =2 resulta a sequéncia de Jacobsthal mencionada anteriormente. Por outro
lado, podemaos extrair também propriedades relativas as matrizes de ordem 2.

N&o obstante, notamos que, para a obtencdo de um numero qualquer de Jacobsthal, é

necessario conhecer os seus dois elementos anteriores e, em seguida, utilizar a relagcdo de
recorréncia. A titulo de exemplo, se desejarmos obter o nimero J., é necessario estabelecer
os elementos J, e Jg, e prosseguir com a relagdo de recorréncia.

Um tdpico que merece investigacdo é sobre a possibilidade de obter os termos dessa
sequéncia sem a necessidade de utilizar a relagdo de recorréncia mencionada anteriormente.

Para tal, adotamos o emprego da férmula de Binet. Segundo Horadan (1996), essa formula é
obtida considerando-se & =2¢e S =-1, que sdo raizes da equagdo caracteristica x> —x—2=0
Entre as muitas propriedades existentes, podemos mencionar:
ad’=a+2a+f=La f=-2a-B=3p=p+2,a° - =3.
Prosseguindo, temos que as raizes desta equacio devem satisfazer a a’°=a+2 e

% = f+2. Multiplicando a primeira dessas relacdes «", e a sequnda por 3", obtemos
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("2 =a"™ +2a" e " =" +2.B" (ii). Subtraindo a segunda equacio da primeira, e

n+2 _ pn+2 n+l _ pon+l n_ pn
P _a =k +2-(“ ﬂj. Se

dividindo ambas por « -/, chegamos a = ;
a_

a-f a-f

an_ﬂn

a_

colocarmos H, =

,temos: H,,=H,  +2H .Temos a+f=La-=3,a-f=-2,

consequentemente obtemos:

_ 2 2 3_ 8 _ 2 2
leﬂzl’sza ﬂ =0H—ﬂ=1,H3=a ﬂ :(a IB)(a +a18+ﬁ):3
a—pf a—pf a—pf a—pf
2 _ p2y (2 2
e H4=(a £) (; P )=(a+ﬂ)-(a2+ﬂ2)=5.C0m isto, os resultados H,,H,, H, -+,
a_
n ; an_ﬂn
representam a sequéncia de Jacobsthal, com J, = ,onde n>1
a_

Isso posto, observamos que a férmula de Binet permite a obtencdo dos termos inteiros
da sequéncia de Jacobsthal, sem precisarmos utilizar os conceitos de recursividade, atuando
assim, como um modelo de generalizacdo da sequéncia de Jacobsthal. A seguir, podemos
formalizar um modelo de Generalizacdo para essa sequéncia por intermédio da formula de

Binet com a apresentacdo do teorema a seguir:

gt 1 n .
@ 3'8 - 5(2” ~(-1) ) , onde 0s nlmeros
a =2, 3 =-1 correspondem as duas raizes da equagdo x°-x-2=0.
Demonstragéo:
A demonstracdo imediata segue por Inducdo Matematica.

2'— (-1 2+1
3 3

Supomos a validade para n=1,---,k. Vamos mostrar que é valida para k+1 .

Teorema 1: Dado um nimero n>1, entéo J, =

Para n=1, temos J, = 1

kK pk
3o =342, =2 +2[

ak_l—ﬂk_l _ak—ﬂk+2ak_l—2ﬂk_l_ak(1+2a_1)—ﬂk(1+2ﬂ_1)_
a-p - -

a-p - a-p 3
~ ak ’a_ﬂk‘ﬂ ~ 2k '2_(_1)k (_1) ~ 2k+1_(_1)k+1
3 3 3

Ainda no que se refere a formula de Binet, apresentaremos algumas consideracdes

(cqd)

sobre esse assunto em seu modelo matricial.
As investigacfes de Koken & Bozkurt (2008) apresentam uma discussao que

relaciona os nimeros de Jacobsthal com matrizes. Iniciaremos nosso estudo apresentando a
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: . 1 2 . C \
matriz que os autores caracterizam como F :|:1 ol Segumdo um raciocinio comum as

pesquisas mencionadas, obtemos alguns casos do produto entre matrizes:
5 1 2|1 2 3 2 5 ) 3 2||1 2 5 6
F’=F.-F= : = , FP=F?.F= - =
1 0|1 O 1 2 1 2|10 3 2

4 5 5 6|1 2 11 101
e F'=F°.F = . = . De acordo com os casos levantados,
3 2|1 0 5 6]

. . [ Joa 2] . . :
podemos conjecturar o seguinte resultado: F" = J” ! 2] " } Assim, enunciamos o seguinte
n-1

n

teorema:

Teorema 2: Para um dado n €N a enésima poténcia da matriz F é dada por:

J 2J n+1*%n

n n-1

n ‘Jn+1 2‘]n -
F'= ,sendo J,.,,J, eJ, , nimeros de Jacobsthal.

Demostragdo: Faremos a demonstracdo do teorema anterior utilizando o principio da inducao

J, 2J
matematica. Assim, paran=1, temos: F* :Lz 2‘]1}. Assim, suponhamos a validade para
1 0
[ 23, ] : .
n=k, temos F'= 3 23 | Vamos mostrar a validade para n=k-+1. Entdo,
k k-1_|

Fk+l:Fk'F: Jk+l 2Jk X 1 2_: Jk+l+2Jk 2Jk+l — Jk+2 2Jk+l (C.q.d)
3o 20,011 o) +23, 20, 7|3 23,

Tendo em vista que matrizes e determinantes sdo conteudos que estdo intimamente

relacionados, apresentamos o préximo teorema que nos informa o determinante da matriz F" .

n

Teorema 3: Para um dado inteiro n, temos det(F”):(—Z) .

Demonstragdo: dos estudos relativos aos determinantes sabemos que det(F")=(detF)".
1 2 i n 0
Temos que det F = L o =-2, concluimos que: det(F)" =(-2)".

Com base no teorema anterior, vamos demonstrar uma identidade que €é atribuida ao

matematico italiano Giovanni Domenico Cassini (1625-1712), que prop0s a seguinte relacao

para a Sequéncia de Fibonacci f ,f f 2 =(-1)"(KOSHY,2011). Observando a identidade

n+
anterior e tendo como apoio os trabalhos de Koken & Bozkurt (2008), apresentaremos um
modelo de extensédo da identidade de Cassini para a Sequéncia de Jacobsthal.
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: : n ‘]n+1 2‘]n 2 -1 An-1
Teorema 4: Considerando a matriz F" = 7 9.3 vale que: J, J,.,—J =(-1) -2
n "V
Demonstracédo: Sabendo que F" :{ J”“ 2] ! } e det F =(-2) . Dessa forma, teremos:
n n-1
n n ‘]n+l 2 : ‘]r‘l
(—2)" =det F" =det 1 2.3 =2-J,,-3,,—2-3,-J, e, dessa forma, segue que
n “Yha

‘Jn—l‘] n+l ‘]n2 = (_Z)nil = (_1)n71 . 2n71 (qu)

3 Alguns pressupostos da engenharia didatica

Sobre o campo epistémico de estudos nominado Engenharia Didatica, percebemos
uma série de influéncias que culminaram na delimitacdo dessa area de estudos. A seguir
apresentaremos as principais contribui¢fes para constituicdo da ED.

Podemos destacar inicialmente a influéncia de um viés piagetiano, no que diz respeito
a objetivar situacdes de ensino pautadas na analise minuciosa do individuo em situacdes de
aprendizagem. Por outro lado, destacamos os tracos do pensamento de Bachelard (1996), no
que diz respeito a descricdo de obstaculos epistemoldgicos. A nocdo de obstaculos
epistemoldgicos foi concebida originalmente para a Fisica, mas vale salientar que sua ideia
pode ser expandida para outras areas do conhecimento.

Assim, de maneira analoga ao caso de Bachelard, Brousseau adaptou esse conceito
para a matematica e aponta o expediente inescapavel dos obstaculos, procedente da interagédo

dialética entre “conhecimento” e “meio”. De fato, assegura que:

Um conhecimento, como obstaculo, é sempre fruto de uma interacdo de um aluno
com 0 meio e, mais precisamente com uma situacdo que torna o conhecimento
interessante [...] todavia, tais concep¢des sdo comandadas por intermédio das
condicOes de interagdo. (BROUSSEAU, 1976, p.107)

Nessa perspectiva, apresentamos outra corrente de grande importancia para a
Engenharia Didatica. Estamos nos referindo & Didatica da Matemaética, que se desenvolveu
principalmente na Franca do final dos anos 60 com o surgimento dos Institutos de
Investigacao acerca do Ensino das Matematicas (IREM). A Didatica da Matematica tem como
marco a reforma da matematica moderna, bem como o éxito das teorias piagetianas sobre a
psicologia do desenvolvimento. Nesse sentido, evidenciamos a Teoria das Situagdes
Didaticas, descrita por Brousseau (1986), que estuda as formas de elaboracéo e apresentacdo

do saber escolar.
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Nesse sentido, Artigue (1995), evidencia que a Teoria das Situacdes Didaticas, passou
por alguns entraves metodoldgicos e assim culminou no desenvolvimento, em oposi¢cdo aos
paradigmas classicos de experimentacdo em sala de aula, de uma metodologia especifica: A
Engenharia Didética.

Assim, Artigue (1995) ao apresentar o termo Engenharia Didatica faz uma analogia
entre a forma de trabalho do professor e o trabalho de um engenheiro que para realizar um
projeto especifico, baseia-se em um conhecimento cientifico e aceita submeter-se a um
controle do tipo cientifico. Ao mesmo tempo, é obrigado a trabalhar objetos bem mais
complexos do que os objetos depurados da ciéncia e, portanto, enfrentar, com todos 0s meios
de que dispde, problemas que a ciéncia ndo quer ou ndo pode assumir.

Por outro lado, ainda conforme Artigue (1995) a Engenharia Didatica vista como
metodologia de pesquisa € inicialmente caracterizada por um esquema experimental baseado
em “realizac¢des didaticas” em sala de aula. ESse esquema consiste na concepcao, realizagéo,
observacdo e analise de sequéncias de ensino.

Nesse escopo, a engenharia didatica apresenta dois niveis de pesquisa —
microengenharia e macroengenharia. A primeira diz respeito a uma visdo mais restrita na
medida em que se interessa pelas relacdes e fendmenos que ocorrem no interior da propria
sala de aula ¢ “sdao mais faceis de desenvolver na pratica” (ARTIGUE, 1995, p.36). Ja a
segunda, macroengenharia, diz respeito as dificuldades de cunho metodolégico e/ou
institucional e envolvem um interesse de identificacdo de condicionantes oriundos do
funcionamento da escola ou de uma instituicdo (ALVES, 2016).

A pesquisa que ora apresentamos trata-se de uma microengenharia que busca
desenvolver uma Engenharia Didatica no ensino de Histéria da Matematica relativo ao
contetdo sequéncia de Jacobsthal no campo dos inteiros. Além disso, apresentamos também a
sistematizacdo de variaveis macrodidaticas que dizem respeito a organizacdo global e as
variaveis microdidaticas, que se relacionam a um estégio especifico da engenharia, sobretudo,
a fase da experimentacé&o.

Outrossim, a Engenharia Didatica que visamos se apoia em sua fase de
experimentacdo, na metodologia de ensino nomeada Teoria das Situacfes Didaticas - TSD,
conforme foi mencionado anteriormente. Essa teoria foi desenvolvida especificamente para o
ensino de matematica e pretende produzir um modelo de interacdo entre o aluno, o saber e 0
ambiente de aprendizagem no qual o conhecimento devera se constituir (ALMOULOUD,
2007).
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Com fins a organizar o processo de aprendizagem, a Teoria das Situa¢fes Didaticas
analisa e desmembra esse processo em quatro etapas dissemelhantes, nas quais o educando
tem relacbes distintas com o saber. Sdo as fases de: acdo, formulacdo, validacdo e
institucionalizacdo. E essencial, destacar o carater de complementariedade da ED com a TSD,
tendo em vista que a Teoria das Situagdes Didaticas servira de amparo para Engenharia
Didatica.

Ademais, no que tange as etapas de investigacdo de uma Engenharia Didatica,
observamos: as andlises preliminares; analises a priori; experimentacao; analise a posteriori e
validacdo. Nesta investigacdo, nossos estudos serdo balizados pelas duas fases iniciais

previstos por Artigue (1995), a saber analises preliminares e analises a priori.

4 Analises preliminares e o estado da arte

Segundo os pressupostos da Engenharia Didatica, como forma de sistematizar a
andlise preliminar, é recomendével proceder a uma descri¢do das principais dimensfes que
definem o fenémeno a ser analisado e que se relacionam com o sistema de ensino, quais sejam
a didatica, a epistemologica e a cognitiva. Cada uma dessas perspectivas atua na constituicdo
do objeto de estudo (PAIS, 2015).

Desse modo, no que concerne a dimenséo didatica, analisamos a abordagem dada a
sequéncia de Jacobsthal, por meio de uma pesquisa de cunho bibliogréfico, buscando elucidar
as definicdes e propriedades referentes a esse objeto que foram apresentadas em artigos
cientificos tais como: Horadam (1996), Koken & Bozkurt (2008) e alguns mais recentes
como: Gnanam & Anitha (2016) e Alves (2017). Essa analise nos permite tracar caminhos
para a realizacdo da transposicdo didatica, ou seja, transformar o contetdo cientifico em um
contedo que possa ser ensinado em sala de aula.

Sobre a dimenséo epistemoldgica, foram considerados aspectos tais como a origem e 0
progresso dos conceitos matematicos relativos a sequéncia de Jacobsthal. Além disso,
divisamos as relacBes desse objeto com outros conceitos matematicos. Na figura a seguir,
apresentamos um encadeamento de temas matematicos que podemos associar a sequéncia de
Jacobsthal e sugerir um amplo repertério de relacbes matematicas conceituais imprescindiveis

tanto para os estudantes como, também, a partir de uma perspectiva de ensino de Matematica.
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Figura 2 — Associacao da sequéncia de Jacobsthal a outros contetidos mateméaticos

Extensdes aos
Inteiros

Fungies
Geradoras

Formula de Binet

Sequéncias
Fecorrentes

Polindmios

Sequéncia de Jacobsthal

Matrizes e
Determinantes

Sequéncia de
Lucas

Tridngulo de
Pascal

Fonte: Elaboracdo dos autores

Com base na figura acima percebemos as possiveis formas de relacionar o objeto
matematico em questdo com outros contetidos estudados na academia. E perceptivel que
podemos fazer analogias entre a sequéncia de Jacobsthal e outros temas matematicos que vao
desde os mais simples, como os estudados no ensino médio, até os mais abstratos que sdo
contemplados apenas no ensino superior. Desse modo, confirmamos sua evolucdo tanto no
ambito epistémico quanto no que concerne ao desenvolvimento matematico gradativo.

No que se refere a dimenséo cognitiva, pretende-se propor situacdes didaticas de modo
que o aluno possa discernir e manifestar a intuicdo, conduzindo-o ao desenvolvimento de um
raciocinio logico-dedutivo e desse modo mobilizar o conhecimento deste topico.

Ainda no que diz respeito as analises preliminares da Engenharia Didatica, Pommer
(2013, p.23) afirma que “¢ feita uma revisdo bibliografica envolvendo as condigdes e
contextos presentes nos varios niveis de producdo didatica”. Além disso, Almouloud e Silva
(2012), apontam que nesse estagio realiza-se considerac¢des sobre o quadro teorico geral.

Nessa perspectiva, 0 estado da arte assemelha-se a analise que é feita na primeira fase
da Engenharia Didatica. Segundo Ferreira (2002), o Estado da Arte é uma pesquisa de cunho
bibliografico com objetivo de mapear e discutir determinada producdo académica. Além
disso, trata-se de “uma metodologia de carater inventariante ¢ descritivo da produgdo

académica e cientifica sobre o tema que busca investigar”. (FERREIRA,2012, p. 258).
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Para a realizagdo do Estado da Arte foi definido o periodo de corte de 2013 a 2018 (5
anos). Selecionamos artigos de matematica pura em periddicos internacionais, tendo em vista
a escassez de trabalhos sobre a tematica no Brasil. Para a identificacdo dos artigos foi
realizada a leitura do titulo, resumo e palavras-chave que abrangessem o0s seguintes termos:
Jacobsthal numbers; Binet’s formula; Negative Jacobsthal Numbers; Generalized Jacobsthal
sequence e termos associados a sequéncia de Jacobsthal.

Apos a pesquisa foram selecionados cinco trabalhos em cinco periddicos diferentes.
De maneira geral, os artigos versam sobre pesquisas mais recentes sobre a sequéncia de
Jacobsthal. A seguir, apresentamos uma breve analise de cada um dos artigos.

O trabalho de Cook e Bacon (2013) tem como objetivo propor algumas identidades
adicionais para os numeros de Jacobsthal e de Jacobsthal- Lucas. Além disso, sdo
apresentadas relacdes analogas para os numeros que surgem de algumas relagdes de
recorréncia de Jacobsthal de ordem superior. Ao longo do escrito, sdo explorados o0s
desenvolvimentos matematicos dessas propriedades. Em conclusdo, os autores propdem
futuras investigacOes, quando afirmam que outras identidades podem ser obtidas a partir das
que foram mencionadas na publicacao.

Na producdo de Campos et. al (2014), é apresentada a sequéncia de k-Jacobsthal-
Lucas. Esse tipo de sequéncia apresenta uma espécie de generalizacdo que foi proposta por
Horadam (1998). Assim, os autores estabelecem algumas adaptac@es da formula de Binet e as
identidades de Catalan e d’Ocagne para os numeros de k-Jacobsthal- Lucas. O trabalho é
finalizado com a apresentacao das funcbes geradoras para essa sequéncia.

Catarino et. al (2015) sugere uma abordagem para novas familias de sequéncias do
tipo J® que generalizam os nimeros Jacobsthal e Jacobsthal-Lucas. Os autores apresentam

inicialmente as propriedades bésicas e gradativamente realizam o desenvolvimento algébrico
dos conceitos matematicos inerentes. Outrossim, é destacada também uma abordagem
matricial para gerar 0os numeros de Jacobsthal. No encerramento do trabalho é feita uma
recapitulacdo do que foi exposto e salientada a importancia dessa contribuicdo para a
evolugdo matematica da sequéncia de Jacobsthal.

No artigo de Gananam e Anitha (2016), € proposta uma extensdo aos inteiros para a
sequéncia de Jacobsthal. Dessa forma, os autores utilizam a férmula de Binet para discutir
algumas propriedades matematicas que possibilitam a obtencéo desses termos. A partir dessas
identidades, podemos utilizar para calcular as matrizes inversas associadas aos numeros de

Jacobsthal.
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Os artigos apresentados anteriormente sdo voltados para um tratamento no ambito da
matematica pura. Assim, o carater metodoldgico ndo é evidenciado. Porém, Alves (2017),
apresenta em sua producdo uma abordagem envolvendo uma preocupagdo metodoldgica.
Dessa maneira, seu trabalho propde uma Engenharia Didatica para a s-sequéncia de
Jacobsthal e para a s,t- Sequéncia de Jacobsthal, buscando realizar uma transposicao didatica
do saberes cientificos para o saber escolar . Destacamos nesse texto uma proximidade com o
gue tencionamos desenvolver, tendo em vista que propomos a utilizacdo da Engenharia
Didatica em completude com a Teoria das Situacdes Didaticas.

Por fim, Aydin (2018) sugere um modelo de complexo para a sequéncia de Jacobsthal.
Dessa forma, é feita uma extensdo desses numeros para variavel complexa. Nao obstante, é
evidenciada uma generalizacdo para vetores, sob a perspectiva da sequéncia de Jacobsthal.
Concluindo o texto, o autor apresenta diversas areas do conhecimento como mecéanica
quantica, fisica quantica e etc.

Destarte, os trabalhos selecionados nos fornecem uma abordagem atualizada sobre o
tema em questdo e mostram que as pesquisas sobre sequéncia de Jacobsthal estdo se
difundindo em varios paises. Isso mostra a importancia de estudos desse tdpico e sua insercdo
em aulas de Historia da Matematica.

No tdpico a seguir destacamos o carater de complementariedade entre a Engenharia
Didatica e a Teoria das SituacGes Didéticas, propondo situacdes de ensino nas quais serao

elucidadas as possiveis atitudes dos estudantes em determinados tempos didaticos.

5 Andlises a priori e concepgao e descrigdo das situacdes didaticas.

Essa etapa € marcada pela construgdo dos principios desejados pela aplicacdo da
sequéncia didatica. Nessa perspectiva, as variaveis da pesquisa necessitam estar bem definidas
para que possam garantir o alcance dos objetivos esperados pela experimentacdo. A esse
respeito, Artigue (1996) destaca dois tipos de variaveis: as macrodidaticas ou globais e as
microdidéticas ou locais, conforme mencionadas anteriormente.

Destarte, na analise a priori devemos: descrever as escolhas das variaveis locais,
relacionando-as sempre que possivel com as globais; elaborar e desenvolver situacdes
didaticas; investigar a importancia da situacdo para o aluno e prever 0s comportamentos
provaveis, mostrando de que modo a andlise realizada pode controlar essas ac¢ées.

Assumimos posi¢cdo em conformidade com PAIS (2015, p.102), quando afirma que:
“Uma sequéncia didatica ¢ formada por certo niimero de aulas planejadas e analisadas

previamente com a finalidade de observar situacdes de aprendizagem, envolvendo os
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conceitos previstos na pesquisa didatica”. Desse modo, reconhecendo o potencial de
sequéncias didaticas e tendo em vista 0 que propomos, passaremos a discutir, com base nas
fases da Teoria das SituacOes Didaticas, situacGes-problemas que foram pensadas para uma

possivel abordagem em sala de aula.

Situacdo Problema 1: Conforme mencionado anteriormente, sabemos que a formula de Binet

(2
3

empregada para nimeros naturais é dada por J, =

(_1)n+1

2n

. A partir dessa relacao, mostre

que J =

-J,,, para todo ‘n’ inteiro.

Situacdo de Acdo: Segundo Pais (2015): “uma situagdo de acdo é aquela em que o aluno

realiza procedimentos mais imediatos para resolucéo de um problema, resultando na producéo

de um conhecimento de natureza mais experimental e intuitiva do que teGrica”. Assim, 0

professor deve estimular a manipulagdo dos casos particulares. De maneira preliminar, o
(2"-(-1)") N

Y,

aluno pode confrontar as relagdes J”ZT e J,= on .

compreender e estabelecer familiaridades entre as mesmas.

procurando

Situacdo de Formulacdo: A situacdo de formulacdo é marcada pelas interacGes existentes em
determinada atividade proposta. Tal situacdo é caracterizada pela troca de saberes entre
alunos. Essa transferéncia de informacdes pode ser expressa, por meio de mensagens escritas
ou orais. Além disso, a linguagem utilizada pelo aluno nessa fase pode ser a linguagem
natural ou mesmo mateméatica. (ALMOULOUD, 2007). Desse modo, alguns casos

particulares propostos em Gnanam & Anitha (2016) podem ser motivados, a saber:

(_1)1+1 1 (_1)2+l 1 (_1)3+1 3 )
J, = = -J, :E’J‘Z =T-J2 =—Z,J_3 = > -J, =§ . Vale mencionar que

a posicdo assumida pelo professor, condutor do processo, é de extrema importancia. Tendo

em vista que o mesmo atuara como estimulador dos casos particulares descritos

anteriormente. Por ultimo, o docente poderd estimular o estudante a levantar a seguinte

(-
)

Situacdo de Validacdo: Nessa fase, o aprendiz tenta convencer um ou varios interlocutores da

conjectura J, =

legitimidade das asserc¢des que sdo feitas. Assim, conforme Pais (2015), esse tipo de situacdo
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relaciona-se ao plano argumentativo racional e preocupa-se com a questdo da veracidade do

conhecimento.

Desse modo, utilizando a formula de Binet, temos a seguinte deducao:
1 1 1 1

e R w B 1 g (F) (e p)

TTT3 T3 3 3 3" 34 36 3(ap) 3(-2)’

>

) (@A) oy (@) gy

2y 5 ) (2) 3 ~ 2y J,.

No fim, o aluno deve observar que os testes realizados para alguns valores de n, resultam na

sequéncia de Jacobsthal como forma de extensdo aos indices inteiros.

Situacdo de Institucionalizacdo: No uUltimo estagio espera-se que o aprendiz ou grupo de
aprendizes adote o significado de um saber que foi elaborado por ele mesmo ao longo das
fases anteriores. Segundo Almouloud (2007, p.40), nessa situacdo “o professor fixa
convencionalmente e explicitamente o estatuto cognitivo do saber”. Dessa forma, o professor
retorna as discussoes feitas nas etapas anteriores, evidenciando a possibilidade de obtencéo da

férmula de Binet, também no campo dos inteiros. O professor podera ainda salientar que as
relagbes J , #-J .
Situacdo Didatica Il: Considerando a relacdo apresentada na situacéo anterior e recordando as

‘] n+l n

J23

n

. . . 1 2
matrizes dadas anteriormente, as quais F :L 0} e F' :{ } Mostrar que para

algum ‘n’ inteiro

(_1)n . J 2 . (_1)n+1 . J
(i)F-" ont V-l on n _ |:‘]—(n—1) 2J }e
(_1)n+1 . J 2 (_1)n+2 . ‘]—n 2‘]—(n+1)
2n n 2n+1 n+l

H 2 —-n-1
(i)J_yd gy —J5, =CD"-27"
Situacédo de acdo: Neste momento os alunos serdo estimulados a observar com relacéo ao item

(i) que a matriz F™" nada mais é que a matriz inversa da matriz F". Além disso, sobre o
item (i) os alunos poderdo confrontar as relagdes J, J,,-J2=(-1)""-2"" e
I I oy —J2, =(=D"-27"* que séo obtidas por meio da identidade de Cassini.

Situacdo de Formulagdo: Nesta ocasido, em relagéo ao item (i) os alunos serdo motivados a

analisar alguns casos particulares tais quais:
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_1\2 _\2+l
(0 1 1 _E %.1 2.( 1)2 1
. L 2 2 2 2
F =11 1.F°= - 241 242
> % 13 (D™, , D™ 4
L 4 4 22 22+1
B _1\3 _1\3+
R D
F3_ 4 4 _ 2 2
§ _§ (_1)3+l 3 2 (_1)3+2 5
| 8 8 23 ’ ) 3+ )

Assim, o professor deve fomentar nos aprendizes que 0s mesmos observem que as matrizes

F* F? F e F™ sdo respectivamente, as inversas das matrizes F,F*,F® e F". Assim, a

conjectura a sequir podera ser desenvolvida
_1\n 1\l
( ::)1 .Jn_l 2.%.\]n ] 2]
oo 2 e e ]
(_1)n+l . ). (_l)n+2 ¥ ‘]—n 2‘J—(n+1)
2n n 2n+1 n+l

A respeito do item (ii) o aluno serd provocado a calcular o determinante da matriz F™.
Assim, det(FS:(—%). Na fase subsequente empregaremos a inducdo matematica para

provar o que foi conjecturado anteriormente.

Situacdo de Validacdo: Como mencionado anteriormente o aprendiz tenta convencer um ou
varios interlocutores da legitimidade das asser¢des que sao feitas. Assim, € necessario que 0S
mesmos desenvolvam provas e demonstragdes para assegurar a validade de suas descobertas.

Desse  modo, por inducdo obtemos o desejado para o item  (i):

_1\n _1\nh+1
( 3:)1 Joa 2'( 1)2 J 0 1
anfl:an.Ffl:an: 21n+l 12n+2 . 1 1 _
(_2?1 . J” 2: (_2n)+1 ’ ‘Jn+1 2 2
[ (_1\n+l _q\n+2 _q\n+2 _ 1\l _\n+2
GOy, &, O | 2 B oy, 40,
|2 2 2 |2 2 _
_1 n+2 _1 n+l _1 n+1 _1 n+2 _1 n+3
( 2n)+1 Vi (T ’ ‘]n +(2T' Jn+l ( 2n)+l Vi ( 2n+1 ) (2‘]n + ‘]n—l)
B (_1)n+1 (_1)n+2
on Jn Z'T'(‘]nﬂ)
= (2 1y (c.q.d)
onid Jha Z'W'(sz)
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Com relacéo ao item (ii), utilizaremos procedimentos andlogos ao caso da extenséao de

Cassini para nimeros naturais. Desse modo, obtemos:

2]

J 1Y
det F_n = det () - = 2 J J — J 2 = (_—] = _1 " . 2_n_1 C. .d
|: J 2J_(n+1) :| ( -(n-1)~ —(n+1) —n) 2 ( ) ( q )

-n
Situacdo de Institucionalizagdo: Por fim, a mediacdo do professor serd finalizada com a
apresentacdo das principais propriedades formais que asseguram a consisténcia das operagoes
e manipulagdes realizadas nas fases anteriores (ALVES, 2016). Dessa forma, ao retornarmos
as fases anteriores percebemos a possibilidade da extensdo aos inteiros para outros contetidos
matematicos, tais como matrizes e o estudo de determinantes explorados por meio da férmula
de Cassini. Na figura 3 apresentamos ao leitor um movimento dialético necessario para

subsidiar a atividade e mediacdo do professor de Matematica.

Figura 3 — Margolinas (2015) descreve a dialética entre conhecimento/saber e seu importante papel para a
Didatica da Matematica e fungéo no ensino.

Institution

Savoir

Processus
d'institution-
nalisation

Processus
de
deévolution

Connaissance

Situation

Fonte: Margolinas (2015)

Assim, observamos o potencial da Teoria das Situa¢Ges Didatica, no que diz respeito a
possibilidade de assinalar e descrever estagios especificos envolvendo as relages existentes
entre estudante, professor e saber. A boa consecuc¢édo dessas relagcdes sdo irremediavelmente
determinantes para a construcdo de um conhecimento matematico.

Urge o entendimento, por parte do professor de Matematica, como um auténtico
elaborador e um construtor de situacdes problema, cujo conhecimento matematico
adquire/assume um caréater duplo. Como observamos no excerto anterior, na situagdo da acao,
o conhecimento funciona e desempenha o papel preliminar como um instrumento, um
constructo técnico com o fim na resolucdo de problemas especificos. Mas, no caso de uma
situacdo de validacdo, por exemplo, o proprio status do saber é objetivado. Entra em cena,
pois, o interesse pelo proprio saber matematico empregado/mobilizado em situacéo,
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perspectivado agora como um objeto tedrico-conceitual, constituinte de um conhecimento
cientifico mais amplo. Todavia, 0 exame imprescindivel de analise e apreciacdo do professor
de Matematica necessita dessa flexibilidade de mudanca de perspectiva e, desse modo,

provocar as modificagdes esperadas nos estudantes e potencializar suas escolhas.

6 Concluséo

Destarte, neste trabalho apresentamos consideragfes iniciais sobre a sequéncia de
Jacobsthal, apresentando a férmula de Binet como modelo de generalizacdo desse conceito e,
além disso, observamos a extensdo dessa férmula a outros conceitos matematicos,
estabelecendo uma inter-relagéo entre contetdos.

Discorremos também sobre uma Engenharia Didatica Classica, pautada na
experimentacdo, tendo como base a Teoria das Situa¢des Didaticas, que se configura como
uma teoria especifica e intimamente relacionada aos conceitos matematicos. O emprego da
ED busca a obtencdo, acumulo, constatacdo e determinacdo de conhecimentos técnicos,
didaticos e metodoldgicos sobre uma pratica controlada de transmissdo e transposicdo
didatica, relativamente a determinado contetdo matematico (ALVES, 2017).

Assim, as fases de andlises preliminares e analises a priori da ED, possibilitaram a
demarcacgdo de aspectos de ordem epistemologica, didatica e cognitiva, bem como a andlise
de variaveis didaticas para a elaboracdo de situacBes de ensino, que prop8em apresentar
propostas de problemas que podem ser replicadas em sala de aula (ALVES; ALVES DIAS,
2017).

Por fim, esperamos que o percurso metodolégico abordado neste trabalho funcione
como referéncia para organizar e sistematizar futuras pesquisas no ambito do ensino de
matematica, fundamentadas nos aspectos da Engenharia Didatica em complementariedade

com a Teoria das Situacdes Didaticas.

DIDACTIC ENGINEERING AS A METHODOLOGICAL INSTRUMENT IN THE
STUDY AND TEACHING OF THE JACOBSTHAL SEQUENCE

Abstract: The work on screen is intended to discuss some models of generalization
extension Jacobsthal Sequence. Thus, in accordance with the guidelines of the Didactic
Engineering - DE as research methodology and in complementarity with the Theory of
Educational Situations - TES that allows a detailed analysis of the phenomena related to the
teaching and learning of Jacobsthal Sequence, we will describe the main elements that
constitute the two initial phases of an DE, namely preliminary analysis and a priori analysis,
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highlighting the conception of didactic situations and the possible behaviors and resolution of
the students before the two problem situations, organized for purposes of experimentation.

Keywords: Didactic Engineering. Theory of Educational Situations. sequence of Jacobsthal.
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