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VISUALIZACAO DE INTEGRAIS IMPROPRIAS EM UM
PARAMETRO COM O AUXILIO DO GEOGEBRA

Francisco Regis Vieira Alves”

Resumo: A noc¢do de integral generalizada constitui elemento obrigatério de estudo no
contexto de Analise. Neste trabalho, discutiremos uma classe particular de integrais
generalizadas de fungbes f(x,t), que se caracterizam pela dependéncia de um parametro 't'.

Dentre alguns dos critérios que empregaremos com 0 objetivo precipuo de descrever o
comportamento de algumas dessas integrais, destacamos a passagem de derivacdo sob o sinal
da integral. Enfatizaremos, também, a visualiza¢do de propriedades possibilitadas pelo uso do
software Geogebra. Com ele, mostraremos, do ponto de vista grafico-geométrico, as relagdoes
de dependéncia conceitual e do comportamento (convergéncia/divergéncia) das integrais do

tipo Jm f (x,t)dx. Por fim, pela exploracdo de certas caracteristicas qualitativas deste objeto,
a

indicaremos vias de transmissdo deste saber, com vistas ao entendimento no contexto de

ensino.

Palavras-chave: Integral generalizada, Visualizagdo, Software Geogebra.

1 Sobre a noc¢do de integral em um parametro
Usando a notacdo matematica standard que registramos nos compéndios de Analise,

vamos considerar, para ilustrar, o seguinte exemplo preliminar:

3y3 %1
@x+t)" 4/3+2t% +1° = g(t) . A diferenciagéo sob o

x=0

1 1
jo f(x,t)dx:jo (2x +1%)%dx =
simbolo de integral é, entdo, determinada do seguinte modo: diI:(Zng)zdx =
X

_ jolg(zx +)2dx =[ (L2t7x+ 6t°)dx =[61°X° + 6t°X].7h = 6% +6t° = h(D).

X

De modo simplificado, integramos na variavel ‘x’ e obtemos algo que depende do
parametro ‘t’. Tal procedimento ¢ fundamentado, do ponto de vista formal, num teorema
devido a Leibniz (1646-1716). O mesmo proporciona a consisténcia para o calculo formal que
realizamos ha pouco. Por outro lado, questionamos a abordagem deste conteddo que se

restringe e enfatiza apenas os aspectos ldgico-formais (ALVES & LOPES, 2013). Nas
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proximas secdes, recorreremos ainda a determinados critérios envolvendo a natureza de

convergéncia/divergéncia de integrais generalizadas.
Teorema (Regra de Leibniz): Dado U < IR" aberto, seja f :Ux[a,b]— IR uma
fungdo com as seguintes propriedades: (i) Para todo xeU , a fungdo t— f(x,t) € integravel

em a<t<hb; (ii) a i-ésima derivada parcial of /ox, (x,t) existe para cada (x,t) €U x[a,b] e a

fungéo (;i :U x[a,b] — IR, assim definida, é continua. Entdo, a fungdo ¢:U — IR definida
X.

por ¢)(X)=Ib f(x,t)dt, possui i-ésima derivada parcial em cada ponto de xeU, sendo
8_(0(“) = Ibi(x,t)dt (derivacdo sob o sinal de integral).
oX a OX

Para concluir esta secdo preliminar, recordamos que Vidiane (1986) acentua métodos
classicos envolvendo o célculo de integrais. Por outro lado, apesar do grande repertorio de
métodos analiticos, ndo extraimos uma significacdo geométrica no trabalho deste autor.
Doravante, buscaremos interpretar qualitativamente, com recurso no software Geogebra. A

visualizacao assume papel fundamental nas situacdes.

2 Visualizacao/propriedades das integrais em um parametro

Antes de nos lancar ao estudo e discussdo de um objeto matemaético particular, ndo
podemos desconsiderar a complexidade do raciocinio matematico, especialmente o crescente
e complexo raciocinio numérico envolvido em Analise (TYLES, 1991, p. 33). Esta autora
considera a fungdo f(x)=4x—x*=4x(1-x) e imediato, por meio da aplicacio de
procedimentos, transformamos tal expressao, e inferimos facilmente propriedades particulares
relativas aos valores individuais indicados por x=0 e x =1 para esta funcéo.

Por outro lado, podemos questionar o comportamento de f(x), para todos os valores

em 0<x<1. Neste sentido, Tyles (1991, p. 34-35) acentua que “nds podemos provar C0isas
sobre a parabola (na totalidade relacionada de seus argumentos e valores da funcéo) pelo

estudo dos seus valores individuais tomados por f(x) relativamente a determinados

condicionantes oriundos de sua defini¢do.”. Com origem em todos os dados coligidos nesta
investigacdo em torno do objeto que chamamos de funcdo, poderemos adquirir,
possivelmente, um entendimento do conceito matematico.

Feita esta pequena digressdo de ordem filosofica, discutiremos certas propriedades

formais relacionadas com o objeto integral generalizada em um parametro ‘t’ €, com vistas ao
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entendimento do conceito matematico em foco, acentuaremos nossas discussdes amparadas
pelo uso do software Geogebra que enfatizam a visualizacao.

Nosso  primeiro  exemplo €&  descrito  pela curva  parametrizada

a(t):[ﬁiofitz)dt fojengt)dtjz(x(t),y(t)). Nio € dificil concluir que

X(—t) =—x(t) e que y(-t)=y(t), para VtelR. Tal propriedade conferird o carater de
simetria relativa ao eixo Oy em seu trago (descrito no plano) uma vez que falamos de uma

cos(t) sen(t)j

curva no parametro t e IR. Ademais, podemos obter ainda que «'(t) = 5 >
1+t° 1+t

indicard o comportamento do vetor velocidade, ao longo de toda a trajetéria. Na fig. 1-11 a

trajetoria fechada (em cor rosa) indica a convergéncia.
w0 dt

< .[o 2
1+t

wo  dt « A
sjo e Conclusdo, com base no comportamento de convergéncia da
+

De imediato, inferimos que j;w

1+t?

+00
J

. ot
integral IO e
+

1+t°

inferimos que ambas as integrais anteriores convergem. Na Figura 1,

logo em seguida, divisamos a convergéncia absoluta das integrais indicadas por cada
componente (x(t), y(t)). Ao lado direito, exibimos o rastro (em cor verde) descrito na Figura
1-11.

Os valores indicados por esses pontos correspondem aos valores assumidos pelo par
ordenado (x(t), y(t)). A Figura 1, logo abaixo deve estimular a sensagéo de convergéncia, na
medida em que, em seus extremos (nos lagos), o ponto mdvel ndo efetuard uma trajetoria
circular (em espiral) indefinida, dado que tais integrais convergem absolutamente, como
evidenciamos ha pouco.

sen(t)dt _ j cos(t)dt

Indicaremos, pois, os seguintes ndmeros: A= I Lop
+

diante da propriedade de simetria, que assinalamos logo no inicio, podemos inferir que a

referida curva parametrizada possui os seguintes pontos limites (z, A) € IR? e (=, A) € IR?.
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Figura 1 — Visualizagdo de curva parametrizada descrita em termos de integrais
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Vale acrescentar que nas desigualdades acima, empregamos a nog¢do de convergéncia
absoluta de integrais. Na Figura 1 (ao lado esquerdo), divisamos que ocorrem regides abaixo
do eixo, acentuando valores numéricos negativos. Por outro lado, quando tomamos seus
valores absolutos, todas as regifes tendem a permanecer na parte positiva do eixo das
ordenadas, indicando ainda o decrescimento das contribuigdes de area, de acordo com o que
mostramos na Figura 2.

Acentuamos que o comportamento visual indicado na fig. 1-1 pode ser relacionado
com uma série alternada e, por intermédio do uso do critério de Leibniz para séries de
nameros reais, depreendemos sua convergéncia. O mesmo padrdo seré indicado na Figura 8-1.
Ademais, toda integral imprépria absolutamente convergente serd também convergente
(TRENCH, 2012, p. 161). O padrdo correspondente visual a tal propriedade é indicado na
Figura 2.
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Figura 2 — Descrigdo visual da convergéncia absoluta com o software Geogebra
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 COS(tx)dx
1+x3)?

buscaremos descrever para que pontos te IR teremos a convergéncia de F(t). Assim,

Vamos considerar a seguinte integral F(t)=j0+ Na primeira fase,

cos(tx)

(1+x%)?

fixando x e IR, sabemos que a funcdo x> é continua em [0,+o0). Ademais,

cos(tx) |
1+ x%)?| " (1+x2)

: o 1/x* . 1 1
origem no limite lim —~———- =1, podemos concluir que ——— 0 —
x—>+01/(1+ X?) A+x*)?  x

podemos escrever ainda que >, para cada teIR. Por outro lado, com

. Deste modo,

ndo registramos nenhuma restri¢cdo correspondente ao parametro t < IR . Pelo fato que indica
as funcbes equivalentes (TRENCH, 2012, p. 158) acima, podemos inferir que

J‘+°0 dx

o OX
—— <o sg, € somente se, j — <o (possuem a mesma natureza de
o0 (1+x%) 0 X

comportamento). Com origem na Figura 3-1 (ao lado direito), divisamos que as contribui¢des

de area tendem a diminuir, na medida em que tomamos valores x — +oo. Reparemos que, a
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comparacdo entre as ultimas integrais, dado o ponto de descontinuidade de i4 indica o0 uso
X

o oo dX
da seguinte integral I d—4 <oo,coma>0.
a x

Figura 3 - Visualizacdo do comportamento de convergéncia da fungdo integranda e sua derivada parcial
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t-sen(tx)

, ainda
(1+1%)?

Tendo em vista o0 teorema de Leibniz, estabelecemos que %(x,t) =—

o* f _ t?-cos(tx)
ue —-(x,t) =
q atZ ( ) (1 2)2

t- sen(tx)| t ] |0 f
| (1+12)% | (1+t2)? | ot

. Com o procedimento semelhante ao anterior, podemos concluir:

t? ~cos(tx)| <
L+t2)7 | (L+t?)?

‘_( )‘ (x,t)‘: com a condicdo que

1

te(0,+0). Do primeiro caso, podemos comparar as seguintes funcgdes ﬁu e
+

2

. . . t 1 .
Ademais, podemos verificar ainda que m 0 e Por fim, prevemos seu comportamento,
+

. N . el © ]
diante da convergéncia das integrais L t_zdt e L t_3dt'
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Vamos tomar, pois, a seguinte funcdo F(t)= j sen(). e ¥dx, com t>0.
X

Observamos que, por meio de um prolongamento analitico, teremos que a funcao

LS00

é continua em [0,+x), fazendo F(0)=1. Para t >0 e X —+o0, podemos
X

7 lewp ——h(xt)
X

o ) : sen(x) _
inferir, com origem na Figura 4-1, que: J-e i

Figura 4 — Visualizagdo do comportamento de convergéncia da funcdo integranda e sua derivada parcial de 12
ordem em relag@o ao parametro ‘t’
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Fonte: Autoria propria

Na ultima desigualdade, usamos que [sen(x)|<|x|. Por fim, estabelecemos a

« . . . [+|sen(x) ot
comparagao entre as seguintes integrais: J' —
a

dx < I e dx = . . Em seguida,

diferenciamos sob o simbolo da integral (teorema) obtendo ainda que:

6sen(x) e gy = e —ix 1 presen(X) oy
—(xt) IO . dx_—J'0 sen(x)-e "dx 1+t2"-|.0 . -edx=C —arctg(t)
Agora, com base na Figura 4-l1l, ao lado direito, identificamos que
oo t—+0
IO sen(x) e ®dx — 0. Nao obstante, desde que arctg(t)—>§ ng. Ora, por fim,
X
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 5en(x) .

, +
concluimos que j
o X

e“xdx=%—arctg(t), para todo t>0. Ademais, para t —>0"

» sen(x) dx —

. . + T .
concluiremos, de modo particular que jo 5 Para concluir, podemos usar que

Immdx = 2-_[:0 mdx =z . Vale comentar que, por intermédio do teorema de
— X X

Mclaurin (HAIRER & WANNER, 2008, p. 259), evidenciamos que a série (alternada)
correspondente a esta integral é convergente, ndo obstante, estes autores ndo apontam o valor

numérico assumido pela mesma.

. P . . +oo dX *
Consideremos a familia de integrais 1, :I com neIN . Observamos o

o (1+x3)"’

. 1 . .
seguinte comportamento [J —- 0 que pode ser vislumbrado nas figuras 5-1 e 6-1, ao
X

1
1+x%)"

lado esquerdo. Adquirimos, pois, um entendimento da regido em que em se torna exequivel a

(com a>1). Notamos

comparago das seguintes integrais 1 =.[+°°_(1 dxs)n e J = j*w d;f]
a + X a x

ainda, na Figura 5-1, ao lado direito, o par ordenado que indica a monotonicidade relativa aos
valores numéricos assumidos pela areas correspondentes aos nimeros |, para cada ne IN”.

Ora, com origem nos pontos indicados em cor verde, depreendemos que

O<---<l <l <l ,<---<l,.

n+1

Acentuamos na Figura 5-11 que, para valores 1<a conseguimos comparar as integrais

I, eJ,, do ponto de vista visual, na medida em que, descrevemos uma outra sequéncia de

n

pontos que manifesta 0 mesmo comportamento de monotonicidade. Neste sentido, indicamos

também que: 0<---<J, ., <J, <J,, <---<J, (ao lado direito da Figura 6-11). Ademais,

n+l

1
& 1 (@+x3) 1 )" nein - L
observamos que —*—— = LX)t =|1+— | — 1. Tal limite garantird que as duas
1 X3n 1 X3 X—>00
@+x3)"

integrais | eJ, manifestam um comportamento de mesma natureza (ambas convergem ou

ambas divergem), para ne IN”.

oo dX tl—3n a1—3n
De imediato, podemos concluir que: Jn=j - =tlim L 3 }—1 3 com
a X —>+00 — n i n

l1<a e cada neIN". Observamos que, nas vizinhangas da reta x=—1, vislumbramos um

comportamento em que as contribui¢cBes de &rea, para cada membro da familia de funcgdes
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vizinhangas do ponto x=-1 as integrais |, eJ divergem. Neste exemplo, visualizamos e

descrevemos o comportamento de uma familia de integrais imprdprias. E, em consonancia
com determinados métodos analiticos discutidos em Zajta & Goel (1989) e Conrad (1980),

podemos inserir ainda um parametro t € IR e discutir o comportamento correspondente para

. eJ, ().

R

Htear
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tendem a crescer, indicando o comportamento de divergéncia. Deste modo, nas

Figura 5 — Descricao visual da regido de comparacéo e convergéncia/divergéncia das integrais
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# Tear: Revista de Educacdo Ciéncia e Tecnologia, Canoas, v.3, n.1, 2014. 9




Htear

Revista de Educagdo, Ciéncia e Tecnologia

Figura 6 — Descrigéo visual da comparacéo entre as integrais |, e J,

*" integral_parametre_4.ggh

Argquivo  Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela  Ajuda

A h L - . - - .ié
[ ] o2 L) 3] Bl QU O L N fnc | ecalf > &
W W —r v W v W W v W v e
- Janela de Visualizagdo * Janela de Visualizagdo 2
E~ A~ [N|/ Médio v 1 #
|
A4
. n<"'<1n+1<In<1n—1<"<11
44
()
[ ]
? q
2 . ()
(I.), e
A
.
[ ] .,
*e
L h
L *s C
: .9-=========;;;;;;;...
. nie 5 20
Entrada:| ¢| [E1]

Fonte: Autoria propria

Para concluir, discutiremos a integral de Euler que permite uma sofisticada definicdo

para o simbolo de fatorial. Neste sentido, recordamos que j: x"-e*dx=n!. De imediato,

podemos obter que j: e *dx =1!. Apoiar-nos-emos na argumentacdo de Zajta & Goel (1989),

por meio da introducdo de um parametro t € IR e o célculo de derivacgéo repetida do seguinte

modo: t>0e x=t-u .'.1:j0me’xdx :I:t-e"”du . Segue, entdo, que I:e’t”du :%(t >0). Dai

em diante, empregar-se-a a Regra de Leibniz, diferenciando sob o simbolo da integral.

Escrevemos em seguida que:

o 1 2 6 (= 24 120
—t . 2 -t . 34—t . 4 -t . —tx .
IO xe Xdu:t—z,j0 x‘e Xdu:t—g,j0 x’e Xdu:t—4,j0 x'e XdU:t—va x’e du:t—G,...
O padrdo correspondente as expressdes acima nos permitem conjecturar que
oo 1
_fo x"e ¥du = = Por fim, assumindo de modo particular

tn+1 )
t=1>x=1-u.. j:x"e‘xdu =nl. Com origem na Figura 7-1l, indicamos ao lado direito, a

existéncia de retas horizontais, que assumem os valores indicados por y, =n!, com n>1. Na
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Figura 7-1, observamos a evolucdo das contribuicdes de &rea correspondentes a integral de

Euler que aponta os valores que descrevem a convergéncia desta integral.

recurso ao software Geogebra

Figura 7 — Descrigdo visual das assintotas horizontais que indicam o valor numérico da integral de Euler com

" GeoGebra
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Fonte: Autoria prépria

Hairer & Wanner (2008, p. 261) explicam que ao longo de sua vida, Euler se
interessou pela interpolacdo de fatoriais. A descri¢do exibida na Figura 7, proporcionada pelo
software Geogebra permite uma exploracdo dindmica e entendimento de suas propriedades no
plano. Hairer & Wanner (2008, p. 258) indicam ainda outros exemplos interessantes de

integrais generalizadas, como a integral de Dirichlet (fig. 8-1), que pode ser determinada,
segundo sua convergéncia. Ndo obstante, os critérios empregados por esses autores permitem
concluir sua convergéncia, mas ndo indicar seu valor numérico.

Na Figura 8, registramos o esforco dos autores no sentido de transmitir uma
embora estatica, do comportamento de

interpretacdo  heuristica para o leitor,
convergéncia/divergéncia de integrais generalizadas, sob o uso de certos critérios formais de

verificacdo. Com o software, adquirimos um viés de dinamicidade e possibilidades de

inspecao/verificacdo de propriedades grafico-visuais (ALVES, 2014a; 2014b).

11
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Figura 8 — Hairer & Wanner (2008, p. 262) comentam o comportamento da integral de Dirichlet e da integral de
Euler
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Fonte: Autoria propria

Para concluir esta secdo, sublinhamos o exemplo apontado por Tiles (1991, p. 36)
- 1 it gy 2 . « 2 «
quando indica IO f (x)dx _IO (4x—4x )dx_g. A autora menciona que “o valor A ndo

depende apenas de um Gnico valor de (4x—4x%), todavia, todos os infinitos valores que

assumem argumentos entre 0 <t <1.”. Por outro lado, advertimos que, no caso da classe de

funcbes estudadas aqui, do tipo f(x,t), podemos discernir propriedades conceituais de

dependéncia entre varidveis que exigem um grau de maturidade elevado (ZAJTA & GOEL,

1989, p. 318), no que concerne ao contexto de ensino/aprendizagem.

3 Consideracdes finais

Nos compéndios especializados de Analise (LIMA, 2009; TRENCH, 2012),
registramos uma abordagem para o objeto integral generalizada dependente de um parametro,
que enfatiza o carater analitico e o uso de regras formais que asseguram o trato consistente
com o mesmo. Por outro lado, assinalamos que “um conceito ¢ algo que ¢ aplicado a
determinado objeto e que permite produzir um valor de verdade” (TYLES, 1991, p. 35).

Nesta perspectiva, indicamos e discutimos determinadas potencialidades do software
Geogebra, no sentido de enfatizar certos caracteres perceptuais, visuais e qualitativos,
atinentes ao conceito matematico em foco. Ora, tais elementos detém grande potencial para o
entendimento e motivacdo para os estudantes, sobretudo, no contexto do ensino do Célculo
(AVILA, 1986; 2002).
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Ao longo do texto, discutimos o comportamento grafico-geométrico atinentes a
determinadas integrais distinguidas (ver fig. 7 e 9) e comentadas por autores de livros em
Histéria da Matematica (BOURBAKI, 1994; EVES, 1969; HAIRER & WANNER, 2008).
Nesses casos como em outros, mostramos que a classe de integrais imprdprias dependentes de
um parametro t e IR detém certas propriedades que se tornam acessiveis aos sentidos, por
meio do uso deste software (ALVES, 2013b, 2013c).

Por fim, concordamos com Tiles (1991, p. 36) quando acentua que “o poder funcional
das notagOes reside em sua habilidade de produzir representacbes das relagOes entre
proposicdes particulares e gerais.”. Com este pressuposto, podemos proporcionar ao aprendiz,
com origem no que preceitua a regra geral do teorema de Leibniz, a producdo de sentencas

proposicionais particulares, oriundas visualizagao.

Figura 9 — Hairer & Wanner (2008, p. 127-128) comentam discutem a integral de Fresnel
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VISUALIZATION OF IMPROPER INTEGRALS ON A PARAMETER BY THE USE
OF GEOGEBRA SOFTWARE

Abstract: The notion of generalized integral is an element of the required study in the
Analysis’s context. In this paper, we discuss a particular class of generalized integrals of the
functions f (x,t), which are characterized by dependence on a parameter. Among some of the
criteria that we will use with the primary objective to describe the behavior of some of these
integrals, we highlight the passage of derivation under the integral sign. Also will emphasize
the visualization of properties made possible by the use of Geogebra software. With it, we
will show the graphical point of view, geometric, conceptual dependency relationships and
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behavior (convergence / divergence) integrals of the type J':f(x,t)dx. Finally, the use of

certain qualitative properties of this object, we will indicate routes of transmission of this
knowledge, with a view to understanding the concept in the teaching context.

Keywords: Generalized integrals, Visualization, Software Geogebra.
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