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Resumo: A transformada de Fourier € utilizada para decompor uma imagem nas suas componentes
de frequéncia para vérios tipos de processamento digital de imagens como filtragem, compressao e
restauracao. Os métodos de processamento de imagem proporcionam grandes avangos em diversas
areas de conhecimento, como na Medicina, em que diagndsticos médicos sao feitos com a andlise de
imagens que necessitam de tratamento, como a filiragem. Em imagens coloridas de marca d’agua,
sdo necessarios tratamentos com filtros de modo que a imagem né&o tenha ruidos ou até mesmo a
compressdo dessas imagens, de tal modo que quando houver uma descompressdo néo haja erros.
Hoje, técnicas de filtragem de imagem colorida séo representadas por rotacdes no espaco de cores
tridimensional. Tais rotacGes séo facilmente representadas pela algebra dos Quatérnios de Hamilton.
O presente trabalho analisa as varias aplicacdes da transformada quaternibnica de Fourier no
processamento de imagens, mostrando a eficacia da transformada quaternibnica de Fourier
comparada com a transformada de Fourier convencional.
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Study and application of quaternions in digital image processing

Abstract: The Fourier transform is used to decompose an image into its frequency components for
various types of digital image processing such as filtering, compression and restoration. Image
processing methods provide breakthroughs in a variety of areas of expertise, such as in medical
imaging where medical diagnostics are done by analyzing images that require treatment such as
filtering. In color watermarked images, filters treatments are required so that the image does not have
noises or even the compression of such images so that when there is a decompression there are no
errors. Nowadays, color image filtering techniques are represented by rotations in three-dimensional
color space, such rotations are easily represented by Hamilton's Quanternion Algebra. The present
work analyses the various applications of the quaternion Fourier transform in the image processing
showing the effectiveness of the quaternion Fourier transform compared to the conventional Fourier
transform.
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1. INTRODUCAO

A transformada de Fourier tem aplicacbes em diversas &areas de
conhecimento, como Fisica, Teoria dos Numeros, Andlise Combinatoria,
Processamento de Sinais e Processamento de Imagens, entre outras. Nos campos
relacionados com processamento de sinais e de imagens, a transformada de Fourier
€ tipicamente utilizada para decompor um sinal nas suas componentes em
frequéncia e suas amplitudes para varios tipos processamento como filtragem,
compressdo e restauracdo. Os métodos de processamento de imagem

proporcionam grandes avancos em diversas areas de conhecimento, como ha

ScientiaTec: Revista de Educacéo, Ciéncia e Tecnologia do IFRS, v.5, n.1, p: 20-35, Janeiro/Junho 2018.



Estudo e aplicacdo de quatérnios em processamento digital de imagens 21

Medicina, em que diagnosticos médicos sdo feitos com a andlise de imagens que
necessitam do tratamento como a filtragem.

Em imagens coloridas de marca d’agua, s&o necessarios tratamentos com

filtro passa - baixa ou passa - alta de modo que a imagem néo tenha ruidos ou até
mesmo a compressdo dessas imagens de tal modo que quando houver uma
descompressao nao haja erros (SANGWINE, 1997).
Segundo Neto (1999), um dos processos mais utilizados no trabalho de
processamento de sinais e imagens é a filtragem no qual € utilizada a transformada
de Fourier, pois filtrar um sinal nada mais é que multiplicar uma funcéo filtro no
dominio de Fourier pelo sinal também no dominio de Fourier. Considerando sinais
em duas dimensdes (ou imagens) é usada a transformada de Fourier bidimensional
para efetuar a filtragem.

Até recentemente, nenhum texto matemético tinha sugerido aplicacbes a

filtragem de imagens coloridas. Hoje € possivel desenvolver filtros baseados no
espaco de cores como o espaco RGB (SANGWINE; ELL, 2000).
Matematicamente, rotacbes em espacos tridimensionais (por exemplo, 0 espaco de
cores RGB) podem ser representadas pela Algebra dos Quatérnios. Neste contexto,
€ possivel aplicar essa ferramenta mais conhecida como nimeros Hipercomplexos e
juntamente com a classica Transformada de Fourier desenvolvendo, um caso
particular das transformadas hipercomplexas, a Transformada Quaternionica de
Fourier.

Para Sangwine (2008), a principal motivacao para a utilizacdo da algebra dos
Quatérnios para lidar com tais sinais é a correspondéncia entre as amostras de um
dado vetor e os elementos das partes vetoriais do quatérnio, que permite o
processamento holistico das amostras de vetores e de sinais, fazendo uso de
informacdes sobre a direcdo e magnitude das amostras no espaco amostral.

A primeira aplicacédo da Transformada Quaterniénica de Fourier em imagem colorida
foi relatada em 1996 por Sangwine, usando a versdo discreta da Transformada
definida por Ell. Estas definicbes das Transformadas hipercomplexas de Fourier tém
demonstrado a sua aplicabilidade, permitindo generalizagbes de técnicas de
processamento de imagens (SANGWINE; ELL, 2007).

A necessidade de utilizar a transformada de Fourier ndo € trivialmente aparente,
mas muitas operacdes requerem a utilizacdo de tal ferramenta, como a filtragem

linear com méascaras de convolugcdo muito grande que podem ser realizadas com
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sucesso usando componentes de cor separados. I1sso é possivel, pois as operacdes
de filtragem ndo dependem da correlacao entre as trés componentes de cor (Ell and
Sangwine, 2007). Neste sentido, o presente artigo avalia algumas aplicacdes da
transformada quaternidnica de Fourier nas operacdes processamento de imagens

como restauracéo e filtragem.

2. FUNDAMENTACAO TEORICA

Para Neto (1999), o interesse em métodos de processamento de sinais e
imagens esta principalmente em duas é&reas de aplicagbes: a melhoria de
informacgéo (sinal ou imagem) para interpretacdo humana, e processamento de
dados (sinal ou imagem) em computador, e vem crescendo com aplicagdes no

Programa Espacial, na Medicina, Fisica, Industria, etc. Segundo Gonzalez (1993), o
termo imagem refere-se a uma funcéo de intensidade de luz bidimensional f{x.2),

onde ¥ e Y s&o coordenadas espaciais e o valor de /' em um ponto qualquer .}

€ proporcional ao brilho ou nivel de cinza da imagem naquele ponto. Uma imagem

digital é uma imagem f{x.)) discretizada no espaco e na intensidade de brilho e
pode ser considerada uma matriz, cujos elementos sdo chamados e pixels.

A transformada de Fourier e a Transformada Discreta de Fourier
(unidimensional ou bidimensional) sdo ferramentas matematicas de grande
aplicabilidade na solucdo dos problemas de processamento de imagens (sinais
bidimensionais), pois muitas vezes, é conveniente a mudanc¢a do dominio do tempo
ou espaco (x-»} para o dominio da frequéncia para conhecer as componentes de
frequéncia presentes de um dado sinal. Na pratica, quando se quer trabalhar uma
imagem no dominio da frequéncia, por exemplo, simplesmente efetua a
Transformada de Fourier da referida imagem e a multiplica pela funcdo de
transferéncia de um filtro (selecionado conforme a aplicagéo).

Com isso, nessa secdo é mostrada um pouco da teoria da transformada de
Fourier, suas propriedades e aplicacbes em processamento de sinais e imagens e

suas vantagens para comparar com a transformada quaternibnica de Fourier. A

transformada de Fourier de uma funcéo f{x} real absolutamente integravel, denotada
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por FC) é definida para WER, por (Oppenheim et al., 1998)

Flw) = i‘ Flde ™ dx. (1)
Se w = 2w, obtém-se a transformada de Fourier de f{x} em funcéo da frequéncia

fundamental do sinal W= . Assim:

00

Fw)=| fele™™™dy. (o

=

Esta ultima pode ser estendida ao caso bidimensional:

=00 oa

F {11;..11';.-} = | Fle, e 3RS ig gy, 3)

Segundo Sodré (2003), a transformada de Fourier de f{x} é uma funcéo £} cuja
imagem esta no conjunto dos nimeros complexos, logo esta pode ser decomposta

em sua parte real e imaginaria. Sendo £} e F:(w} respectivamente, como as

partes real e imaginaria de Fw} e j = V-1 (para ndo confundir com o indice ), tem-
se:
F=F +F =|Fle?¢ ©

Em que 0 éo angulo de fase da transformada de Fourier definido por

8(f) = arctg (;) ©)

A amplitude da transformada de Fourier F#) (ou espectro de amplitude do sinal

flx}) é definida como
IFI= [E*+F* (g

A partir das definicdes da Transformada de Fourier pode-se definir seu espectro de
poténcia P} por

PW)=IFF =F*+F* ()

De acordo com Oppenheim (1998), a Transformada Inversa de Fourier de (W} é

definida por:

1 .
FYgw))= o= _i_ gw)e!dw. (g)

Se utilizar a mudanca de variavel W = 21/ e substituir a diferencial dw = 2mdf | a

funcdo £ ficard dependendo da variavel f. A definicio ficara da forma

i)

Flt) = FH{Fw)) = ,_ F(f)e®=itf gf
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Isto garante a recuperagdo da prépria funcdo original através da aplicacdo da

transformada inversa aplicada a transformada de Fourier, ou seja, F~* composta
com £ é igual a identidade.

Substituindo a frequéncia W por »=, em que W= € a frequéncia que depende
de ¥ na definicdo de Transformada Inversa de Fourier, pode-se obter outra forma

para a Transformada Inversa de Fourier de Fw.)  dada por

.
FYFiw,))= o= | Pl )™ dw,

T,

Dessa forma, pode-se estender a definicdo ao caso bidimensional

1 2 o o PP Y S WY (Y |
FAFGewy )= (52) | | Flwewy )™ S d qw, . (@)

2.1 Transformada discreta de fourier

A transformada discreta de Fourier (DFT, Discrete Fourier Transform) é muito
empregada no processamento de sinais e imagens bidimensionais, filtragem, realce,

restauracdo, decodificacdo, etc. Seja uma sequéncia periddica bidimensional
flay)=flc+sM.y+rN} em que ¥ ¢é o periodo das linhas, ¥ é o periodo das
colunas e -5 sdo numeros inteiros que podem ser positivos ou negativos. A DFT é

definida por

M-1N-1
Flu,v) = %AZ:] Zﬁ il (1‘._1‘}3_“*”%‘%5. (10)
Sua inversa é dada por
1 &= 2 22
fr.y) = TZ Z Favet™ry.

Outra propriedade da transformada de Fourier diz que se Fw} é a FT de um
sinal real unidimensional f:®— R | entdo F(w) = F(-w) (entdio F®) é o conjugado de
Flw)), w=0  isto é, basta conhecer F{w} para recuperar todo o sinal, ou seja, é
necessario 50% da informagdo no dominio da frequéncia. Analogamente, seja £ a
transformada de Fourier de um sinal real bidimensional :R* =R entio
Fwy.wg) = F(=wy,-w;) @ F(-wy,w3) = F(wy,-w;) assim, é suficiente conhecer F no

primeiro e no segundo quadrante do dominio da frequéncia para recuperar todo o
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sinal, ou seja, € necessario 50% da informacdo no dominio da frequéncia para

restaurar /' (Pelaes e Santos, 2007).

2.2 Quatérnios

O matematico irlandés Sir Willian Rowan Hamilton (1805-1865) foi o primgirg
a compreender a importancia de estender as propriedades aritméticas que
caracterizam o corpo B* dos nimeros reais a conjunto de vetores. Seu primeiro
passo foi introduzir um conjunto de vetores no R* | o conjunto de pares ordenados de
nameros reais. Este conjunto pode ser visto com um espaco vetorial de dimenséo 2
sobre os reais, com base candnica 1=110) e i =101}, Com a soma usual e o
produto entre esses vetores, esse espaco vetorial toma estrutura de corpo e
sabemos que este corpo tem a mesma estrutura do corpo dos numeros complexos.
Com base nesse conceito Hamilton teve a idéia de expandir a soma e o produto
entre vetores do R* para o R* (espaco vetorial de dimenséo trés). Ele trabalhou
neste caso, sem sucesso, durante o periodo de 1830 — 1843. Hamilton descobriu
gue era necessario considerar um espaco de quatro dimensdes (Artmann, 1988). De
fato, considerando no espaco vetorial R* a base canénica 1.i./. k¥ podemos escrever

um vetor 4 €R* comoga=a+bi+c+dk emque &b c.dER
2.2.1 Propriedades dos quatérnios

Pode-se introduzir um produto em B* dado por
ij=k, jk=1i ki=], (13)
Este produto estende-se, por linearidade, ao produto de quaisquer vetores R* e faz
com que este produto ganhe uma estrutura algébrica em que valem todas as
propriedades de corpo, exceto a propriedade da comutacdo, ou seja, o produto
definido em R* n&o é comutativo. Tal estrutura é hoje denominada anel de divis&o.

O anel de divisdo B* é denotado por H e chamado Anel dos Quatérnios de Hamilton
(Lima, 2007).
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Um quatérnio g = a+ bi + cj+dk & constituido de uma parte escalar £{q} = a
e uma parte vetorial Vig) = bi+cj+dk | A parte vetorial do quatérnio é geralmente
vista como um vetor em BR®*_ Inclusive a notacdo &J.% para os vetores da base

canénica de B*  muito usada ainda hoje, foi criada por Hamilton para descrever os

guatérnios. Segundo Artmann (1988), Hamilton definiu, também, o conjugado de um

quatérnio @ = E{g} + Vig} como ”
g = E(q) - V(g) = a— bi — ¢j — dk

A norma e o modulo do quatérnio 4 sado definidos, respectivamente, por

Nigl=gi=a*+b*+c*+d* elgl=ya? + b2 +c24+d2 (195
Um quatérnio @ é dito unitario quando N{g}=1

Deve-se observar a importancia dos quatérnios, que em primeiro lugar, é
historicamente o primeiro exemplo de uma estrutura algébrica ndo comutativa.
Sendo que hoje que esse tipo de estrutura é abundante em Matematica. Além disso,
com a construcdo dos quatérnios, Hamilton demonstra que é preciso lancar mao de
espacos de dimensao superior a trés, mesmo quando o objetivo é tratar problemas

em R?,
2.2.2 Forma polar de um quatérnio

Todo quatérnio @ = @+ bi+ ¢j+dk pode ser escrito como

q = lgl{cos ¢ + e - sen @), 0=gp=2r (16)

em que lal é o médulo do quatérnio e ¢ o seu argumento. Se lal = 0 | entdo

a VhE 44t
cosp=+— SENP=4—r —— 17)
" lal e Iql .

4 bi+cji+dk
Tem-se também que € é um vetor unitario dado por T lriosa @@
A férmula de Euler para exponenciais complexas generaliza os quatérnios, ou seja,
g =lgle*? (19

Veja que o vetor unitario € € uma soma envolvendo as trés componentes
imaginarias, ou seja, pode-se escrever £ como um produto (utilizando as

propriedades das exponenciais).
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by c do
. g = i; &= i; b = i;
Assim, tomando-se VhE 4 +d*, vhE+ci+d? e vhE 4?4 d*
obtém-se, outra forma de expressar, um quatérnios na sua forma polar como

(Pelaes e Santos, 2007)

g = lgle’®e®le¥* om que:;ﬁe[—rr.rr[’EE[__'_ WE[‘Z-I[_ (20)

2.2.3 Forma simplificada se um quatérnio

Segundo Ell e Sangwine (2007), a forma simplificada de um quatérnio
comecou com algumas idéias da forma de um quatérnio de Caley — Dickson, em que
um quatérnio é definido recursivamente como um numero complexo generalizado,
cujas partes real e imaginaria sdo nameros complexos. Os dois numeros complexos
gue formam tal nUmero generalizado tém operadores diferentes e ortogonais.

Por exemplo, todo quatérnio 4 = @+ bi+cj+ dk pode ser escrito na forma de Caley
— Dicksoncomo @ =A+5j emque<=a+bi ef=c+dl  Observe que! e/ sdo
0s operadores ortogonais.

Usando # (#*=-1) como operador complexo generalizado, tem-se a
representacdo de um quatérnio na forma simplificada. Sejam #1 e Hz quatérnios
puros imaginarios, tais que 1 L ¥z, um quatérnio arbitrario é representado na forma
simplificada por
g=A"+B"uz . (21)

Em que 4" =a'+b'u; e B'=c"+d'u;, entdo g={a"+b0'ud+{c"+d"uyduz,
ambos sao isomorficos aos numeros complexos, uma vez que estdo em um mesmo
espaco complexo generalizado. Efetuando os produtos obtém-se
g=a' +b'py+c'pz+d g, (22)

Em que Hz =Hakz, Ha LUz e Mzl iz, Veja que o sistema de operadores
#1343 € isomorfico ao sistema de operadores i-/:% . Essa forma de representacdo

sera usada adiante nas aplicacfes da Transformada Quaternidonica de Fourier.
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2.3 Imagem colorida

Segundo Sangwine e EIll (2000), uma imagem no sistema RGB pode ser expressa
como um quatémio imaginario puro, por exemplo, se (x>} é a funcédo que
representa uma imagem entdo [{xy)=R{x vy} + G vl + Blx. 3k | Essas funcdes
formam um espaco de cores e nesse espaco ha vetores que caracterizam situacoes
importantes para a analise de imagens, como por exemplo, o eixo de luminancia (no
espaco RGB esta € a linha cinza) representado pelo vetor (eixo) %

b

2.4 Transformada quaternidnica de fourier

Nesta secdo serd mostrada a QFT, suas propriedades e aplicacoes,
comparando-as com a Transformada classica de Fourier (FT, Fourier Transform).
Para Pelaes e Santos (2007), a transformada quaternibnica de Fourier (QFT,
Quaternion Fourier Transform) é uma transformada bidimensional e (em geral) pode
ser aplicada em funcdes quaternibnicas, (sobre certas condi¢cdes, assim como a
transformada de Fourier), porém consideram-se apenas sinais reais. A QFT é um

caso particular das transformadas hipercomplexas de Fourier.

Seja [ um sinal bidimensional, f:R* = R  entdo a QFT de /' é definida por (Ell,
1993) Fo(wy.wg) = pm pm e W fixy, xp) - e I¥2W2dy, dx; . (23)

Como a QFT é uma funcao quaterniénica, pode-se representar Fq por
Fy =F +iF +jF;+kF, (24 Em que F- é a parte real da transformada e f1-fj-Fx

sdo as componentes imaginarias e sua forma polar pode ser expressa por

| i B i . . . o
Ag87e7e"™ em que “2 é 0 espectro de amplitude do sinal. O espectro de poténcia

do sinal &) & definido por 70 = IF; F=F*+F*+F*+F% (25

A Inversa da Transformada Quaternibnica de Fourier (IQFT, Inverse Quaternion

Fourier Transform) é dada por (Pei et al., 2001)
I L .
flyv)= py || e eWiF (wy, wy) - /¥ 2%2dwydw.

Observe que para calcular a IQFT, € fundamental que Fq esteja envolvida pelas

(26)

exponenciais, nesta ordem, pois caso contrario /' n&o estaria definida.

ScientiaTec: Revista de Educacéo, Ciéncia e Tecnologia do IFRS, v.5, n.1, p: 20-35, Janeiro/Junho 2018.



Estudo e aplicacdo de quatérnios em processamento digital de imagens 29

2.4.1 Propriedades da QFT

As propriedades de translagcéo no tempo, translacéo na frequéncia, homotetia

na variavel e linearidade, todas aplicadas a transformada de Fourier, sdo aplicadas a

QFT. Além dessas propriedades, a QFT tem outras propriedades importantes. Se f

g

é um sinal separavel, ou seja, (1. ¥z} = glxydhlx;) @ Fg = 4587777 €™ ontgov =0

Isto &, a QF T dependera somente de dois fasores (¢ e £ ) e o = 422°*¢”® (pelaes e
Santos, 2007). Segundo Bulow e Sommer (2001), existem trés involu¢cdes nao
triviais definidas nos quatérnios. Essas involucdes sdo dadas por
w(g)=—igi=a+bi—cj—dk @@ =-jgy=a-bi+cj—dk . (q)=—kgk=a—bi—cj+dk (27)
gue sao fungdes quaternibnicas. Outra propriedade dos quatérnios diz que uma
funcdo f:R* = R & chamada Hermitiana Quaternidnica se f¢1-¥3) = a;(flry,x3)) ¢
Fly-x3) = a{f(xy. x3)). Da definicdo da QFT obtém-se que se fz é a QFT de [,
entdo Fz é Hermitiano Quaternionico, ou seja, fa CWas W) = —J{(F; (W w2l

Fy(wy, —wy) = i{Fy(wy, wy))i (28)

2.5 Transformada quaternidnica de fourier discreta

A Transformada Quaternidbnica de Fourier Discreta (DQFT, Discrete

Quaternion Fourier Transform) de f:R* = R e sua inversa sdo dadas por (Sangwine,
1996)

M-1N-1
—2miEE ) e LR 29)
Fyuv)=S$ e I ppe, e T,
22
M—1N-1 .
f(x, 1} =5 z Z e:x’lrj:Fq {1, ;*}ez"rkr?: . (30)
u=0 v=0

Em que a funcdo discreta /() é de dimensdo M xN e 5 é o fator de escala

1
"'rﬂ..-‘ri’.-'a-’. A ordem das exponenciais € importante, pois 0s quatérnios sdo nao
comutativos para a multiplicacdo (incluindo a multiplicacdo de um quatérnio por um

namero complexo usual).
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3. METODOLOGIA

Dada uma imagem na forma quaternidnica, f%.»}, decomposta na forma
simplificada dada por:  f(x.3) = fi(x.3)+ f2(x.»)z  (31) - Em que cada parte, fi e
fz, podem ser representadas como imagens complexas. Neste caso, cada uma das
imagens quaternidnicas é equivalente a uma imagem complexa, que requer apenas
duas componentes reais para a sua representacao.

De acordo com Ell e Sangwine (2007), #1 € o eixo ao longo da linha cinza e
¢z da linha vermelha, dai, fi (parte paralela) é a informacdo de luminancia (esta
ainda é uma imagem colorida, e ndo uma imagem em tons de cinza) e a parte fziz
(parte perpendicular) é a informacao de crominéncia. Essas duas partes podem ser
somadas através da equacdo (31) para gerar a imagem original, como mostra a

figura 1.

Figura 1. Decomposi¢ao simplificada da imagem de “Lena”. No sentido horario a partir da
superior: original, parte paralela, parte perpendicular e soma de ambas as partes. (Ell and
Sangwine, 2007).

Dessa forma, € possivel escrever a QFT na forma simplificada, como:
Fo(u.v) = Fyw, v) 4 Fa(w. 1) 32) Onde Fi(w.v) é a parte paralela e Fz(u. ez é a parte
perpendicular. Ell e Sangwine (2007) desenvolveram um algoritmo para implementar
a QFT. Segue, em resumo, 0s passos do algoritmo:
Decompor a imagem, ftay} como floyl=Alu)d+ 0yl em que cada fi

pertence ao plano (1. #4};
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Expandir as componentes simplificadas como
fi (X' y) =l (X’ y) +hio (X’ y)ﬂl o vy =r v+ rzlevhy em que cada e LE o) P

uma imagem de escalares;

Construir uma imagem complexa equivalente como /(%) = 1 (%, v] 4 rea(x, 10
Executar  duas FFT  bidimensionais de  filxy) para  obter
F/lwv) =R 1(wv) + R 2(uwv)i .

Construir as componentes simplificadas como F:{i: 1) = By, v} + B 2w, vy
Construir a QFT na forma simplificada como gt ) = Fa {1, ) + Fa . vz

Observe que 41 e #z sao quatérnios unitarios puros triviais, assim como ! e
/, mas é possivel utilizar um quatérnio unitario puro (%) de forma generalizada de
acordo com a imagem a ser tratada. De acordo com Sangwine (1996), a posicado dos
pontos no dominio espectral como uma funcdo de frequéncia espacial horizontal e
vertical sdo as mesmas na DQFT, assim como na DFT bidimensional. Ou seja, no
formato usual de uma matriz bidimensional de pontos espectrais, as frequéncias
mais altas sdo representadas mais proximas ao eixo horizontal ou vertical da matriz.
Ao contrario da DFT bidimensional, a DQTF separa as quatro possiveis
combinacdes de componentes cosseno e seno horizontais e verticais em quatro
componentes espectrais quatérnidnico. A DFT, em contrapartida, une essas

componentes horizontais e verticais em um unico componente real ou imaginario.

4. RESULTADOS

De acordo com a propriedade descrita pelas equacdes em (28), se Fa for
conhecida somente no primeiro quadrante, em que Wi =0 e wz =0 entdo os
valores dos demais quadrantes podem ser recuperados utilizando a propriedade
descrita pela equacao (28). O quadrante w1 =0 e wz =0 pode ser reconstruido
utilizando a equagdo Fo®va —wad=i(F(we.wad)i | o quadrante w1 <0 e w2 =0 §
obtido por FaCwiwz) = —j{F;0v.w2)Y e por fim, o quadrante w: <0 e wz <0 §
obtido por oy (e (Fy (W w2))) que € igual a o (Fy Cwyawz)) = FyGwa-wa) | 1ss0 mostra
gue para recuperar todo o sinal da QFT basta conhecer 25% do sinal no dominio da

frequéncia (Bulow and Sommer, 2001).
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Outro resultado consiste na necessidade de obter a transformada de imagens
coloridas holisticamente. Assim, considere um pixel de valor quaterniénico
a+bi+cj+dk multiplicado por dois exponenciais complexos de acordo com a

2mxu
definicdo da DQFT (cos o — jsen ala + bi + ¢f + dkMcos 5 — ksen 5} em que T e

2oy

f=— . . -
N . O resultado € um pixel de valor quaternibnico com as componentes

COSSeno e seno verticais e horizontais (Sangwine, 1997).

As equacdes (10) e (11) mostram que a DFT é semelhante a DQFT, a
diferenca é a ordem das exponenciais, que na DFT estdo juntas, pois a algebra dos
nameros complexos é comutativa para a multiplicacdo. Com isso, considere um pixel

de valor complexo multiplicado por dois exponenciais complexos de acordo com a

2mxu Zmve

definicdo da DFT (@ + bi)(cos & — isen a)cos § — jsen 5} no qual 7m0 e N
O resultado serd um pixel de valor complexo contendo as combinacdes de cosseno
e seno, como visto na DQFT.

De acordo com Sangwine (1997), as combinacdes de seno e cosseno
aparecem nos resultados da DQFT e da DFT; a diferenca € que, em ambos, essas
combinacdes estdo separadas em diferentes partes reais e imaginarias. Por

exemplo, a combinagdo cos@cosS gparece na parte real do espectro da DFT com
coeficiente @ , e na parte imaginaria com coeficiente ¥ ; e nas quatro partes do

espectro DQFT com cada um dos coeficientes @ ¢ ou @ . Assim, qualquer variagdo
espacial de um determinado componente de cor a partir do conjunto {r, g, b} é
separada em diferentes partes real ou imaginaria do ponto espectral.
Significativamente, as informa¢Bes de dominio espectral produzidas pela
DQFT consistem de quatro nimeros reais por ponto espectral (com a parte real zero,
o sistema RGB é representado pelas trés componentes imaginarias/vetoriais), ao
invés das seis que seriam necessarios para representar a Transformada de Fourier
Complexa dos trés componentes de cor separadamente. Poderia parecer que uma
economia em armazenamento de dados pode ser feita usando o DQFT, e
possivelmente uma compressao até melhor do que é conseguida com dominio da
frequéncia de codificacdo de imagens. Os sinais sao frequentemente discretos e, por
Isso, deve-se trabalhar com a DQFT como descrito nas equacgdes (33) e (34) e assim

implementar tal modelo.
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Segundo Pelaes e Santos (2007), a transformada classica de Fourier tem sua
representacdo discreta muito bem implementada pela famosa FFT (Transformada

Réapida de Fourier, Fast Fourier Transform), cujo algoritmo tem complexidade

ONloglV}, Por essa raz&do a implentacdo da QFT deve ser feita usando a FFT, por
isso FQFT (Fast Quaternion Fourier Transform). Para tanto, basta decompor as
integrais da QFT de forma a se obter a transformada classica de Fourier (ao fazer
isso se deve tomar cuidado com a ndo comutatividade para a multiplicacdo dos
guatérnios). Ao final, verifica-se que para calcular a FQFT de um sinal real é
necessario calcular trés vezes a FFT, enquanto usando a FFT2 (FFT bidimensional)
€ necessario aplicar duas vezes a FFT. Para a IFQFT é necessério quatro vezes a
FFT, pois a IFQFT (Inverse Fast Quaternion Fourier Transform) é aplicada em uma
funcdo quaternibnica, enquanto que a IFFT2 utiliza duas vezes a IFFT. Assim,
verifica-se que o acréscimo de no custo computacional é insignificante, ja que se

espera obter informacdes que a transformada de Fourier classica nao oferece.

5. CONCLUSOES

Segundo Bas, Le Bihan e Chassery (2003), para projetar um esquema de
imagem com cor eficiente deve-se encontrar um valor de # tal que a percepcao de
impacto da componente paralela f1{i. v} seja minima. Como # deve ser unitario e a
QFT é uma transformada ortogonal, o erro quadratico entre a imagem marcada
(imagem em marca d’agua) /= e a imagem original /o é igual ao erro quadratico
entre a componente paralela da Fim (QFT da imagem /=) e a componente paralela
da f7. (QFT da imagem original).

Consequentemente, o erro médio quadratico entre /= e o é independente de # .

Foram feitos alguns experimentos para encontrar # que minimize as distor¢des. Por
_ (-2j+8k)
V68 permite a construcdo de uma projecado que oferece

exemplo, ~7°"°

interessantes propriedades de mascara para as diferentes imagens testadas. A

figura 2 ilustra o impacto perceptivo da perturbacdo da parte paralela da F1e com

G+j+ k)
o= i = Upym = = " ST
H=Hperec @ & 75U ¥3 com o mesmo erro quadratico médio (EQM) e

erro absoluto médio (EAM).
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Parte de /a Parte de Im (4= Hium)
EQM =100, EAM =134

Parte de Im (M = Hperc)
EAM = 13,4 EQM =100
Figura 2: Efeito de insercéo de acordo com diferentes valores de # . (Bas et al., 2003).

Observe que os efeitos de mascara ndo dependem da cor média do bloco.
_(—2j+8k

I
Por exemplo, para Hpere 68, o efeito de mascara € menor nas zongs

azuis que em outras areas coloridas. Assim pode encontrar ¥ em funcao de Hz=rc e
Him, onde H:m representa um quatérnio unitario puro paralelo ao componente de cor
da imagem: Em que £:LX]1 representa a média do

componente X LEm unmblonesl + gl@simagem, ou seja, é possivel obter valores de ¥
que tornem mlﬁfmq@[@r;@bm,r@brqgléssamento como a filtragem e até mesmo a
compressao.
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