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Resumo: O artigo apresenta o recorte de uma pesquisa de doutorado que estuda as contribuices da
informatica na construcdo de conceitos matematicos. Em particular, discute alguns resultados da
aplicacdo de uma sequéncia de atividades realizada com alunos da graduagdo em matematica e
professores de matematica da regido de Passo Fundo (RS). Através de uma metodologia de trabalho
baseada nos principios da Engenharia Didatica, a exploracdo de uma situagao-problema envolvendo
processos estocasticos fazendo o uso de um objeto virtual possibilitou aos sujeitos envolvidos a
criacdo, manutencédo e validacdo/reformulacdo de hip6teses sobre o modelo matematico investigado.
A analise da proposta feita através da teoria da abstracdo reflexionante de Piaget aponta que o uso
da informatica durante as atividades possibilitaram sucessivos e graduais micro-avancos dos
participantes na direcdo do conhecimento, como também possibilitou que os sujeitos envolvidos
fossem construtores do seu préprio conhecimento.

Palavras-chave: Abstracdo reflexionante. Construcdo do conhecimento. Modelagem matematica.
Tecnologia.

CONTRIBUTIONS OF COMPUTER TECHNOLOGY IN THE INTERPRETATION,
ANALYSIS AND CONSTRUCTION OF MATHEMATICAL MODELS IN PROBLEM
SITUATIONS INVOLVING MARKOV CHAINS: ACTION TO UNDER STANDING

Abstract: The article presents the fragment of a doctoral research that studies the computer's
contributions in the construction of mathematical concepts. In particular, we discuss some results of
the application of a sequence of activities carried out with undergraduate students in mathematics and
mathematics teachers in the region of Passo Fundo (RS). Through a network based on the principles
of Engineering Teaching methodology of work, the exploration of a problem situation involving
stochastic processes making use of a virtual object enabled the subjects involved the creation,
maintenance and validation/reformulation of hypotheses about the mathematical model investigated.
The analysis of the proposal made by the theory of Piaget's reflective abstraction indicates that the
use of computers during activities enabled micro-successive and gradual progress of participants
toward the knowledge, but also enabled the subjects involved were constructors of their own
knowledge.
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1. INTRODUCAO

Quando o conhecimento matematico apresentado aos estudantes é tratado
como isolado e sem relacdo com os demais, acaba por tornar a matematica uma
ciéncia isolada e sem sentido, desvinculada com os aspectos da realidade que cerca
0 sujeito. Concebe-se que seja necessaria e suficiente a agéo e o trabalho cognitivo
sobre os objetos do conhecimento em estudo, 0os quais possibilitam aos estudantes
a evolucdo, compreensédo e construgcdo dos conceitos matematicos. Com isso, a
possibilidade de explorar matematicamente alguns fenbmenos da realidade através
da Modelagem Matematica, segundo as ideias de Bassanezi (2002), constitui um
cenario em potencial para o desenvolvimento e aprimoramento do pensamento
hipotético e abstrato, caracterizado pela criacédo, validacéo/refutacdo, reformulacao
de hipéteses pelo sujeito envolvido com a proposta.

Nesse sentido, através do uso recursos tecnoldgicos, utilizou-se um objeto
virtual para acompanhar a evolucdo dos sujeitos durante a investigacdo de um
fendmeno da realidade envolvendo a migracédo da populacéo entre duas cidades. Ao
longo da proposta buscou-se compreender como era possivel o sujeito construir um
modelo matematico capaz de explicar o fenbmeno investigado. O uso da tecnologia
emergiu como uma possibilidade do sujeito agir sobre o objeto do conhecimento,
tornando possivel o estabelecimento de relacbes que permitam a construcdo de
conceitos matematicos. A teoria da abstracdo reflexionante proposta por Piaget
(1977) constituiu uma ferramenta importante, necessaria e suficiente, para analisar a
evolucédo dos sujeitos envolvidos com a proposta. Com essa teoria, almejou-se ser
possivel analisar se a construcdo de um possivel modelo matematico seria o
resultado de sucessivos e graduais micro-avancos do sujeito durante a sua acao
sobre o objeto em estudo.

A intencdo do presente texto € demonstrar que a constru¢do do conhecimento
matematico € resultado da possivel combinacdo dos fatores: (1) evolugdo da
atividade cognitiva do sujeito, manifestada pelo aperfeicoamento do fenébmeno da
abstracao; (2) do aperfeicoamento da acao do sujeito sobre os objetos; (3) do uso da
tecnologia como parceira no estabelecimento de relagbes entre o sujeito e o0 objeto
do conhecimento, potencializando a analise, interpretacéo e construcdo de modelos

matematicos no computador.
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O presente texto estd estruturado em seis sec¢Bes. Na seg¢do 2 sao
apresentadas algumas pesquisas que destacam a utilizagdo do software GeoGebra
no estudo de assuntos matematicos. Na secdo 3 discute-se caracteristicas do
processo da abstracéo reflexionante, necessaria para a analise do experimento. Na
secdo 4 apresenta-se a Modelagem Matematica segundo as ideias de Bassanezi
(2002), dissertando sobre algumas de suas caracteristicas, essenciais para a
compreensdao da pesquisa. Na secdo 5 apresentamos o0s procedimentos
metodoldgicos. Na secdo 6 sédo apresentados e discutidos alguns resultados obtidos
com a aplicacdo da sequéncia de atividades, bem como as relagbes com a
fundamentacédo teorica utilizada para a interpretacdo dos dados. E finalmente, na
secdo 7, apresentamos algumas conclusdes parciais do trabalho, destacando

algumas contribuicdes para o ensino de matematica aliada ao uso da tecnologia.

2. PESQUISAS SOBRE O USO DO SOFTWARE GEOGEBRA NO ENSINO DA
MATEMATICA

Nessa secdo discute-se sobre algumas pesquisas ja produzidas e suas
contribuicdes para o estado da arte na Educacdo Matematica, em especial para a
discusséo que envolve o uso das tecnologias informaticas no estudo de conceitos
matematicos. Vaz (2012) propde quanto ao uso do GeoGebra:

No Geogebra podemos contemplar geometria e algebra
dinamicamente, interagindo entre si na mesma tela, possibilitando
ao usuario relacionar as varias faces de um mesmo objeto
matematico. Permite trabalhar conceitos do ensino fundamental,
médio e superior e realizar construcdes matematicas diversificadas
a altera-las apos a construcdo ser finalizada. Esse dinamismo
possibilita que o aluno perceba diversas relacdes entre os objetos
matematicos, faca conjecturas e até mesmo formalize os resultados,
de forma visual, no proprio software. (VAZ, 2012, p.40)

A passagem anterior manifesta que o uso do software GeoGebra intensifica o
fazer matematico dos sujeitos envolvidos, uma vez que a elaboracéo de hipoteses e
conjecturas pode ser verificada de modo dinamico na tela do computador. Nesse
sentido, a pesquisa de Vaz (2012) consistiu em desenvolver junto aos estudantes a
investigacdo mateméatica baseada na acdo sobre problemas, verificando se eles
conseguiam elaborar e desenvolver o pensamento matematico durante a

compreensao das situacdes apresentadas.
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As contribuicdes com a investigacdo de Vaz (2012) indicam que o estudante
envolvido com a producdo do conhecimento matematico se torna autodidata. Isso
possibilita que o sujeito va além dos seus limites, alcancando patamares mais
complexos na sua forma de pensamento. O software nesse aspecto vem para
contribuir no processo, possibilitando que o sujeito envolvido na sua agcéo sobre os
objetos progrida na direcdo da compreenséo do fendmeno investigado.

O papel das tecnologias na compreensdo e construcdo de conceitos
desempenha atualmente grande importancia no cenario das pesquisas em
Educacdo Matematica. As pesquisas convergem para 0 pensamento de que o0
professor ao utilizar o software GeoGebra como ferramenta ou recurso para a
abordagem de determinados conceitos alcanca objetivos maiores do que o0s
inicialmente propostos. Acreditamos que o docente através do uso da tecnologia
passa por um processo de reconstrugdo de saberes e conceitos, reconstruindo os
significados e modos de conceber o conhecimento matematico.

Silva (2014) em sua investigacdo de mestrado propde que o uso do
GeoGebra contribui para além da construcdo do conhecimento, possibilita também
uma reflexdo sobre sua pratica do professor. E ainda, o autor acredita que para 0s
demais professores e pesquisadores interessados no tema de investigacao, a ideia
de utilizar o software pode romper com algumas concepcbes consideradas
tradicionais, contribuindo na formacédo dos estudantes inseridos no contexto de
sociedade predominantemente tecnoldgico. Portanto, além da tecnologia contribuir
na aprendizagem de conceitos de matematica, ela contribui para a formacdo de um
sujeito critico e consciente do seu papel enquanto inserido na sociedade atual.
Sobre o0 uso do software GeoGebra e o convite a reflexdo sobre a pratica docente,
Silva (2014) defende:

As tecnologias apresentam hoje um papel no desenvolvimento da
sociedade, em particular, da educacgdo. Utilizar o software Geogebra
no desenvolvimento de nossa pesquisa foi, sem davida, primordial
para o sucesso de sua aplicagdo. Pensemos que o uso da mesma
como ferramenta auxilia, e muito, o professor. Pensamos ser
importante fazer uma reflexdo de nossa pratica diaria enquanto
professores. Centrar nossa visdo para 0 espaco da sala como
docentes, significa, muitas vezes, direcionar nosso trabalho para um
ensino voltado ao uso apenas dos livros didaticos e de resumos de
aula, que em sua maioria apresentam uma matematica limitada e
desconectada com a realidade, que ndo aborda o conteddo como
um todo e ndo promove as transformacdes necessarias para
garantir a aprendizagem dos alunos. Precisamos investigar, criar,
experimentar novas propostas de trabalho. Sabemos que nossa
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sociedade estd em constante transformagdo e necessitamos
promover mudancas significativas no ensino da matematica, de
forma que acompanhe a sociedade. (SILVA, 2014 p.132)

No ambito de contribuir na formacéo do sujeito, o uso do software GeoGebra
em atividades que estimulam o pensamento matematico contribui na formacédo de
hipoteses, escolha dos procedimentos e posturas a serem adotadas diante do
problema. Pedroso (2012) ao investigar a aprendizagem de conceitos de
trigonometria pelos estudantes observou que o uso dessa tecnologia potencializa a
aproximacao entre 0s sujeitos e 0s objetos investigados, onde através de sucessivas
e aperfeicoadas relacdes é possivel que o sujeito avance mais e qualitativamente na

busca do conhecimento. Nas palavras da autora:

O uso do Geogebra mostrou-se um programa eficaz como auxilio na
elaboracdo de simulacbes de aprendizagem escolar ricas em
possibilidades e construgcdo de conhecimentos. As manipulagdes
das figuras apresentadas para os alunos, bem como as constru¢des
realizadas por eles, promoveram dinamismo nas atividades,
possibilidades de realizacdo de tentativas, confirmacdo de
hipéteses, observacdo de relagdes entre objetos variaveis e fixos.
No Geogebra, varias informacoes foram apresentadas aos alunos e
eles precisavam desenvolver a capacidade de selecionar aquelas
gue eram pertinentes ao exercicio ou problema que estavam
resolvendo. (PEDROSO, 2012, p.229)

Nota-se com a passagem anterior a importancia dada ao uso do software no
que se refere aos seus aspectos dinamicos. A possibilidade de investigar
determinado conteddo matematico podendo utilizar recursos dinamicos, nas
pesquisas apresentadas possui uma unanime posicao favoravel ao desenvolvimento
do pensamento matematico. O fato € que o sujeito, ao investigar através do software
determinado comportamento ou fendmeno, faz com que relacbes sejam
estabelecidas mais rapidamente, possibilitando ao pensamento construir ou
reconstruir conceitos de uma nova forma. Ao investigar a aprendizagem das fungdes
de primeiro e segundo grau pelos estudantes, Ferreira (2013) da-se conta de que o
carater dinamico contribui na criacdo de relacdes, ou, ainda, da observacdo de
situacdes na tela do computador € possivel construir progressivamente conceitos
gue talvez em uma aula expositiva com o uso quadro apenas nao fosse possivel.

Tratando-se de um processo na qual o sujeito investiga e procura estabelecer
estratégias na construcdo do seu conhecimento é notorio destacar que o software

GeoGebra contribui ao longo desse progresso. A andlise de diferentes situacdes-
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problema juntamente com o uso da tecnologia possibilita ao sujeito organizar e
estruturar os elementos que serdo necessarios para a compreensao de determinado
conteudo. Para justificar que a aprendizagem n&o ocorre de modo isolado e sim
como resultado de um processo de constate acdo do estudante sobre a situacéo
investigada, Araujo (2010) expde:
A insercdo de uma estratégia pedagdgica mediada pelo software
Geogebra foi muito importante para a consolidacdo de algumas
aprendizagens sobre a circunferéncia e a mediatriz como lugares
geométricos. Os estudantes puderam experimentar suas hipoteses,
conjecturar sobre distintas possibilidades de resolu¢éo, abandonando
aguelas que ndo representavam caminhos vistos como validos.
Interessante observar, neste aspecto, que na maioria das vezes, 0s
aprendizes recorriam as tarefas anteriores ou a teoria aprendida nos
momentos de institucionalizacdo, para dar continuidade na solucdo
de uma atividade nova na qual se envolviam. Esse aspecto é
importante para denotar a possibilidade de que os alunos né&o
desenvolvam dependéncia tecnoldgica para a construcdo de
elementos matematicos, mas que a utilizem como parceira e

mediadora, na direcdo da resolugdo de um problema. (ARAUJO,
2010, p.100)

A investigacdo de Araujo (2010) sobre como os estudantes construiam
aprendizagem envolvendo lugares geomeétricos com o auxilio do GeoGebra conduz
para reflexdes importantes; dentre elas, quanto ao momento que o estudante se da
conta da importancia na continuidade do processo de aprendizagem, sendo que
essa ndo ocorrerd de modo isolado. Ao utilizar a tecnologia como parceira na
tentativa de resolver determinados problemas, a construcdo de solucdes
fundamentadas nas acdes feitas anteriormente e nas teorias anteriores mobiliza o
sujeito na tentativa de organizar 0s seus esquemas para que seja possivel vencer os

obstaculos impostos pelo objeto.

3. ABSTRACAO REFLEXIONANTE: FONTE PARA A ELABORACAO DOS
CONCEITOS

A epistemologia genética de Jean Piaget € a teoria que apresenta como
hipétese para o desenvolvimento cognitivo humano a acdo do sujeito sobre os
objetos e 0s seus sucessivos avangos, devido a organizacdo das coordenacdes das

acOes realizadas pelo sujeito. Na epistemologia genética considera-se “objeto” tudo
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0 que ndo é o sujeito. O termo “coordenacdes de agbes” apresentado no paragrafo
anterior é a fonte de estudo no processo de abstracdo proposto por Piaget (1977). O
verbo abstrair significa retirar, extrair, puxar, neste caso temos que a abstracéo
consiste no processo de retirada de qualidades dos objetos ou também a retirada de
uma elaboracdo através das coordenacdes de acgbBes sobre o0s objetos. Nesse
sentido, a abstracdo proposta por Piaget divide-se em duas categorias gerais:
abstracdo empirica e abstracéo reflexionante. Inicialmente vamos expor o ponto de

vista do autor sobre essas categorias:

Recordemos inicialmente nossas definicbes. A abstracdo “empirica”
(empirique) tira suas informacdes dos objetos como tais, ou das
acOes dos sujeitos sobre suas caracteristicas materiais; de modo
geral, pois, dos observaveis, ao passo que a abstracdo
“reflexionante” (refléchissante) apdia-se sobre as coordenacdes de
acOes do sujeito, podem estas coordenacfes, e 0 proprio processo
reflexionante, permanecer inconscientes, ou dar lugar a tomadas de
consciéncia e conceituacoes variadas. (PIAGET, 1977, p.274)

Logo, pode-se afirmar que a abstracdo empirica consiste em extrair dos
objetos as qualidades que eles possuem, onde através delas o sujeito tera a
possibilidade de fazer relacbes e elaborar novas caracteristicas ou qualidades para
0s objetos. Portanto, a abstracdo empirica € uma etapa inicial e necessaria para a
evolucdo cognitiva do sujeito, uma vez que sem ela ndo € possivel evoluir
qualitativamente o pensamento através dos niveis da abstracéo reflexionante.

No processo de retirada das caracteristicas dos objetos ndo se pode
confundir isso com a retirada de qualidades que atribuimos aos objetos,
caracterizando o segundo procedimento segundo Piaget (1977) por abstracéo
pseudo-empirica. A abstracdo chamada pseudo-empirica € um tipo de abstracao
reflexionante e exige do sujeito a coordenacao de suas ac¢des para que ela ocorra.
Conforme dito, o processo de abstragdo empirica é necessario para que 0 sujeito
evolua cognitivamente. Porém, somente com esse tipo de abstracdo néo é possivel
dar conta nas explicacbes sobre os processos de generalizacdes, caracteristicos
dos conteudos de matematica propostos.

No estudo da matematica a empiria se faz presente, ao passo que a extragdo
das caracteristicas préprias dos objetos € necessaria e contribui para elaboracdes
mais complexas e que generalizam as qualidades, enriguecendo assim o objeto de
estudo. A medida que se aumenta o nimero de abstracdes do sujeito durante o

processo interativo com o objeto, a qualidade de seu pensamento evolui devido ao
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progresso da abstracdo reflexionante e as sucessivas tomadas de consciéncia
durante o processo. A abstracdo reflexionante possui duas caracteristicas essenciais
para a compreensdo sobre como os niveis de abstracdo e tomada de consciéncia
progridem no decorrer da acdo do sujeito. Trata-se dos processos de reflexdo e

reflexionamento. Sobre isso, Piaget (1977) apresenta:

Lembremo-nos, igualmente, de que a abstracdo reflexionante
comporta sempre, dois aspectos inseparaveis: de um lado,
“reflexionamento” (réfléchissement), ou seja, a projecdo (como
através de um refletor) sobre um patamar superior daquilo que foi
tirado do patamar inferior e, de outro lado, uma “reflexdo” (réflexion),
entendida esta como ato mental de reconstrucdo e reorganizacao
sobre o patamar superior daquilo que foi assim transferido do
inferior. (PIAGET, 1977, p.274)

A unido da reflexdo e do reflexionamento constitui uma estrutura capaz de
nao apenas atravessar de um nivel para o seguinte as formas de pensamento, mas
juntas possuem o carater de uma estrutura capaz de desenvolver caracteristicas
qualitativas superiores no decorrer das passagens, ou projecdes. Isso significa que
0s patamares superiores atingidos pelo sujeito através da acdo e coordenacdo de
acbes possuem relacdo intrinseca com o0s patamares inferiores ou iniciais
desenvolvidos através da acdo. Sobre isso, 0 autor manifesta o seu ponto de vista

em duas passagens:

Com efeito, a formacéo de cada um desses patamares acarreta, por
sua vez, novas “reflexdes”, porquanto se trata de reconstruir sobre o
novo plano o que foi deslocado ou projetado a partir de precedente:
por exemplo, a coordenacdo de duas a¢bes ndo é da mesma
natureza que a de suas representacdes conceitualizadas, o que
exige uma reconstrucdo.” (...) “Disto resulta que, nos niveis
superiores, é a reflexdo que conduz cada vez mais o jogo em relagédo
aos reflexionamentos, reduzindo-se, entdo, a tematizacbes
(operacBes que se tornam objetos de pensamento), ao passo que,
nos niveis inferiores, eram os reflexionamentos que constituiam o
motor essencial. (PIAGET, 1977, p.276,277)

Portanto, é através de sucessivas operacdes de reflexdo e reflexionamento
que € possivel ao sujeito avancar na direcdo dos patamares superiores de abstracéo
e tomadas de consciéncia de maior qualidade. A reorganizacdo e coordenacao de
suas acdes permitem qualificar cada vez mais a sua acdo na busca pela
compreensao sobre o objeto, ou seja, a evolucdo da abstracdo empirica a
reflexionante € um processo pelo qual o sujeito constroi, reconstroi, organiza e

reorganiza 0s seus esquemas e estruturas de pensamento todo momento. A Figura
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1 apresenta um esquema inicial sobre as caracteristicas apresentadas anteriormente

envolvendo a abstragéo.

Agdo

Agdo

Agdo
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—_— —‘ reflexionamento— — —
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- — —‘ reflexionamento:
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Evolugéo da
Abstracdo

Reflexionante

Figura 1 — Esquema sobre reflexdo, reflexionamento e seus graduais avangos para a
evolucdo da abstracdo. Fonte: Adaptado de Becker (2012, p.38).

4. MODELAGEM MATEMATICA E ENSINO DA MATEMATICA

Discute-se na presente secdo alguns aspectos sobre Modelagem Matematica

e Ensino de Matematica. Mais especificamente, quais as possiveis contribuicdes na

incorporacdo dessa proposta de trabalho na qualificacdo da aprendizagem dos

sujeitos envolvidos. Trata-se de uma aprendizagem multipla, onde o professor e os

estudantes envolvidos aprendem através do estabelecimento e manutencdo de

relacbes com o0s objetos de conhecimento e estudos envolvidos. Faz-se uma

reflexdo sobre como a Modelagem Matematica contribui na formagédo dos sujeitos,

inseridos nos mais diversos niveis e ambientes escolares, contribuindo na

elaboracao e construgéo de conceitos matematicos.

Inicialmente, Meyer et al (2011) mostram que:
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A Matemética € considerada estigma, ou seja, ab mesmo tempo em
que boa parte da sociedade tem medo da Matemética que nos
criamos, também acontece o contrario. Da mesma maneira que
ouvimos dizer que, se alguém é bom em Matemética, € bom em
tudo, também existem muitas pessoas que consideram a Matematica
inatil. A Matematica é verdadeira e inutil. A maioria das pessoas ndo
consegue relacionar a Matematica nem com as outras ciéncias e
muito menos com situacdes de seus cotidianos, porque foi criado um
universo a parte, ou seja, para elas, a Mateméatica ndo esté presente
em outros contextos. Na Modelagem, esse sistema tem de ser
mudado. Ndo se deve mais assistir aos objetos matematicos, mas
manipuld-los, porque rompemos com a concepcdo de que O
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professor ensina e passamos a acreditar na ideia de que o
conhecimento ndo esta somente nem no sujeito nem no objeto, mas
na sua interacdo. Passamos de objetos que o professor ensina para
objetos que o aluno aprende. (MEYER et al, 2011, p.24)

Concebe-se na citagdo anterior uma necessidade de compreensao sobre as
relacbes entre objetos e sujeitos. A0 mesmo tempo em que a matematica é
desenvolvida por diversos sujeitos inseridos em determinado contexto de sociedade,
verifica-se certo desconhecimento sobre a importancia que a ciéncia matematica
possui para o0 avanco e desenvolvimento da sociedade.

A realidade e seus complexos fenbmenos que nos cercam fazem com que a
matematica seja uma ferramenta, ou ainda, um recurso para que seja possivel
aproximar-se cada vez mais dos objetos da realidade. Um dos modos de realizar
essa aproximacdo € como encaramos uma possivel representacdo da realidade
através da Modelagem Matematica. Sobre a possibilidade de a modelagem ser uma
das possiveis representacdes da complexa realidade, Skovsmose (2011) disserta:

A concepcdo de modelagem matematica como representacao (grifo
do autor) da realidade esta relacionada a um dualismo, a uma
perspectiva de dois-mundos. Por um lado, podemos operar com
conceitos matematicos como sendo parte do mundo das estruturas,
como sugerido pelo formalismo. Por outro, podemos operar com a
realidade do mundo empirico. Um modelo matematico se torna uma
representacao de parte dessa realidade. Decerto, tal representacéo
ndo pode ser completa. Como poderiamos sonhar em fazer uma
representacado completa da realidade? Mas a linguagem matemética
pode representar diferentes aspectos da realidade. As nocbes da
teoria matemética selecionada podem se referir aos objetos
empiricos, e as relagdes entre esses objetos podem ser descritos em
termos de equacdes. (SKOVSMOSE, 2007, p.107)

Ao mesmo tempo em que avanca o desenvolvimento da matematica, a
Modelagem Matematica busca através do estabelecimento e manutencdo de
relacfes estabelecidas entre os sujeitos e 0s objetos do conhecimento empenhar-se
na compreensao da realidade. A tentativa de criar relacdes e expressar em termos
de equacbes os mais diversos fendmenos faz da Modelagem Matematica uma
proposta investigativa, baseada principalmente a elaboracgéo, verificacdo e validacao
de possiveis hipoteses por parte do sujeito. Skovsmose (2007) aponta que é
possivel com isso estabelecer a criagdo de dois mundos. Apontamos que esses dois
mundos sejam disjuntos e complementares, constituindo através de relacdes entre

eles um aspecto importante no processo de investigacao.
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Neste sentido, a Modelagem Matematica, como metodologia de trabalho
propbe que através da acdo e investigacdo de situacBes-problema é possivel
construir conhecimento matematico. Destaca-se que durante o estudo de
determinado problema, é possivel que os sujeitos envolvidos mobilizem diferentes
esquemas e estratégias, com o objetivo de formular e investigar suas hipéteses.
Trata-se, portanto, de um processo, onde de maneira progressiva sao elaborados e
estruturados 0s conceitos matematicos envolvidos no estudo de determinada

proposta. Sobre isso, Brasil (2006) expde:

Ante uma situacdo-problema ligada ao “mundo real’, com sua
inerente complexidade, o aluno precisa mobilizar um leque variado
de competéncias: selecionar variaveis que serdo relevantes para o
modelo a construir; problematizar, ou seja, formular o problema
teérico na linguagem do campo matematico envolvido; formular
hipoteses explicativas do fendbmeno em causa; recorrer ao
conhecimento matematico acumulado para a resolucdo do problema
formulado, o que, muitas vezes, requer um trabalho de simplificacdo
guando o modelo originalmente pensado é matematicamente muito
complexo; validar, isto é, confrontar as conclusfes tedricas com 0s
dados empiricos existentes; e eventualmente ainda, quando surge a
necessidade, modificar o0 modelo para que esse melhor corresponda
a situacao real, aqui se revelando o aspecto dindmico da construcdo
do conhecimento.” (BRASIL, 2006, p.85)

Com o exposto na citacdo anterior, verifica-se que a Modelagem Matematica
pode contribuir significativamente na investigacdo de problemas matematicos. Nesse
sentido, as pesquisas e ideias de Rodney Bassanezi possuem enormes
contribui¢cdes para a discussdo sobre a importancia que a Modelagem Matematica

possui no estudo da matematica. Segundo o autor:

A modelagem no ensino é apenas uma estratégia de aprendizagem,
onde o mais importante ndo é chegar imediatamente a um modelo
bem sucedido mas, caminhar seguindo etapas onde o conteudo
matematico vai sendo sistematizado e aplicado. (BASSANEZI, 2002,
p.38)

Ao manifestar a importancia no processo de construcdo atraveés de etapas
durante a investigacdo de determinado conhecimento matematico, o autor defende
que, a0 mesmo tempo em que as ideias sdo construidas, elas também séo
reconstruidas em uma tentativa de melhorar a nossa compreenséao sobre a realidade
que nos cerca. A elaboracdo de um modelo matemético constitui uma etapa

importante durante a investigagéo, pois possibilita ao sujeito envolvido desenvolva e
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aja sobre diferentes representacdes para o fendmeno presente na realidade. Sobre
esse trabalho de agir sobre a realidade, Bassanezi (2002) apresenta:

Modelagem Matematica € um processo dinamico utilizado para a
obtencdo e validagdo de modelos matematicos. E uma forma de
abstracdo e generalizagdo com a finalidade de previsdo de
tendéncias. A modelagem consiste, essencialmente, na arte de
transformar situagGes da realidade em problemas mateméticos cujas
solugbes devem ser interpretadas na linguagem usual. A modelagem
€ eficiente a partir do momento que nos conscientizamos que
estamos trabalhando com aproximagdes da realidade, ou seja, que
estamos elaborando sobre representacdes de um sistema ou parte
dele. (BASSANEZI, 2002, p.24)

A Modelagem Matematica consiste em um gradual processo, onde 0 sujeito
desenvolve suas estratégias e formas para analisar e investigar determinada
situacdo-problema. Consiste em um importante método para a aprendizagem da
matematica, pois envolve o desenvolvimento de um comportamento investigativo e
reflexivo durante sua acdo sobre o problema mateméatico. Ao encarar a Modelagem
Matematica como uma possibilidade para desenvolver possiveis conteludos
matematicos com os estudantes o professor possibilita que eles desenvolvam suas
técnicas, elaborem hipoteses, investiguem a validade de seus argumentos e assim
percebam que a matemética € uma ciéncia fundamentada em um processo de
investigacdo baseado na acdo do sujeito sobre os fenbmenos da realidade que o
cerca. Com isso, se estabelece um processo que avanca na tentativa de
desenvolver junto aos estudantes a validacdo e generalizagdo de ideias,
possibilitando a construcdo e manutencdo dos conceitos envolvidos durante a

investigacdo. Sobre essa construcdo, Bassanezi (2002) contribui:

No entanto, boa parte da génese das ideias matematicas é fruto de
abstracBes de situacBes empiricas, que seguem posteriormente, a
busca da alternativa estética e, quanto mais as ideias sé&o
aprofundadas e/ou generalizadas, mais se afastam da situacédo de
origem, acumulando detalhes cada vez mais complexos e menos
significativos para aqueles que estdo fora deste campo de estudo.
Na verdade, a matematica dita pura constréi ou descobre objetos de
estudos préprios, tratando-os como entes ideiais,
abstratos/interpretados, existentes/criados apenas na mente

humana, isto €, construidos de modo conceitual. (BASSANEZI,
2002, p.172)

Portanto, a Modelagem Matematica desempenha um papel central no
progresso do processo de construcdo de conhecimento matematico, uma vez que

avalia por parte dos estudantes sua capacidade de mobilizacdo na tentativa e busca
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pela compreensdo dos fendmenos que o0s cerca;, e por parte do professor,
considerado o mediador do processo, avalia a sua tentativa de mobilizar e desafiar

0s estudantes na criacdo, desenvolvimento e validacéo de ideias e hipoteses.

5. PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Artigue (1996) apresenta:

A engenharia didatica vista como metodologia de pesquisa de
investigacdo, caracteriza-se antes de mais nada por um esquema
experimental baseado em realiza¢des didaticas na sala de aula, isto
€, na concepc¢do, na realizacdo, na observacdo e na andlise de
sequéncias de ensino. (ARTIGUE, 1996, p.196)

Nota-se que engenharia didatica torna possivel ao professor repensar a sua
pratica docente enquanto atua em sala de aula e também que a realidade torna-se
cenario para reflexdo, criacdo e encaminhamento de propostas inovadoras de
ensino. Ao fazer uma abordagem dos conteudos utilizando esse método de ensino,
o professor pode questionar se € possivel que o0s estudantes aprendam
determinando conteddo através de uma sequéncia de atividades que pode ser
repensada e readequada durante a execucao da proposta.

Ao propormos a abordagem de situagOes-problema envolvendo modelagem
matematica através das Cadeias de Markov', a proposta de engenharia didatica
ocorreu através de quatro etapas ou fases: Analise prévia (1) — Nessa fase nos
guestionamos como ocorre 0 ensino dos conteudos propostos e quais os efeitos que
isso implica na aprendizagem dos alunos, fundamentados através de uma andlise
epistemoldgica sobre os conteldos visados pelo ensino. O pesquisador observa
também quais sdo as possiveis dificuldades apresentadas pelos alunos perante
esses conteudos. Concepgcdo do experimento, andlise a priori e criacdo das
hipoteses (2) — Criacdo da sequéncia de atividades que constituem o experimento.
Construcdo, por parte do professor, das hipéteses que serdo possivelmente
validadas durante a execucédo das atividades. Experimento (3) — Consiste na
execucao das atividades planejadas na etapa anterior. Anélise a posteriori (4) — Com

base nas observagdes produzidas durante a fase da experimentacdo, o professor

! para maiores detalhes matematicos sobre essemesnsulte Anton e Rorres (2012), Anton e Busl9p®),
Kemeny e Snell (1976), Behrends (2000).
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procura validar ou ndo as hipéteses inicialmente construidas e assim validar o seu
experimento didatico.

Na realizacdo do estudo inicial para o projeto de doutorado foi observada uma
amostra de 20 participantes, constituidos por alunos de graduacdo em licenciatura
em matemética e professores de matemética da regido de Passo Fundo (RS). A
amostra foi participante de uma oficina pedagégica? intitulada “Cadeias de Markov e
GeoGebra: Modelagem Matematica e possibilidades para a construcado de conceitos
através do uso de objetos virtuais” que ocorreu em um congresso na Universidade
de Passo Fundo (UPF). A oficina pedagégica ocorreu em um laboratério de
informatica da UPF equipado com todos 0s equipamentos necessarios para a
realizacdo da atividade.

O objeto virtual construido no software GeoGebra e apresentado na Figura 2
foi utilizado pelos participantes da oficina pedagégica durante a execucdo das
atividades e permitiu que o estudo da situagdo-problema fosse possivel de ocorrer.
Através do uso do objeto virtual foi possivel perceber que os sujeitos envolvidos
mobilizaram diferentes estruturas cognitivas na tentativa de analisar e construir um
modelo matemético procurasse explicar o fendébmeno estudado.

Atualmente é possivel acessar o objeto virtual “Cadeia de Markov — 2D”
apresentado nesta secdo através da internet. Ele encontra-se publicado no
repositério do GeoGebratube, sendo o seu acesso disponivel para qualquer pessoa
com acesso a internet. Quanto a postagem desse material no repositorio, destaca-se
que é possivel manipular e utilizar o objeto virtual sem fazer o download do arquivo
para o computador de acesso. Com isso, € possivel que demais professores,
estudantes e interessados no objeto virtual possam acessa-lo de qualquer lugar que
tenha acesso a internet. A Figura 2 ilustra o objeto virtual, juntamente com o link do
endereco de acesso.

Nota-se que o conjunto de atividades iniciais constituiu uma fonte inicial para
a compreensao de como € possivel através de uma situacao-problema construir um
cenario que possibilitasse a elaboracdo e construcdo de conceitos matematicos. O
uso da tecnologia possibilitou que através do exercicio sucessivo da abstracao fosse
possivel aprender matematica, uma vez que as atividades exigiam do sujeito a

constante acao sobre o0 objeto em estudo.

2 Atividades disponiveis enittps://dl.dropboxusercontent.com/u/60260993/atigies_markov_2D.pdf
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Figura 2 - Interface do objeto virtual construido no GeoGebra. Disponivel em:

https://tube.geogebra.org/material/show/id/860625

6. RESULTADOS DO EXPERIMENTO

A producéo dos sujeitos ao longo da oficina pedagdgica nos conduz para uma
reflexdo sobre a construcdo dos conceitos matematicos abordados durante a
sequéncia de atividades. O uso do objeto virtual proposto proporcionou aos sujeitos
a elaboracdo de hipéteses sobre o problema matemético estudado. As atividades
procuravam desafiar os sujeitos para o desenvolvimento de estratégias, com o
objetivo de criar um possivel modelo matematico que tornasse possivel
compreender a situacao apresentada.

Nos questionamentos iniciais do experimento buscou-se verificar se 0s
sujeitos eram capazes de através de uma leitura inicial sobre a situacdo-problema
apresentada extrair e citar informagdes matematicas que pudessem ser percebidas
no enunciado da questdo. Notou-se que 0s sujeitos citaram diversos e diferentes
assuntos matematicos, entre eles: porcentagem, taxas, regra de trés, probabilidade,

sistemas lineares, estatistica e funcdo exponencial. Trata-se de uma manifestacéo
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das abstra¢gfes pseudo-empirica, onde 0s sujeitos extrairam informag¢fes do objeto
como também as informagBes colocadas por eles no objeto. As estruturas de
pensamento ja presentes nos sujeitos mobilizaram diferentes esquemas, que por
sua vez agiram na direcao na expressao dos resultados.

Ao longo da realizacdo das atividades verificou-se que gradualmente os
sujeitos envolvidos na proposta desenvolveram o pensamento matematico na
direcdo da construcdo dos conceitos necessarios para a compreensao da situacao-
problema. Notou-se também uma evolucdo progressiva nos aspectos cognitivos
envolvendo atividades na dire¢cdo do éxito ou sucesso na realizacdo das mesmas.
Logo, a proposta procurou desafiar o sujeito no desenvolvimento de formas de
pensamento capazes de construir um possivel modelo matematico.

Notou-se que a constru¢cdo de um possivel modelo matematico ocorreu, mas
nao de forma satisfatoria para todos os participantes das atividades. Esse fato nos
leva a concluir que, ao partir de uma manipulagdo de dados e informagdes
empiricas, alguns estudantes, apesar de estar no ensino superior ndo conseguiram
por meio do exercicio gradual da abstracéo reflexionante compreender a situacéo na
sua totalidade. Ou seja, ndo conseguiram expressar matematicamente uma relagcéo
genérica capaz de explicar o fenbmeno observado e idealizado através das variaveis
consideradas.

Neste caso, notou-se que alguns participantes das atividades possuiam a
qualidade operatéria predominantemente no nivel empirico, ndo conseguindo
através de possiveis relacdes, ou ainda, das coordenacgdes de suas proprias acdes e
formas de pensamento, atribuir caracteristicas reflexivas capazes de permitir a
construcdo de um modelo matematico que possivelmente explicaria a situacao-
problema.

Alguns apontamentos decorrentes da realizacdo do experimento podem ser
considerados:

1) Os envolvidos ndo “pensavam” matematicamente de maneiras/modos

idénticos;

2) A construcdo do modelo matematico perpassou por sucessivos e graduais
micro-avancos na diregao do conhecimento envolvendo o objeto de
estudo;

3) O uso da tecnologia contribui no desenvolvimento dos sujeitos durante as

atividades, pois permitiu que eles, em sua maioria, se concentrassem
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exclusivamente na investigacdo e deducdes envolvendo a situagéo-
problema;

4) A passagem pelos niveis iniciais elementares da abstracao foi necessaria.

5) Percebeu-se que a elaboracdo de um possivel modelo mateméatico foi

resultado da evolucdo do exercicio da abstracdo, consequéncia das
abstracdes refletidas. O sujeito que conseguiu expressar 0 modelo
matematico na sua totalidade, mesmo que essa totalidade néao
representasse a realidade em sua integridade, foi capaz de compreender
gue o seu modelo construido se aplicava para todos 0s casos inicialmente
investigados empiricamente.

Portanto, este primeiro experimento analisou a producédo sob o aspecto da
elaboracdo e construcdo do conhecimento pelos sujeitos, buscando refletir sobre a
possivel manifestacdo da abstracéo reflexionante durante o processo. Verificou-se
que a construcdo do conhecimento matematico proposto na discussdo das
atividades realizadas com o experimento foi influenciada diretamente por: acdes do
sujeito sobre o0 objeto virtual utilizado e também pela acdo derivada das
coordenacdes de acdes do sujeito sobre o objeto, constituindo-se um processo de
construcdo/reconstrucéo de ideias, criacdo/validacdo de hipéteses e manutencéo de
um processo argumentativo capaz de produzir e expressar possiveis explicagdes
sobre os fatos observados.

Durante a realizacdo da proposta percebeu-se o exercicio da reflexdo e
reflexionamento por parte de alguns participantes, conforme destacado por Piaget
(1977), uma vez que o desempenho desses sujeitos gradualmente evoluiu durante a
oficina pedagdgica. Ao mobilizar diferentes estruturas cognitivas, notou-se que ao
enfrentar uma situacao-problema imposta houve a necessidade de efetuar o
melhoramento do exercicio de abstracdo, uma vez que com essa mobilizagdo
tornava possivel avancar na compreensdo do fenémeno investigado.

Ao mesmo tempo em que o0 exercicio da abstracdo ocorria foi possivel
perceber que a Modelagem Matematica de uma situacdo-problema envolvendo
Cadeias de Markov tornava os sujeitos criticos e posicionados em relacdo ao
fenbmeno estudado. Conforme apresentado anteriormente, “a modelagem ¢é
eficiente a partir do momento que nos conscientizamos que estamos trabalhando
com aproximacdes da realidade, ou seja, que estamos elaborando sobre

representacdes de um sistema ou parte dele.” (BASSANEZI, 2002, p.24).
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E finalmente, pode-se perceber que o0 uso do objeto virtual contribuiu para
gue 0s sujeitos, em sua maioria, conseguissem elaborar um modelo matematico que
procurasse explicar a situacdo estudada. Isso ndo ocorreu de forma automatica, e
sim na medida em que os sujeitos foram explorando e conhecendo mais o objeto em
estudo. Destaca-se que a alteracdo de parametros no objeto virtual e a manipulagéo
dos demais recursos disponiveis possibilitaram a construcdo de hipdteses
matematicas; com sua imediata validacdo ou refutacdo. Como o objeto virtual
possibilitava ao sujeito manipular dinamicamente os parametros na tela do
computador, estimulou-se assim a reformulacdo das hipoteses caso fosse
necesséario. A efetiva acdo do sujeito sobre o objeto em estudo contribuiu
significativamente para a construcdo de um modelo matematico, resultado do

melhoramento no exercicio da abstracéo ao longo da oficina.

7. CONCLUSOES PARCIAIS

Como resultado da aplicacdo do experimento didéatico, conclusGes sobre a
investigacdo de situacdes-problema envolvendo Modelagem Matematica com
Cadeias de Markov aliada com o uso da tecnologia informatica sdo possiveis de
inferir. Referente ao uso da Modelagem Matematica na exploracdo de problemas, o
experimento mostrou que ao diferenciar a complexa realidade durante a construcao
de um possivel modelo matematico, ha producdo de conhecimento por parte do
sujeito envolvido. Essa construcdo consiste em um processo continuo e gradual,
visando por parte do sujeito a maxima compreensdo dos fendbmenos da realidade
que o cerca.

Quanto ao uso dos recursos tecnologicos utilizados durante o experimento foi
possivel verificar o potencial desenvolvimento das mais variadas formas de
pensamento, possibilitando ao sujeito elaborar conjecturas e hipéteses através da
sua acao sobre o objeto do conhecimento. Portanto, através da exploracdo do objeto
virtual, o sujeito pdde visualizar, validar ou refutar de modo dindmico as hipoteses
previamente construidas.

E, por fim, quanto aos aspectos cognitivos, acreditamos que 0 uso do recurso
tecnolégico durante a proposta potencializou a criacdo e manutencdo de uma

possivel nova forma de pensamento no sujeito: o pensamento hipotético-continuo.
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Ou seja, verificou-se a existéncia de relag¢des intrinsecas entre a continuidade no
processo de abstracdo, manifestada através das modificacdes das acdes e do
proprio sujeito, com o processo de aperfeicoamento e construcdo de hipoteses. As
modificacdes na tela do computador através da mudanca dos parametros, por
exemplo, possibilitam que ocorresse uma reorganizacdo por parte do sujeito,
provinda da reflexdo ocorrida em um patamar cognitivo superior, fazendo com que
houvesse o estabelecimento de novas abstracdes que agem na direcao da formacao
de novas hipoteses, as quais avancam de modo dinamico e iterativo, promovendo a
reorganizagdo ou reestruturagdo das estruturas no sujeito. Quanto a pesquisa de
doutorado, cujo presente texto € um recorte de uma de suas etapas, esta na fase de

elaboracao do texto final da tese.
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