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Resumo: Este trabalho propée uma metodologia de analise inversa para a estimativa de parametros fisico-hidricos do solo, funda-
mentada no acoplamento entre um Algoritmo Genético e o Método das Diferengas Finitas para a solugao da equacao de Richards.
A equacgéo de Richards modela o fluxo da dgua em meios porosos ndo saturados, sendo no presente trabalho discretizada pelo
Método das Diferengas Finitas com um esquema implicito (Picard), assegurando, assim, estabilidade e consisténcia na presenca de
fortes néo linearidades. O problema inverso é formulado como um problema de otimizagéo, no qual os parametros hidraulicos sao
ajustados de modo a maximizar o coeficiente de determinacgéo entre os perfis de umidade simulados e observados. Simulagdes nu-
méricas foram realizadas para um problema de infiltrag&o vertical unidimensional em uma coluna de solo de 40 cm de profundidade,
utilizando o modelo de Haverkamp para descrever as relagdes constitutivas do solo. O Algoritmo Genético é configurado com uma
populacéo fixa, operadores de sele¢do por torneio, cruzamento aritmético, mutacgéo e elitismo. Diferentes cendrios séo investigados,
considerando a identificagcdo simultanea de quatro e cinco parametros. Os resultados indicam convergéncia eficiente do processo
inverso, com coeficientes de determinagéo superiores a R? > 0, 98 na maioria dos testes, evidenciando a robustez do acoplamento
proposto.

Palavras-chave: equagao de Richards; algoritmos genéticos; método das diferengas finitas; parametros hidricos; andlise inversa.

Abstract: This work proposes an inverse analysis methodology for estimating soil physical-hydraulic parameters, based on the coupling
between a Genetic Algorithm and the Finite Difference Method for solving the Richards equation. The Richards equation models
water flow in unsaturated porous media, being in this work discretized by the Finite Difference Method with an implicit scheme
(Picard), thus ensuring stability and consistency in the presence of strong nonlinearities. The inverse problem is formulated as an
optimization problem, in which hydraulic parameters are adjusted to maximize the coefficient of determination between simulated
and observed moisture profiles. Numerical simulations were performed for a one-dimensional vertical infiltration problem in a 40 cm
deep soil column, using the Haverkamp model to describe the soil constitutive relations. The Genetic Algorithm is configured with
a fixed population, tournament selection operators, arithmetic crossover, mutation and elitism. Different scenarios are investigated,
considering the simultaneous identification of four and five parameters. Results indicate efficient convergence of the inverse process,
with determination coefficients greater than R? > 0.98 in most tests, demonstrating the robustness of the proposed coupling.
Keywords: Richards equation; genetic algorithms; finite difference method; hydraulic parameters; inverse analysis.

Resumen: Este trabajo propone una metodologia de andlisis inverso para la estimaciéon de parametros fisico-hidricos del suelo,
fundamentada en el acoplamiento entre un Algoritmo Genético y el Método de las Diferencias Finitas para la solucion de la ecuacion
de Richards. La ecuacion de Richards modela el flujo del agua en medios porosos no saturados, siendo en el presente trabajo
discretizada por el Método de las Diferencias Finitas con un esquema implicito (Picard), asegurando asi estabilidad y consistencia
en presencia de fuertes no linealidades. El problema inverso es formulado como un problema de optimizacién, en el cual los
parametros hidraulicos son ajustados de modo a maximizar el coeficiente de determinacion entre los perfiles de humedad simulados
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y observados. Simulaciones numéricas fueron realizadas para un problema de infiltracién vertical unidimensional en una columna de
suelo de 40 cm de profundidad, utilizando el modelo de Haverkamp para describir las relaciones constitutivas del suelo. El Algoritmo
Genético es configurado con una poblacién fija, operadores de seleccién por torneo, cruzamiento aritmético, mutacion y elitismo.
Diferentes escenarios son investigados, considerando la identificaciéon simultdnea de cuatro y cinco parametros. Los resultados
indican convergencia eficiente del proceso inverso, con coeficientes de determinacién superiores a R? > 0,98 en la mayoria de las
pruebas, evidenciando la robustez del acoplamiento propuesto.

Palabras clave: ecuacion de Richards; algoritmos genéticos; método de las diferencias finitas; parametros hidricos; andlisis inverso.

1 INTRODUCAO

O solo desempenha fungdes essenciais nos ecossistemas terrestres, atuando como meio de suporte vegetal, re-
servatorio de agua e nutrientes, além de substrato para infraestruturas. A compreensao de suas propriedades fisicas e
hidricas é fundamental para garantir seu uso sustentavel e preservar suas fungdes ecossistémicas (Hillel, |1980; [Jury;
Horton|, |2004). A dinamica da agua no solo apresenta relevancia em mdltiplos contextos. Na agricultura brasileira, a
produgao de graos cresceu 510% entre 1975 e 2019, alcangando 232,6 milhdes de toneladas (Embrapa, 2020), impul-
sionada pela adogao de tecnologias avangadas e aprimoramentos na gestao hidrica. Parametros como capacidade de
campo e ponto de murcha permanente, derivados da curva de retengao de agua, permitem determinar o momento e a
quantidade de irrigacdo necessarias para as culturas (Van Genuchten, [1980; |Klar, |1988). Na engenharia geotécnica, a
compreensao do comportamento hidrico do solo é vital para a prevengao de deslizamentos, especialmente em regides
serranas brasileiras, como Rio de Janeiro e Petropolis, onde a infiltragdo durante chuvas intensas aumenta a pressao
nos poros, reduzindo a resisténcia ao cisalhamento e desencadeando rupturas.

A equagéo de Richards (Libardi, 2005) descreve matematicamente o movimento da agua em solos ndo saturados,
sendo resolvida numericamente por métodos como diferengas finitas, elementos finitos e volumes finitos (Celia; Boulou-
tas; Zarba, (1990} (Caviedes-Voullieme; Garcia-Navarro; Murillo, 2013};|Queirdz, 2017} [Souza, 2020} |Reis Moura; Souza
Teixeira; Santos, [2022). Tradicionalmente, os parametros fisico-hidricos do solo presentes na equagao de Richards sdo
obtidos por meio de ensaios laboratoriais, como a chamada “panela de Richards” (Libardi, [2005), procedimento que
pode demandar de um a trés meses para sua completa execugdo. Essas limitagdes motivam o desenvolvimento de
abordagens alternativas baseadas em analise inversa, nas quais os parametros hidraulicos sao estimados a partir de
dados dinamicos de umidade do solo, sem a necessidade de ensaios laboratoriais especificos para a curva de retengéao
e a condutividade hidraulica.

Neste trabalho, que tem origem em estudos da dissertagdo de mestrado do primeiro autor, propde-se uma me-
todologia de andlise inversa que acopla algoritmos genéticos e 0 método das diferengas finitas para a estimativa de
parametros fisico-hidricos do solo. Ressalta-se que os dados utilizados sao sintéticos, com o objetivo de avaliar a efi-
ciéncia e a robustez do método proposto. No entanto, a abordagem é geral e pode ser aplicada a diferentes tipos de
dados experimentais, incluindo medigdes diretas de umidade do solo obtidas por técnicas in situ, como a reflectometria
no dominio do tempo (RDT), entre outras. A principal vantagem da metodologia apresentada reside na possibilidade
de utilizar séries temporais de umidade do solo, obtidas em diferentes profundidades e em tempo quase real, reduzindo
significativamente o tempo necessario para a caracterizagao hidraulica do solo e ampliando o potencial de aplicagéao da
andlise inversa em estudos de monitoramento e modelagem em meios nao saturados. A utilizagdo de algoritmos ge-
néticos oferece robustez na busca de solugdes em espacos de alta dimensionalidade (Holland, |1975|;|Goldberg, (1989;
Michalewicz, 2013).

A pesquisa visa contribuir para o aprimoramento das técnicas de modelagem hidrica do solo, oferecendo estratégias
mais eficientes para otimizag&o dos recursos hidricos na agricultura e desenvolvimento de sistemas de monitoramento
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e alerta precoce de deslizamentos em areas de risco.

2 REFERENCIAL TEORICO

O fluxo de agua em meios porosos nao saturados é governado pela equagéo de Richards (Richards, |1931). Uma
dedugéo rigorosa desta equagao a partir da lei de Darcy-Buckingham e do principio de conservagao de massa pode
ser encontrada em [Libardi (2005), |Queir6z (2017) e [Souzal (2020). A equagao de Richards pode ser expressa em trés
formas principais. A forma mista, expressa em termos do contetido volumétrico de agua 6 e do potencial matricial ¢,,,

€ dada por:
a0 0 O,
ot 0z {me) ( R 1” 7 W

em que K (v.,,) é a condutividade hidraulica insaturada e z é a coordenada vertical (positiva para baixo).
A forma baseada no potencial matricial utiliza a capacidade especifica C().,) = 90 /0y,

OV, 0 O,
Clom) % = o7 [ (T2 +1)). @)

A forma baseada em umidade utiliza a difusividade hidraulica D(0) = K (6)0., /09:

00 0 {D ; ae} | OK(0) .

o 22 |PO% | T 5,

A equagao de Richards apresenta nao linearidade intrinseca devido a dependéncia da condutividade hidraulica em
relagdo ao contetdo de agua, impossibilitando a obtengao de solugdes analiticas para casos praticos, tornando indis-
pensavel o emprego de métodos numéricos. No presente trabalho, as simulagdes numéricas sao realizadas utilizando
0 método das diferencgas finitas com esquema implicito e iteragdes de Picard (Celia; Bouloutas; Zarbal |1990), avaliando
a forma v,,, (equagéo (2)). Esta formulacdo é amplamente empregada em cédigos computacionais como HYDRUS
(Simtinek et al., 2013) e SWAP (Kroes et al, 2017), justamente pelo equilibrio entre precisdo e estabilidade numérica.

2.1 MODELOS DE CURVAS DE RETENGAO E CONDUTIVIDADE HIDRAULICA

Para resolver numericamente a equagao de Richards, é necessario especificar as relagdes funcionais entre o con-
teldo de &gua, o potencial matricial e a condutividade hidraulica. Diversos modelos empiricos foram desenvolvidos para
descrever estas relagdes, sendo os mais utilizados os modelos de Brooks e Corey (Brooks; Coreyl |1964), Haverkamp
(Haverkamp et al.,[1977) e van Genuchten (Van Genuchtenl, [1980).

2.1.1 MODELO DE BROOKS E COREY (1964)

Brooks e Corey| (1964) propuseram um dos primeiros modelos para descrever a curva de retengao de agua no solo,
baseado no conceito de saturagéo efetiva S., definida como:

00,

0, —-0,]

onde 6 é o conteldo volumétrico de agua, 6,- € a umidade residual e 6 é a umidade de saturacao.
O modelo de curva de retencao é expresso por

Se
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» DY
<wm> . S€ Uy, > 1y
Se - b ) (5)

17 se ¢m < wb

onde v, é a pressao de entrada de ar (ou potencial de borbulhamento) e A é o indice de distribuigdo dos tamanhos de
poros.
A condutividade hidraulica relativa fica sendo dada pela seguinte equagao:

" >(2+2,5,\)

K () = K, ( »

ou, em termos da saturagao efetiva:

K(0) = K527, 7)

onde K é a condutividade hidraulica saturada.

2.1.2 MODELO DE HAVERKAMP (1977)

O modelo apresentado, inicialmente, em |[Haverkamp et al.| (1977), propde uma transigdo mais suave entre os esta-
dos de umidade, caracterizado por parametros de ajuste que influenciam diretamente a resposta do solo ao potencial
matricial. A curva de retencao é expressa por:

a(fs —0,)
a+[¢ml?

onde o > 0 e 8 > 0 sdo parametros empiricos de ajuste.

O(tm) = +6,, (8)

A condutividade hidraulica segue a forma:
KA
= 414 + |wm|,ya

onde A e v sdo parametros determinados empiricamente, proporcionando uma descri¢cdo consistente dos dados expe-
rimentais.

K (¢hm) 9)

2.1.3 MODELO DE VAN GENUCHTEN (1980)

O modelo proposto em van Genuchten| (1980) € reconhecido por sua versatilidade e ampla aplicabilidade, ofere-
cendo uma transigao nao linear que abrange desde a saturagao plena até condi¢gdes de umidade residual. A fungao de
retencéo é definida por:

(0, — 6,)[1+ ()] ™ + 01, S8t <0
0(tYm) = ) (10)
0s, se iy, >0

de modo que a > 0 (relacionado ao inverso da pressédo de entrada de ar), n > 1 (relacionado a distribuicao dos
tamanhos de poros) e m sdo parametros empiricos. Comumente, utiliza-se a restricdo m = 1 — % para simplificar o
modelo.
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A saturacio efetiva é expressa por:

0—0,

= =1 nTm. 11
Se=g—g = [+ (altm)"] (1)
A condutividade hidraulica relativa é dada por:
mq2
K(0) = K812 [1= (1= s2m) 7] (12)

2.2 METODO IMPLICITO COM ITERACOES DE PICARD

O método implicito surge como uma alternativa robusta ao esquema explicito para resolver a equagéo de Richards,
especialmente quando se necessita de maiores passos de tempo ou quando se lida com solos altamente nao lineares.
Diferentemente do método explicito, em que a solugdo no tempo /1 é calculada explicitamente a partir dos valores em
t/, o método implicito avalia os termos n&o lineares no tempo futuro, requerendo a solugéo de um sistema de equacdes
a cada passo temporal. A formulagao implicita da equagéo de Richards na forma mista é dada por:

@i+l _ i o . i+l
. = J+1y [ ZXm

sendo que o sobrescrito j denota o nivel temporal atual e j + 1 o nivel temporal futuro.

A principal dificuldade na implementagdo do método implicito reside na nao linearidade dos termos K (/1) e
6(771). Para contornar este obstaculo, emprega-se o método iterativo de Picard, que lineariza a equagao através de
iteragdes sucessivas em cada passo de tempo. O processo iterativo inicia-se, para cada novo passo temporal t/+1, com
uma estimativa inicial para o potencial matricial dada por:

1.0 _ g
U0 =, (14)
em que o segundo indice superior denota o numero da iteragdo de Picard.

A chave do método de Picard esté na linearizagéo do termo #7+1™+! através de uma expanséo em série de Taylor
truncada no termo de primeira ordem:

9j+1,m+1 _ Hj+1,77L + Cj—&-l,m(d]j-i-l,'rn—&-l _ ,(/}j—&-l,m) + 0(62) (15)
em que C(¢,,) = c’);dTi € a capacidade especifica do solo. Substituindo esta expansao na equagdo discretizada,
obtém-se um sistema linear para as corregdes 6™ = i FLhmtl _ gpirlm,

Ci+1m o

m _ Jj+1,m
At 0m 0z [K

o6y,

em que R7t1™ representa o residuo da equacgéo na iteragao m (Queirdz, [2017).
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2.2.1 DISCRETIZAGAO ESPACIAL E SISTEMA TRIDIAGONAL

A discretizacao espacial utiliza diferengas finitas centradas, considerando pontos intermediarios para o célculo dos
fluxos. Para um ponto genérico z; da malha, a derivada espacial do fluxo é aproximada por:

9

_ i+1/2 — di—1/2
0z

Az ’

%

com os fluxos nos pontos intermediarios dados por:

i+1,m+1 i+1,m+1
j+1,m Wiiflﬁ B W:Z "
Giy12 = K +1], (18)

i+1/2 Az

Jj+1m+1 wj+_1,m+1
o — K_j+1,m m,t m,i—1 1. 19
qi—1/2 As + (19)

As condutividades hidraulicas nos pontos intermedidrios sao calculadas pela média aritmética:

K@™) + K@l

j+1,m __ s

Kij+1/2 - 2 ) (20)
: K (o) + K (™)
+1m _ m,i—1 m,i

K25 = 5 : 1)

A aplicacao consistente do método de Picard resulta em um sistema tridiagonal para as corregoes di,; ;:
Pi0Yyy i1+ QiU + 10U i = Rf“’mv (22)

sendo que os coeficientes sao definidos como:

i+1,m
Kg—1/2
Az2
; m 41, i+1,m
G = cith n qu—l/;n + Kz']+1/2 (24)
! At Az? ’
Kj+l/,7r7,
i+1/2
Az2 7

Di = —

Ty = —

e o termo fonte é calculado por:

. . j+1,m Jj+1m
. gl _ gittm  KY - K’ 1 . . . . . .
1, : +1/2 1/2 +1, +1, +1, +1, +1, +1,
g L b T TR LRI e ) - KR it i) es)

3 ANALISE INVERSA

O problema direto consiste em resolver a equagao de Richards com parametros fisico-hidricos conhecidos, como
por exemplo 6,., 0, e K, para obter a evolugédo espago-temporal da umidade 6(z,¢). Dado um dominio 2 = [0, L],
condigdes inicial 6(z,0) = 6y(z) e de contorno apropriadas, a solugdo numérica pelo método das diferengas finitas
fornece o campo de umidade em instantes discretos.

O problema inverso inverte esta logica: dados observacionais de umidade 6°°(z;,¢;) séo utilizados para estimar os
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parametros desconhecidos que melhor reproduzem as medi¢des. Formalmente, busca-se x € RP? (vetor de parametros)
que minimize o desvio entre previsdes do modelo direto e observagdes experimentais. A Figura [f]ilustra esta relagéo
dual.

Figura 1 — Relagao entre problemas direto e inverso: no problema direto, parametros conhecidos geram previsoes de
umidade; no problema inverso, medigdes de umidade sao usadas para estimar parametros via otimizagao.

Problema Direto Problema Inverso
Parametros Umidade
x conhecidos #°°s medida
Modelo Otimizacao
(Richards + MDF) (AG + MDF)
o] Inversdo ______ oy

Umidade Parametros
0(z,t) x estimados

Fonte: Autores (2025).

A reflectometria no dominio do tempo (RDT) é uma das técnicas que podem ser utilizadas para a obtengéo de
dados de umidade volumétrica do solo, baseando-se na propagacao de pulsos eletromagnéticos e na relagao entre a
constante dielétrica do meio e o teor de agua. Por permitir leituras instantdneas e o monitoramento continuo ao longo
do tempo e em diferentes profundidades, a RDT constitui um exemplo de fonte de dados potencialmente adequada para
aplicagbes em analise inversa.

Ressalta-se, entretanto, que a metodologia de analise inversa proposta neste trabalho é independente da técnica
especifica de aquisicdo dos dados de umidade. Uma das principais vantagens dessa abordagem é a possibilidade
de contornar a necessidade dos ensaios laboratoriais classicos de caracterizagdo da curva de retengdo de agua e da
condutividade hidraulica, substituindo-os pela utilizagdo de dados dindmicos de umidade, obtidos ao longo do tempo
e do perfil do solo. No presente estudo, os dados utilizados séo sintéticos, tendo sido gerados a partir da solugao do
problema direto, com o objetivo de avaliar, de forma controlada, o desempenho do algoritmo genético na estimativa dos
parametros fisico-hidricos.

O problema inverso associado a estimativa de parametros hidraulicos a partir de dados de umidade é, em geral,
nao unico, podendo existir diferentes conjuntos de parametros que produzem valores similares da fungao objetivo. Essa
caracteristica esta relacionada a presenca de correlagdes entre parametros e a limitada sensibilidade de determina-
das variaveis de estado aos parametros estimados, configurando uma situagdo analoga a uma frente de solugdes
equivalentes no espago de busca. No presente estudo, a utilizagdo de dados sintéticos e a comparagao direta com
os parametros verdadeiros permitiram avaliar a capacidade do algoritmo genético em identificar solugdes fisicamente
consistentes, ainda que ndo necessariamente Unicas. Estratégias adicionais, como a incorporagao de multiplos crité-
rios, regularizagéo ou informagdes a priori, podem ser empregadas em aplicagdes futuras para mitigar os efeitos da
nao unicidade. Essas consideragdes reforgam o carater exploratério e metodoldgico do presente estudo, bem como
a adequacéo do algoritmo genético como ferramenta para a andlise inversa de problemas associados a equagéao de
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Richards.

3.1 FORMULAGAO DO PROBLEMA DE OTIMIZAGAO

Considerando L observagdes de umidade {¢#%°}L | obtidas em diferentes posicdes e tempos, a fungéo objetivo
classica para estimagao de parametros € a soma dos quadrados dos residuos:

L
Fx) =2 (65%(x) — 69%)°, (27)

i=1

N =

em que x representa o vetor que armazena as denominadas variaveis de projeto do problema de otimizagao, no caso,
os pardmetros que caracterizam os diferentes modelos de curva de retengdo da agua no solo, enquanto 6%(x) ¢ a
umidade estimada pelo método das diferencgas finitas para cada solugédo candidata de parametros 6timos. O problema
de minimizag&o pode ser transformado em um problema de maximizagéo utilizando o coeficiente de determinagéo R?:

L es _ pobs) 2
max R(x)=1- Dim (077(x) — 07%) , (28)

x€D SE L (6obs — golos,)2

em que 0°s = L 571 99s ¢ a média das observagdes. O coeficiente R? varia entre 0 e 1, com valores préximos a 1,
indicando melhor ajuste entre dados estimados e observados.

O dominio de busca D é definido pelos intervalos fisicamente admissiveis para cada parametro, estabelecidos com
base nas propriedades naturais dos solos. A cada iteragao do algoritmo de otimizagado, o problema direto é resolvido

t
para calcular 6% (x).

3.2 ALGORITMO GENETICO

Algoritmos genéticos (AGs) sdo meta-heuristicas inspiradas em evolugao natural que exploram o espago de busca
globalmente a partir de operadores de selegdo, cruzamento e mutagao (Goldberg, [1989]; Michalewiczl, 2013). Para
o problema inverso, envolvendo a equacéo de Richards, o AG opera iterativamente com os passos apresentados na
Figura[2] os quais seréo discutidos detalhadamente nas proximas segoes.
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Figura 2 — Fluxograma do Algoritmo Genético

[Inicializar Populagéo}
v
MDF

J

Calculo de Aptidao

!

Sim

Critério de Parada?

Selecao

Y

Cruzamento

J

Mutacao

J

Nova populagéao

Melhor Solugao

Fonte:|Santos et al.[ (2025, p. 5).

3.2.1 INICIALIZACAO DA POPULACAO

A populagao inicial é formada por um conjunto de individuos, tal que cada individuo representa uma possivel solugao
do problema. Cada individuo € um vetor contendo os parametros do modelo hidraulico escolhido, por exemplo,

x® =0,,0,, K,,...].

Cada parametro é sorteado aleatoriamente dentro de seu intervalo fisico permitido 6, € [a1,b1], 05 € [az,b2],
K, € [ag,b3]. Cada vetor de parametro é entdo utilizado no modelo hidraulico para calcular valores estimados, que

serdao comparados com os dados experimentais.

REMAT: Revista Eletronica da Matematica




3.2.2 CALCULO DE APTIDAO (FITNESS)

Cada individuo ¢ avaliado por uma fungéo objetivo. Neste trabalho, utiliza-se o coeficiente de determinagéo (28).
Quanto mais préximo de 1 for o valor de R?, melhor é a aptidao do individuo, indicando a qualidade em que o conjunto
de parametros (0, 5, K, ...) representa os dados experimentais.

3.2.3 SELEGAO POR TORNEIO

O processo de selegéo escolhe quais individuos irdo gerar descendentes. Inicialmente, sorteiam-se 3 individuos
aleatoriamente da populagéo, e o individuo, com maior aptidao (R? mais préximo de 1), é selecionado como primeiro
campedo. Em seguida, repete-se o sorteio de mais 3 individuos (podendo incluir o vencedor anterior), € o vencedor
deste segundo torneio € selecionado como segundo campeédo. Esses dois campedes serdo cruzados para gerar um
novo individuo.

3.2.4 CRUZAMENTO

Os dois parentes selecionados geram um descendente a partir da média aritmética de seus parametros:

fitho _ x' + XQ. (30)
2
Ou seja, cada parametro do filho é a média dos parametros correspondentes dos pais:
0! + 62
2
O mesmo vale para os demais parametros do modelo adotado.

filho __
glitho —

3.25 MUTACAO

Como o algoritmo genético trabalha com codificagao real, a mutagdo consiste em adicionar uma pequena variagao
nos valores dos parametros. Para cada parametro do individuo, ha uma probabilidade de ocorrer mutagao:

pmutado — poriginal + 5’ (32)

em que § é uma perturbagao aleatéria pequena.

Exemplo numérico: Antes: 0, = 0.450; apds mutagdo: 0, = 0.453 (variacdo de 0.003).
3.2.6 ELITISMO

O elitismo preserva os melhores individuos da geracgao atual, garantindo que eles passem intactos para a préxima

geragao. Isso evita que boas solugdes sejam perdidas ap6s 0 uso dos operadores genéticos, cruzamento e mutagao.

4 RESULTADOS

Para validar a metodologia proposta, foram realizadas simulagées numéricas considerando um problema de infil-
tragéo vertical unidimensional em uma coluna de solo com 40 cm de profundidade, conforme apresentado em |Celia,
Bouloutas e Zarba (1990). O modelo de Haverkamp foi utilizado para descrever as curvas de retengdo e de con-
dutividade hidraulica, com os seguintes parametros: 6, = 0,075, 6, = 0,287, K; = 0,00944 cm/s, o, = 1611000, 0,
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Br = 3,96, Ay, = 1175000, 0, v, = 4, 74. As condigdes de contorno impostas foram v,,,(¢,0) = —20, 7 cm (6 = 0, 26756)
no topo da coluna e ,,(t,40) = —61,5 cm (§ = 0,09985) na base. A condigao inicial adotada foi v,,(0,z) = —61,5
cm (# = 0,09985) para todo o dominio.

Ressalta-se que os dados de umidade utilizados na etapa de andlise inversa foram gerados sinteticamente a partir
da solugdo do problema direto, considerando o conjunto de parametros hidraulicos previamente definidos, os quais
caracterizam um solo equivalente do ponto de vista hidraulico. As condig¢des iniciais e de contorno impostas confi-
guram uma situagao de infiltragdo vertical em um solo inicialmente mais seco, representativa de processos tipicos de
molhamento, como eventos de irrigagao ou recarga hidrica.

A extragdo de dados de umidade em mudltiplas profundidades ao longo do perfil simula uma disposi¢ao realista de
sensores em uma coluna de solo. Por se tratarem de dados sintéticos, nao ha influéncia de ruidos instrumentais nem
necessidade de calibragao de sensores, permitindo avaliar o desempenho da metodologia de andlise inversa em um
ambiente controlado e fisicamente consistente.

41 SIMULACAO COM ESQUEMA IMPLICITO

Para a obtenc¢éo da solugao numérica da equacao de Richards, empregou-se o método das diferengas finitas com
um esquema temporal implicito, utilizando o processo iterativo de Picard. A malha espacial foi definida com incremento
Az = 1,0 cm, totalizando 41 nés ao longo da coluna de solo, enquanto o passo temporal adotado foi de At = 5,0 s.
As simulacgdes foram conduzidas para trés diferentes intervalos de tempo: T'=180s, T =360se T = 720 s.

Conforme ilustrado na Figura[3] observa-se o comportamento caracteristico da infiltragdo de agua no solo, com uma
frente de umidade bem definida que progride em profundidade ao longo do tempo. A evolugao temporal da infiltragao
pode ser observada nas diferentes curvas: aos 180 s (curva tracejada em vermelho), a frente de umedecimento penetra
até aproximadamente 15 cm; aos 360 s (curva tracejada em amarelo), alcanga cerca de 18 cm; e aos 720 s (curva com
marcadores circulares em azul), atinge aproximadamente 22 cm de profundidade. Essa desaceleragao progressiva do
avango é esperada e esta em conformidade com a fisica do processo de infiltragdo. Vale destacar que tal dinamica é
fortemente influenciada pelo tipo de solo. Em solos arenosos, por exemplo, a alta condutividade hidraulica resulta em
uma frente mais nitida e em um avango mais rapido. Por outro lado, em solos argilosos, a frente tende a ser mais difusa
e a infiltragé@o ocorre de forma mais lenta, conforme exemplificado por |Hillel| (1980, p. 20).

4.2 ANALISE DE CONVERGENCIA NUMERICA

Para verificar se 0 método numérico esta funcionando corretamente, € necessario realizar uma andlise de conver-
géncia (Roache], [1998). Essa analise consiste em refinar progressivamente o passo de tempo (At) e observar como o
erro da solugéo numérica diminui (Ferziger; Peric; Street, [2002). Neste estudo, manteve-se fixa a discretizacdo espacial
(Az = 1,0 cm) e foram testados quatro passos de tempo diferentes: 1,0s, 0,2, 0,04 s e 0,008 s.

Para quantificar o erro entre solu¢des consecutivas, utilizou-se a norma L., uma métrica amplamente empregada
em andlises numéricas (Burden; Faires| 2010, p. 439):

9n+1 9n2
lelz. = \/Z o )

em que 9?“ representa a solugéo obtida com o passo de tempo mais refinado e 0] a solugdo com o passo de tempo
anterior.
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Figura 3 — Simulag&o numérica com o esquema implicito
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A Figura[4] apresenta os resultados em escala logaritmica, um tipo de grafico que facilita a identificagdo da taxa de
convergéncia do método (Oberkampf; Roy, [2010). Quando os pontos formam uma linha reta nessa escala, a inclinagdo
dessa reta indica a ordem de precisdo do método numérico. No presente caso, a equacao da reta ajustada aos dados
foi y = 1,1690x — 2, 5461, com um coeficiente de determinacdo R? = 0, 9975.

A inclinagdo de aproximadamente 1,17 é particularmente importante, pois ela confirma que o método possui con-
vergéncia de primeira ordem, ou seja, O(At) (Hairer; Wanner, [1996; [Butcher, 2016). Em termos praticos, isso significa
que, ao reduzir o passo de tempo pela metade, o erro também é reduzido aproximadamente pela metade. Esse com-
portamento é exatamente o esperado para o esquema de Euler implicito, validando a implementagédo computacional
realizada.

Além disso, o valor de R? = 0,9975 (muito proximo de 1) indica que os dados experimentais seguem com alta
fidelidade o comportamento tedrico previsto (Roy, 2005} |Celik et all 2008). Isso demonstra que o solver numérico
desenvolvido é estavel, consistente e apresenta o desempenho esperado quando submetido ao refinamento da malha
temporal.
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Figura 4 — Convergéncia do método implicito

C T T T T T
25k ,. -
I ’
r r'e
,
’
3k e J
—_ i s
o r 4
.E I /,
= [ |
= -35F , -
L 3 .
% L L7
S ! e
= 4} -, b
S .
E i A
en I 7z
S .t .
4.5k . s -
[ ’
,
-,
,
5k w ]
= = =Ajuste Linear
B Erro Numérico
L i i i i 1 i i " i 1 i L i i 1 i " i i 1

-2 -1.5 -1 -0.5 0
logo(A 1)
Fonte: Autores (2025).

4.3 ACOPLAMENTO DO AG AO MDF

A andlise inversa foi conduzida utilizando o algoritmo genético acoplado ao método das diferengas finitas implicito.
O algoritmo foi implementado com populagao de 30 individuos, 50 geragoes, taxa de cruzamento (p.) entre 60% e 80%,
e taxa de mutacao (p,,,) entre 20% € 40%.

O algoritmo genético foi configurado inicialmente para estimar quatro parametros do modelo de Haverkamp (6., 6;,
K, e (), mantendo os demais (ay, Aj € ;) fixos em seus valores verdadeiros. Os dominios de busca estabelecidos
foram: 6,. € [0,0001;0,1], 85 € [0,2;0,5], K5 € [0,0001;0,1] cm/s e 85, € [1,0;5,0].

Os dados observados foram gerados sinteticamente pela solugéo do problema direto com parametros verdadeiros
conhecidos. Extrairam-se valores de umidade em oito profundidades (z = 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35 e 40 cm) no instante
t = 720 s, simulando uma configuracgéo realista com sensores de umidade instalados ao longo do perfil do solo.

O primeiro teste do algoritmo genético focou na estimagao de quatro parametros do modelo de Haverkamp (6,.,
0s, K¢ e Br), mantendo fixos os demais («y,, Ay, € 7y,) em seus valores verdadeiros. Os resultados quantitativos sao
apresentados na Tabela[f] enquanto a representagéo grafica do perfil de umidade pode ser observada na Figura[5

Nesta primeira simulagao, o algoritmo genético acoplado ao método das diferengas finitas implicito obteve um de-
sempenho adequado na estimativa dos parametros hidraulicos do solo, com o coeficiente de determinacdo R? =
0, 996528, refletindo uma concordancia razoavel entre os perfis de umidade observados e simulados, embora inferior
ao esperado em cenarios ideais. Os erros absolutos variam entre os parametros, com 6,. em 0,0078 sugerindo uma
superestimagao moderada do contelido residual, possivelmente ligada a menor influéncia desse parametro no esta-
gio inicial da infiltracdo onde os dados foram capturados, enquanto 6, com 0,0216 indica desvio maior no contelido
saturado, central para o avango da frente de umedecimento e potencialmente afetado por interagées nao lineares no
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Tabela 1 — Comparagao entre pardmetros verdadeiros e estimados pelo algoritmo genético

Parametro Valor Observado Valor Estimado Erro Absoluto

0, 0,0750 0,0828 0,0078
05 0,2870 0,3086 0,0216
K 0,0094 0,0108 0,0014
Bh 3,9600 4,0926 0,1326

Coeficiente de determinagdo: R? = 0, 996528
Fonte: Autores (2025).

Figura 5 — Simulagao do perfil de umidade com 4 pardmetros estimados
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modelo; ja K, com 0,0014 aponta para superestimacado da condutividade saturada, relacionada a dependéncia com 3,
e a limitagédo dos dados a um Unico instante, e 3;, com 0.1326 demonstra o maior erro absoluto, essencial para a forma
da curva de retengao, o que pode comprometer a precisao em simulagdes de longo prazo.

Do ponto de vista qualitativo, a Figura [5|demonstra que o algoritmo foi capaz de capturar a estrutura geral do perfil
de infiltragcdo, sem desvios sistematicos aparentes entre os valores estimados e observados. O ajuste mantém-se
consistente tanto nas camadas superficiais, dominadas pela proximidade com a condi¢do de contorno superior, quanto
em profundidades intermediarias, onde a propagagao da frente de molhamento é governada pela interagao entre os
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parametros estimados. A auséncia de distorgdes significativas ou padroes de erro ao longo do perfil sugere que,
mesmo com 0s erros individuais nos parametros reportados, suas combinagées resultam em previsdes fisicamente
coerentes do processo de redistribuicdo de agua no solo. Este resultado inicial valida a aplicabilidade da metodologia
para cendrios com espago paramétrico reduzido, estabelecendo uma base sélida para a expansao gradual rumo a
estimagao simultdnea de um nimero maior de parametros.

O segundo teste visou estimar cinco parametros do modelo de Haverkamp (6,., 05, K, 81, € «y), mantendo os
demais (A e v3) fixos em seus valores verdadeiros. Os dominios de busca foram mantidos para os quatro parametros
iniciais: 6, € [0,0001;0,1], 65 € [0,2;0,5], K € [0,0001;0,1] cm/s e 8 € [1,0;5,0], com a adi¢do de oy, € [1,0; 10, 0].
As demais configuragdes do algoritmo genético foram mantidas idénticas ao teste anterior, preservando o tamanho da
populagéo, as taxas de cruzamento e mutagédo, e o nimero de geragdes. A Tabela[2] apresenta a comparagao entre os
valores verdadeiros e os estimados a partir da metodologia proposta, enquanto a Figura[6]apresenta o perfil de umidade
utilizando os parametros estimados e os dados observados.

Tabela 2 — Comparagao entre parametros verdadeiros e estimados pelo algoritmo genético, com erro absoluto.

Parametro Valor Observado Valor Estimado Erro Absoluto

0, 0,0750 0,0851 0,0101
05 0,2870 0,3084 0,0214
K 0,0094 0,0115 0,0020
Bh 3,9600 41712 0,2191
ap, 1611000 1913700 302710

Coeficiente de determinacgédo: R = 0,995499
Fonte: Autores (2025).

A estimagao de cinco parametros, incluindo agora ay,, ampliou a complexidade do problema devido a magnitude
elevada deste parametro (da ordem de 10°) e sua forte influéncia sobre a presséo capilar no solo. A expanséo do
espacgo de busca naturalmente elevou a complexidade, e os resultados mostram um aumento moderado nos erros em
comparagao com o cenario de quatro parametros.

Nota-se uma superestimacao consistente em todos os paradmetros, especialmente em «y, cujo erro absoluto é
grande em magnitude, mas que, em termos relativos, pode ndo impactar drasticamente a forma da curva de umidade.
O coeficiente de determinacéo permaneceu alto (R? = 0,995499), indicando que o modelo ainda se ajusta bem aos
dados observados, embora um pouco menos preciso que no teste com quatro parametros.

A Figura [6] assim como a Figura 5] confirma visualmente essa aderéncia adequada entre os perfis observados
(curva pontilhada azul) e estimado (curva trecejada em laranja), com ambas as curvas praticamente sobrepostas ao
longo de toda a profundidade do solo. A concordancia é notavel principalmente na zona de transicdo da frente de
umedecimento, entre 15 e 25 cm de profundidade, onde o gradiente de umidade é mais acentuado e a sensibilidade
aos parametros hidraulicos é maior.

Apesar dos erros absolutos identificados na Tabela[2] o perfil simulado captura satisfatoriamente tanto a regido pré-
xima a superficie, onde a umidade se aproxima da saturagao, quanto as camadas mais profundas, onde o contetdo de
agua diminui gradualmente. Essa representagao grafica evidencia que, mesmo com a inclusao de a;, e 0 consequente
aumento da complexidade do problema inverso, o algoritmo genético foi capaz de produzir um conjunto de parametros
que reproduz adequadamente o comportamento fisico da infiltragdo de agua no solo no instante analisado.
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Figura 6 — Simulagao do perfil de umidade com 5 parametros estimados
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Isso mostra que a inclusdo de mais parametros, sem ampliar a variedade de dados ou os instantes de medigao, pode
levar a compensagoes entre eles, pois o algoritmo ajusta um conjunto para reproduzir o perfil observado. A estimativa
de a4, em particular, fica mais sensivel devido a sua escala e a influéncia conjunta com 3, e K.

Importante salientar que o presente estudo tem carater metodolégico e visou explorar um cenario sintético repre-
sentativo, sendo a investigacao sistematica da sensibilidade do método a diferentes tipos de solo, resolugdes espaciais
e temporais um desdobramento natural da abordagem proposta.

5 CONSIDERAGOES FINAIS

Neste trabalho, foi desenvolvida e avaliada uma metodologia de andlise inversa baseada no acoplamento entre
algoritmos genéticos e a equacéo de Richards, resolvida numericamente por meio do método das diferencas finitas
com esquema implicito e itera¢des de Picard. A abordagem foi avaliada a partir de dados sintéticos de umidade do solo,
com o objetivo de investigar a eficiéncia, a estabilidade numérica e a robustez do método na estimativa de parametros
fisico-hidricos essenciais a simulagao do fluxo de 4gua em meios nao saturados.

Os resultados obtidos demonstram que a metodologia proposta é numericamente estavel, computacionalmente
viavel e capaz de estimar, com elevada precisao, os parametros do modelo de Haverkamp, apresentando coeficientes de
determinagao préximos da unidade, mesmo em cenarios com maior niimero de parametros e na presencga de ruido nos
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dados. Observou-se, entretanto, que alguns parametros apresentam menor identificabilidade, especialmente quando
fortemente correlacionados ou pouco sensiveis aos perfis de umidade considerados, caracteristica inerente a problemas
inversos mal-condicionados. Esses aspectos ressaltam a importancia da andlise de sensibilidade e da escolha criteriosa
de dados observacionais, tanto no espago quanto no tempo.

A principal contribuicdo da metodologia apresentada reside na redugéo substancial do tempo necessario para a
caracterizagdo hidraulica do solo, tradicionalmente realizada por ensaios laboratoriais demorados, como aqueles em-
pregados na obtencao direta das curvas de retengdo e condutividade hidraulica. Embora o presente estudo tenha sido
conduzido com dados sintéticos, a abordagem é geral e pode ser aplicada a diferentes fontes de dados experimentais,
incluindo medicdes in situ de umidade do solo. Nesses casos, ressalta-se que a adequada calibragdo dos sensores e
a consideragao das caracteristicas especificas do solo sao fundamentais para a correta interpretagéo dos parametros
estimados.

Dessa forma, os resultados apresentados ndo apenas evidenciam a eficiéncia do algoritmo genético na resolugéao
de problemas inversos associados a equagéo de Richards, como também reforgam o potencial da analise inversa como
uma ferramenta robusta e flexivel para a estimativa de parédmetros fisico-hidricos do solo em diferentes contextos de
modelagem e monitoramento ambiental.
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