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Resumo: Com o objetivo de investigar soluções numéricas para o fluxo de água em aquíferos confina-
dos, este trabalho compara o desempenho do Método das Diferenças Finitas (MDF) e do Método das
Soluções Fundamentais (MSF). A equação diferencial parcial utilizada modela o fluxo de água subter-
râneo com extração ou recarga de água via poço, combinando a conservação de massa com a Lei de
Darcy. O objetivo principal consiste em realizar simulações e comparações numéricas utilizando os dois
métodos numéricos citados, sendo ambos aplicados à equação bidimensional em regime estacionário.
Uma diferença fundamental entre os métodos é que o MDF exige a construção de uma malha interconec-
tada de pontos (ou nós), nos quais são calculados os valores aproximados da função solução. Por outro
lado, o MSF não requer a construção de malha, estimando a solução em nós distribuídos livremente no
domínio, com base na solução fundamental e nas condições de contorno do problema. Contudo, para
fins de comparação direta entre os métodos, os pontos do MSF foram escolhidos de modo a coincidir
com os nós do MDF, assegurando a equivalência espacial entre as soluções numéricas obtidas. Dessa
forma, busca-se evidenciar as potencialidades e limitações de cada abordagem. Ambos os métodos
foram submetidos a comparações entre si e com soluções analíticas, sempre que disponíveis, apresen-
tando resultados satisfatórios nas aplicações propostas. A análise revelou que cada método apresenta
vantagens e desvantagens específicas, sendo a escolha dependente das características particulares do
problema analisado.
Palavras-chave: Modelagem Matemática; fluxo de água subterrâneo; aquíferos confinados; Método das
Diferenças Finitas; Método das Soluções Fundamentais.

Abstract: With the aim of investigating numerical solutions for groundwater flow in confined aquifers, this
study compares the performance of the Finite Difference Method (FDM) and the Method of Fundamental
Solutions (MFS). The governing partial differential equation models subsurface flow involving water ex-
traction or recharge through a well, combining mass conservation with Darcy’s Law. The main objective
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is to perform simulations and numerical comparisons using the two aforementioned numerical methods.
Both approaches are applied to a two-dimensional steady-state formulation. A key difference between the
methods lies in their spatial discretization: FDM requires the construction of an interconnected mesh of
points (or nodes), where approximate values of the solution function are computed. In contrast, MFS does
not require mesh generation; instead, it estimates the solution at freely distributed nodes in the domain,
based on the fundamental solution and the problem’s boundary conditions. However, for the purpose of
direct comparison between the methods, the MFS nodes were selected to coincide with those used in the
FDM, ensuring spatial equivalence between the numerical solutions. This strategy aims to highlight the
strengths and limitations of each approach. Both methods were compared with each other and with analy-
tical solutions, whenever available, yielding satisfactory results for the proposed applications. The analysis
showed that each method has specific advantages and disadvantages, and that the choice depends on
the particular characteristics of the problem under consideration.
Keywords: Mathematical Modeling; groundwater flow; confined aquifers; Finite Difference Method; Method
of Fundamental Solutions.

Resumen: Con el objetivo de investigar soluciones numéricas para el flujo de agua en acuíferos con-
finados, este estudio compara el desempeño del Método de Diferencias Finitas (MDF) y del Método de
Soluciones Fundamentales (MSF). La ecuación diferencial parcial considerada modela el flujo subterráneo
de agua con extracción o recarga mediante un pozo, combinando la conservación de la masa con la Ley
de Darcy. El objetivo principal consiste en realizar simulaciones y comparaciones numéricas utilizando los
dos métodos mencionados. Ambos enfoques se aplican a la ecuación bidimensional en régimen estacio-
nario. Una diferencia fundamental entre los métodos radica en la discretización espacial: el MDF requiere
la construcción de una malla interconectada de puntos (o nodos), en los cuales se calculan valores apro-
ximados de la función solución. Por otro lado, el MSF no requiere la generación de malla; en cambio,
estima la solución en nodos distribuidos libremente en el dominio, basándose en la solución fundamental
y en las condiciones de contorno del problema. No obstante, para permitir una comparación directa entre
los métodos, los nodos del MSF fueron elegidos de manera que coincidieran con los del MDF, asegurando
así la equivalencia espacial entre las soluciones numéricas obtenidas. Esta estrategia busca evidenciar
las potencialidades y limitaciones de cada enfoque. Ambos métodos fueron comparados entre sí y con
soluciones analíticas, cuando estuvieron disponibles, mostrando resultados satisfactorios en las aplicaci-
ones propuestas. El análisis reveló que cada método presenta ventajas y desventajas específicas, y que
la elección depende de las características particulares del problema analizado.
Palabras clave: Modelado Matemático; flujo de sgua subterránea; acuíferos confinados; Método de Dife-
rencias Finitas; Método de Soluciones Fundamentales.

1 INTRODUÇÃO

A escassez crescente de água superficial em várias regiões do planeta, aliada ao aumento da

demanda por água potável, tem impulsionado a pesquisa em torno de fontes alternativas como

os aquíferos subterrâneos. Reservatórios naturais armazenam água em meios porosos, desem-

penhando um papel fundamental na manutenção de ecossistemas, no abastecimento urbano e

industrial, na irrigação agrícola e na preservação ambiental. Em contextos de crise hídrica, os

aquíferos se configuram como alternativa viável e estratégica para garantir a segurança hídrica

da população (Feitosa et al., 2008; Wendland, 2012).

Dentre os diversos tipos de aquíferos, os confinados porosos se destacam por apresenta-

rem boas condições de armazenamento e qualidade da água, além de estarem naturalmente
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protegidos contra contaminantes superficiais. A gestão eficiente desses sistemas requer o en-

tendimento preciso do comportamento do fluxo subterrâneo, especialmente em cenários que

envolvem a extração ou a recarga de água por meio de poços. Nesse sentido, a formulação

matemática do escoamento em meios porosos, baseada na equação da conservação de massa

associada à Lei de Darcy, tem sido amplamente utilizada como modelo de referência.

A complexidade dos problemas reais dificulta a obtenção de soluções analíticas. Diante

desse cenário, a aplicação de métodos numéricos para a resolução de equações diferenciais

parciais torna-se uma ferramenta indispensável em simulações de problemas reais.

Entre as técnicas disponíveis, destaca-se o Método das Diferenças Finitas (MDF), uma abor-

dagem clássica que depende da discretização do domínio por meio de uma malha regular e da

substituição das derivadas por aproximações baseadas em séries de Taylor. Mais recentemente,

o Método das Soluções Fundamentais (MSF) tem sido explorado como uma alternativa inova-

dora, especialmente por sua característica de ser um método sem malha, no qual a solução é

estimada em nós livremente distribuídos, utilizando-se a solução fundamental da equação go-

vernante em conjunto com as condições de contorno. No contexto da modelagem de aquíferos,

o uso do MSF ainda é relativamente recente e menos difundido quando comparado ao MDF.

O presente trabalho corresponde a um excerto da dissertação de mestrado (Siqueira, 2023),

e tem como objetivo principal comparar numericamente o desempenho do MDF e do MSF na

simulação do fluxo de águas subterrâneas em aquíferos porosos confinados, em regime esta-

cionário e em duas dimensões. A partir da implementação computacional dos métodos, são

analisadas suas potencialidades, limitações, estabilidade e acurácia frente a soluções analíticas

conhecidas, quando disponíveis. Busca-se, com isso, contribuir para a compreensão do com-

portamento de cada abordagem e fornecer subsídios para a escolha do método mais adequado

conforme as características específicas do problema em estudo.

2 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

2.1 AVANÇOS RECENTES E DESAFIOS NA MODELAGEM NUMÉRICA DE AQUÍFEROS

Nas últimas décadas, a modelagem de aquíferos porosos confinados tem passado por avan-

ços significativos, especialmente no desenvolvimento de métodos que ampliam a precisão e

a flexibilidade computacional. O MDF, por exemplo, permanece amplamente utilizado por sua

robustez e implementação direta em malhas estruturadas (Wendland, 2012). No entanto, a de-

manda por simulações em domínios extensos, complexos e com geometrias irregulares tem

impulsionado o uso de métodos sem malha, como o MSF. Trabalhos recentes demonstram a

viabilidade do MSF em problemas hidrogeológicos, destacando sua capacidade de lidar com

diferentes condições de contorno e fontes pontuais (Das; Eldho, 2022; Wang; Zheng, 2015).

Apesar de suas vantagens, o MSF é um método que gera matrizes mal condicionadas, princi-

REMAT: Revista Eletrônica da Matemática e310-3



palmente em decorrência da proximidade entre os pontos-fonte e da escolha inadequada do raio

da fronteira fictícia. Para contornar tais situações, diversas técnicas têm sido empregadas, en-

tre elas: regularização de Tikhonov, pseudo-inversa e pré-condicionadores (Askour et al., 2018;

Cheng; Hong, 2020), que contribuem para a estabilização numérica e a melhoria da acurácia.

Estudos aplicados a problemas inversos e de condução de calor com fontes pontuais reforçam

a aplicabilidade do MSF em cenários de difícil discretização e com sensibilidade elevada a per-

turbações (Santos; Santiago; Telles, 2014; Basílio, 2019). Tais avanços mostram que o MSF é

uma ferramenta promissora, cuja adoção na modelagem de aquíferos é pertinente.

O estudo do fluxo subterrâneo em aquíferos porosos confinados pode ser formulado ma-

tematicamente a partir da combinação entre a equação da conservação de massa e a Lei de

Darcy (Todd, 1989). Estas equações descrevem, respectivamente, o princípio da conservação

de massa de um fluido em um meio poroso e a relação entre a vazão específica e o gradiente

hidráulico em escoamentos subterrâneos.

2.2 LEI DE DARCY

A Lei de Darcy é expressa da seguinte forma:

V⃗ = −K∇h, (1)

onde:

• V⃗ é o vetor da vazão específica ou velocidade aparente [m/s];

• K é a condutividade hidráulica do meio [m/s];

• ∇h é o gradiente hidráulico (adimensional).

A carga hidráulica h é composta por dois termos: o potencial gravitacional e o potencial de

pressão. Assim, é definida como:

h = z +
p

γ
, (2)

em que:

• z representa a cota de elevação [m];

• p é a pressão no ponto [N/m2];

• γ é o peso específico do fluido [N/m3].
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2.3 EQUAÇÃO DA CONTINUIDADE

A equação da continuidade reflete a conservação de massa no meio poroso, assumindo que

a água não é criada nem destruída, apenas transportada e armazenada (Simões; Schulz; Porto,

2017; Libardi, 2018)
∂(ρϕ)

∂t
−∇ · (ρK∇h)− ġ = 0, (3)

onde:

• ρ é a massa específica da água [kg/m3];

• ϕ é a porosidade (adimensional);

• h é a carga hidráulica [m];

• ġ é o termo fonte (positivo para recarga e negativo para extração) [kg/s ·m3].

Assumindo densidade constante e meio isotrópico e homogêneo, a equação (3) pode ser

reescrita como:
∂ϕ

∂t
−K∇2h− ġ

ρ
= 0. (4)

2.4 EQUAÇÃO PARA AQUÍFEROS CONFINADOS

Para o caso de aquíferos confinados e bidimensionais, em regime permanente (i.e., sem

variação no tempo), desconsidera-se o termo temporal. Obtém-se, como resultado, a equação

de Poisson (Simões; Schulz; Porto, 2017, p. 168):

∂2h

∂x2
+

∂2h

∂y2
= − ġ

ρK
, (5)

em que h(x, y) representa a carga hidráulica distribuída espacialmente, sujeita às condições de

contorno do tipo Dirichlet. Essa escolha reflete uma situação física comum em aquíferos confi-

nados, onde os níveis piezométricos são conhecidos em poços de monitoramento ou em limites

naturais como rios e lagos. Tal condição permite simular, por exemplo, um aquífero limitado por

fronteiras com níveis d’água controlados.

A equação (5), será o ponto de partida para a aplicação dos métodos numéricos abordados

neste trabalho.

3 METODOLOGIA NUMÉRICA

A equação de Poisson bidimensional, equação (5), é resolvida numericamente por meio de

dois métodos distintos: o Método das Diferenças Finitas (MDF) e a combinação entre o Mé-
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todo das Soluções Fundamentais (MSF) e o Método das Soluções Particulares (MSP). A seguir,

apresentam-se os fundamentos teóricos e a lógica de implementação de cada abordagem.

3.1 MÉTODO DAS DIFERENÇAS FINITAS

O MDF (Cuminato; Meneguette Junior, 2013; Cunha, 2000) é um método clássico baseado

na discretização do domínio físico com uma malha regular de pontos. As derivadas parciais são

aproximadas por expressões de diferenças finitas, obtidas a partir do desenvolvimento de Taylor.

Para a equação de Poisson bidimensional:

∇2h(x, y) = f(x, y),

a aproximação central de segunda ordem em uma malha regular com espaçamento uniforme

∆x = ∆y = k resulta em:

hi+1,j + hi−1,j + hi,j+1 + hi,j−1 − 4hi,j

k2
= fi,j. (6)

Reorganizando os termos da equação (6), obtém-se um sistema linear de equações do tipo:

Ah⃗ = f⃗ ,

em que:

• A é uma matriz esparsa de coeficientes, com estrutura do tipo pentadiagonal;

• h⃗ é o vetor incógnita com os valores da função solução nos nós da malha;

• f⃗ é o vetor com os valores do termo fonte.

As condições de contorno do tipo Dirichlet são aplicadas diretamente na matriz e no vetor de

termos independentes. O sistema linear obtido com o MDF foi resolvido utilizando a operação

de barra invertida (A\b), ferramenta otimizada que seleciona automaticamente o método mais

adequado conforme a estrutura da matriz, no MATLAB1. Essa escolha se justifica pelo fato de

que o objetivo deste estudo é comparar os métodos propostos, e não avaliar solucionadores

iterativos.

3.2 MÉTODO DAS SOLUÇÕES FUNDAMENTAIS COM SOLUÇÃO PARTICULAR

Para resolver equações do tipo de Poisson, equação (5), com termo fonte não nulo:

∇2h(x, y) = f(x, y), (7)

1https://www.mathworks.com/products/matlab.html.

REMAT: Revista Eletrônica da Matemática e310-6

https://www.mathworks.com/products/matlab.html


utiliza-se a estratégia de decompor a solução total como:

h(x, y) = u(x, y) + up(x, y), (8)

em que:

• u(x, y) é a solução do problema de valor de contorno associado, obtida neste trabalho pelo

Método das Soluções Fundamentais (MSF) (Kupradze; Aleksidze, 1964; Mathon; Johns-

ton, 1977; Rodrigues Neto, 2020);

• up(x, y) é uma solução particular da equação ∇2up = f(x, y), obtida com o Método das

Soluções Particulares (MSP) (Golberg, 1995; Santos; Santiago; Telles, 2014).

Essa abordagem permite resolver problemas não homogêneos mantendo as principais vanta-

gens do MSF: malha livre, formulação por contorno, flexibilidade geométrica e ausência de inte-

gração numérica.

3.2.1 PARTE HOMOGÊNEA – MSF

A parte homogênea u(x, y) é representada como uma combinação linear da solução funda-

mental, nesta caso associada ao operador Laplaciano:

u(x, y) ≈
N∑
k=1

αkΦ(∥(x, y)− (xk, yk)∥), (9)

onde:

• αk são os coeficientes da combinação linear, determinados pela imposição das condições

de contorno do problema homogêneo associado, no caso de potencial prescrito;

• (xk, yk) são os centros-fonte, localizados fora do domínio físico Ω (na chamada fronteira

fictícia);

• Φ(∥(x, y)−(xk, yk)∥) é a solução fundamental da equação de Laplace em duas dimensões,

dada por:

Φ(∥(x, y)− (xk, yk)∥) = − 1

2π
ln(∥(x, y)− (xk, yk)∥).

Essa solução fundamental satisfaz:

∇2Φ(r) = δ(r⃗),

com δ sendo a “função” delta de Dirac, que, embora não seja uma função no sentido

clássico, é uma distribuição que assume valor nulo em todos os pontos do domínio, exceto
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quando o ponto campo coincide com o ponto fonte. Essa característica justifica seu uso

como base para representar soluções da equação homogênea, permitindo que se construa

a solução geral por superposição (Santos, 2015).

As condições de contorno são impostas nos pontos da fronteira física ∂Ω, com correção feita

a partir da contribuição de up(x, y) (vide seção 3.2.2).

3.2.2 PARTE PARTICULAR – MSP

Para obter uma solução particular up(x, y) tal que ∇2up = f(x, y), emprega-se uma função

construída analiticamente ou por interpolação suave que represente o termo fonte f(x, y). Essa

função não precisa satisfazer as condições de contorno, pois será usada apenas para compen-

sar a não homogeneidade da equação (Santos, 2015).

Nos experimentos deste artigo, o termo fonte foi considerado pontual, assumindo comporta-

mento semelhante ao da “função” delta de Dirac, isto é, f(x, y) = Qδ(x− ξ), onde ξ representa

a localização da fonte. Nesse caso, a solução particular associada é dada por:

up(x, y) = − Q

2πρK
ln(r(ξ, x)), (10)

em que r(ξ, x) representa a distância entre o ponto fonte ξ e o ponto campo x, Q é a intensidade

da fonte, ρ é a densidade do meio e K a condutividade hidráulica.

Para contornar a singularidade no ponto exato da fonte, foi adotado um pequeno desloca-

mento de k
5
, sendo k o passo da malha utilizado no MDF. Essa estratégia, proposta pelos pró-

prios autores, visa garantir estabilidade numérica e evitar problemas computacionais decorrentes

da indeterminação no logaritmo.

A condição de contorno para a parte homogênea u(x, y) torna-se então:

u(x, y) = hcontorno(x, y)− up(x, y), para (x, y) ∈ ∂Ω.

3.2.3 INTEGRAÇÃO DOS MÉTODOS – MSF + MSP

A abordagem combinada permite escrever a solução total como:

h(x, y) = uh(x, y) + up(x, y), (11)

em que uh é a solução do problema homogêneo ajustado, resolvida com o MSF. Para isso,

as funções fundamentais são colocadas em pontos distribuídos ao redor do domínio (fronteira

fictícia), e as condições de contorno modificadas são aplicadas conforme a equação (11).

O sistema linear obtido com o MSF foi resolvido utilizando diferentes abordagens numéricas,

também implementadas no MATLAB. Inicialmente, foi utilizada a operação de barra invertida (A\b),
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que aciona automaticamente uma rotina interna de solução de sistemas no MATLAB, escolhendo

o método mais adequado com base nas propriedades da matriz A, como triangularidade, es-

parsidade ou condição numérica. Além disso, foram aplicadas explicitamente a pseudo-inversa

(pinv(A)) e a regularização de Tikhonov. Os efeitos de cada técnica sobre a estabilidade e

precisão da solução foram analisados nos experimentos numéricos, considerando-se também a

possibilidade de coincidência entre o método interno acionado pelo MATLAB e os outros métodos

utilizados.

3.2.4 REGULARIZAÇÃO

Um dos principais desafios na aplicação do Método das Soluções Fundamentais (MSF) está

associado ao mal-condicionamento do sistema linear gerado, especialmente em configurações

com muitos pontos fonte ou com fontes muito próximas entre si, o que torna a solução do pro-

blema sensível a perturbações nos dados.

Para mitigar esse efeito e estabilizar o sistema, foram adotadas duas estratégias de regulari-

zação amplamente utilizadas na literatura:

• Regularização de Tikhonov: consiste em adicionar um termo penalizador à matriz normal

do sistema, resultando na seguinte solução:

α⃗ = (ATA+ λI)−1AT b⃗,

onde λ > 0 é o parâmetro de regularização e I é a matriz identidade. Neste trabalho,

utilizou-se o valor λ = 10−10, conforme sugerido na literatura especializada (Basílio, 2019).

Esse valor mostrou-se adequado para manter a solução estável, especialmente em casos

em que os sistemas de equações lineares apresentam matrizes de coeficientes altamente

mal condicionadas (Golub; Hansen; O’Leary, 1999).

• Pseudo-inversa: também foi utilizada a pseudo-inversa de Penrose como alternativa à

inversão direta (Leon, 2019). Nesse caso, a solução do sistema é obtida garantindo a

solução de menor norma entre todas aquelas que minimizam o resíduo quadrático. Ou

seja, a pseudo-inversa permite resolver o sistema sob o critério de mínimos quadrados,

mesmo quando a matriz A não é invertível ou apresenta posto deficiente:

α⃗ = A†⃗b,

em que A† denota a pseudo-inversa de A. Neste trabalho, esta abordagem mostrou-se

especialmente eficaz em casos nos quais a matriz dos coeficientes é mal-condicionada ou

perde posto devido à escolha de parâmetros como o raio da fronteira fictícia ou o número

de fontes.
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4 SIMULAÇÕES NUMÉRICAS E RESULTADOS

Aborda-se, a seguir, os principais experimentos realizados para avaliar o desempenho dos

métodos numéricos estudados: o Método das Diferenças Finitas (MDF) e o Método das Solu-

ções Fundamentais (MSF). Foram considerados três problemas distintos de fluxo em aquíferos

porosos confinados, com ênfase na acurácia, estabilidade, custo computacional e resposta dos

métodos frente à regularização.

4.1 DESCRIÇÃO DAS SIMULAÇÕES NUMÉRICAS

Esta seção apresenta a formulação dos problemas simulados, incluindo as geometrias ado-

tadas, a distribuição dos pontos no contorno e no interior do domínio, bem como a disposição

das fontes virtuais no caso no MSF.

As simulações foram realizadas em um laptop com sistema operacional Windows 11 (64 bits),

processador Intel Core i5-1135G7 de 11ª geração, memória RAM de 8 GB e unidade SSD de

256 GB.

Para cada matriz gerada, foi calculado o número de condicionamento induzido pela norma-2.

Além disso, sempre que possível, a solução numérica foi comparada com a solução analítica,

por meio das normas 2 e ∞, visando quantificar os erros envolvidos. Na ausência de solução

analítica, a comparação entre os métodos das soluções fundamentais (MSF) e das diferenças

finitas (MDF) foi realizada com base nos valores máximos da diferença absoluta entre as so-

luções obtidas. Para garantir consistência na avaliação, no caso do MSF foram escolhidos os

mesmos pontos da malha do MDF, assegurando que as diferenças calculadas correspondam às

mesmas localizações no domínio físico. Essa análise busca evidenciar o quão próximas estão

as respostas numéricas fornecidas por cada método.

No MDF, os sistemas lineares foram resolvidos com o operador de barra invertida (\), en-

quanto no MSF empregaram-se, além desse, a pseudoinversa (pinv) e a regularização de

Tikhonov. Para o cálculo dos raios, adotou-se como referência o centróide do domínio em cada

simulação.

4.2 PROBLEMA 1 – VALIDAÇÃO COM SOLUÇÃO ANALÍTICA

PROBLEMA 1

Considere o problema de Dirichlet para a equação de Laplace:

∂2h

∂x2
(x, y) +

∂2h

∂y2
(x, y) = 0, (12)

definido no domínio R = {(x, y) | 0 < x < 0,5, 0 < y < 0,5}, sujeito às seguintes condições de

contorno:
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h(0, y) = 0, h(x, 0) = 0,

h(x, 0,5) = 200x, h(0,5, y) = 200y.

A solução analítica deste problema é dada por h(x, y) = 400xy, conforme descrito em Bur-

den, Faires e Burden (2017).

Na simulação utilizando o MDF (Santana, 1998), foi adotado um incremento uniforme de

0,1 em ambas as direções de discretização. Cabe destacar que, neste exemplo, o erro de

truncamento associado ao MDF é nulo a cada passo de malha. Isso ocorre porque todas as

derivadas de ordem maior ou igual a dois da solução analítica são nulas. Dessa forma, a solução

numérica obtida via MDF coincide com a solução analítica, desconsiderando-se os erros de

arredondamento computacional, o que justifica a utilização do incremento utilizado.

Para a aplicação do Método das Soluções Fundamentais (MSF), foram utilizados 20 pontos

sobre o contorno e a fronteira fictícia, além de 16 pontos distribuídos no interior do domínio.

Este problema foi proposto com o objetivo de validar os códigos implementados e analisar

o comportamento dos métodos numéricos aplicados. Por esse motivo, adotaram-se valores

de r relativamente grandes em relação ao domínio, com o intuito de amplificar os efeitos da

distância fonte-campo e permitir uma análise mais clara do comportamento do MSF. A Tabela 1

apresenta os valores dos números de condicionamento das matrizes geradas, bem como os

erros associados às soluções obtidas pelos métodos das diferenças finitas (MDF) e das soluções

fundamentais (MSF), para o Problema 1.

Observa-se que o MDF apresenta erros baixos, como esperado, dada a coincidência com a

solução analítica nesse caso. Já o MSF apresenta erros pequenos, o que reforça a validade do

método para problemas com solução conhecida. O número de condicionamento da matriz do

MSF foi maior, se comparado ao MDF.

Tabela 1 – Erros e número de condicionamento para diferentes configurações dos métodos MDF
e MSF no Problema 1

Critério MDF (k = 0,1) MSF (r = 1,5) MSF (r = 2) MSF (r = 5)

Norma-L2 1,59× 10−14 2,51× 10−6 5,08× 10−6 1,80× 10−4

Norma-L∞ 7,11× 10−15 1,13× 10−6 2,34× 10−6 8,14× 10−5

Nº de Condicionamento 9,47× 100 1,45× 1017 4,89× 1018 2,37× 1017

Fonte: Elaborado pelos autores com base nos resultados computacionais obtidos em Siqueira

(2023).

Observa-se que r = 2 resultou em menores erros em comparação com os outros raios

utilizados, o que indica a existência de um intervalo ideal para o parâmetro r, no qual há um
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melhor equilíbrio entre a estabilidade numérica e a precisão da aproximação. Esse fenômeno já

foi relatado na literatura como uma característica do MSF, assim como, há estudos destacando

que não há um resultado geral de convergência estabelecido para o método (Cheng; Hong,

2020). Embora o número de condicionamento tenha sido maior para r = 2, os erros foram

menores, indicando que a forma utilizada para resolução do sistema linear, aliado à regulariza-

ção adotada, foi eficaz para contornar os efeitos da má condição. Assim, mesmo em sistemas

mal-condicionados, é possível obter soluções numéricas precisas quando se utilizam técnicas

numéricas adequadas.

4.3 PROBLEMA 2 – FONTE PONTUAL NO CENTRO DO DOMÍNIO

Neste problema, considera-se a equação de Poisson:

∂2h

∂x2
+

∂2h

∂y2
= − ġ

ρK
, (13)

definida no domínio R = {(x, y) | 0 < x < 0,6, 0 < y < 0,6}, com condições de contorno dadas

por:

h(0, y) = 0, h(x, 0) = 0, h(x, 0,6) = 200x, h(0,6, y) = 200y.

O termo fonte ġ é representado por uma função concentrada no centro do domínio, com os

parâmetros físicos Q = 0,06755 e K = 10−3.

Para o Método das Diferenças Finitas (MDF), utilizou-se passo fixo k = 0,025 nos dois eixos.

Já para o Método das Soluções Fundamentais (MSF), foram utilizados 96 pontos sobre o con-

torno, 529 pontos internos no domínio e 625 pontos para construção da solução particular. Dois

cenários foram simulados:

• No primeiro, o número de fontes virtuais (fronteira fictícia) foi igual ao número de pontos

no contorno;

• No segundo, o número de fontes virtuais foi reduzido para metade dos pontos no contorno.

Em ambos os casos, variou-se a fronteira fictícia (raio r) com o objetivo de investigar a sen-

sibilidade do método.

As Tabelas 2 e 3, bem como as Tabelas 4 e 5, apresentam comparações detalhadas entre o

MDF e o MSF aplicados ao Problema 2, sob diferentes configurações de raio da fronteira fictícia.

As métricas analisadas são:

• Valor Máximo: maior diferença (em módulo) entre os resultados do MSF e os obtidos com

MDF, considerando inversão direta (barra invertida), pseudo-inversa (pinv) e regulari-

zação de Tikhonov.

REMAT: Revista Eletrônica da Matemática e310-12



• Somatório das Diferenças: soma de todas as diferenças (em módulo) entre os valores

das soluções calculadas com MSF e MDF, indicando o distanciamento acumulado das

soluções.

• Número de Condicionamento: indica o grau de má-condição do sistema linear gerado

no MSF. Foi obtido com o comando cond no software MATLAB, aplicando a norma 2.

• Valor Máx. (pinv) e Tikhonov: valores máximos do distanciamento das soluções, quando

comparados com o MDF, obtidos quando se utilizou a pseudo-inversa e a regularização de

Tikhonov para resolver o sistema do MSF, respectivamente.

• Somatório das Diferenças (pinv e Tikhonov): soma dos erros absolutos com essas duas

técnicas alternativas de resolução.

• Rank da Matriz do MSF: posto numérico da matriz dos coeficientes do sistema gerado

pelo MSF, obtido por meio do comando rank, sendo sensível à variação do raio.

As tabelas abaixo mostram os resultados e ilustram a sensibilidade do MSF à escolha do raio

da fronteira fictícia, bem como à técnica empregada na resolução do sistema linear. O MDF, por

sua vez, apresentou estabilidade e baixo erro em todos os testes.

Tabela 2 – Comparação entre MDF e MSF para o Problema 2 – Cenário 1 (1ª parte)

Raio Valor Máx. Soma Dif. Condicionamento Valor Máx. (pinv) Valor Máx. (Tikh)

MSF

0,5 0,4883 11,3093 3,62× 1010 0,4883 0,4883

1,5 0,4883 11,3085 1,83× 1018 0,4871 0,4860

3 0,4904 11,4976 1,43× 1018 0,4928 0,4533

4 0,4884 11,4924 5,66× 1018 0,4875 0,6228
Fonte: Elaborado pelos autores com base nas simulações numéricas obtidas em Siqueira (2023).

Tabela 3 – Comparação entre MDF e MSF para o Problema 2 – Cenário 1 (2ª parte)

Raio MSF Soma Dif. (pinv) Soma Dif. (Tikh) Rank da Matriz

0,5 11,3093 11,3092 96

1,5 11,7102 14,1132 41

3 11,0113 26,7411 27

4 11,4218 117,0598 23
Fonte: Elaborado pelos autores com base nas simulações numéricas obti-

das em Siqueira (2023).
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Tabela 4 – Comparação entre MDF e MSF para o Problema 2 – Cenário 2 (1ª parte)

Raio Valor Máx. Soma Dif. Condicionamento Valor Máx. (pinv) Rank da Matriz

MSF

0,5 0,4883 11,3093 2,21× 105 0,4883 48

1,5 0,4883 11,3093 1,39× 1016 0,4871 39

3 0,4883 11,3029 1,44× 1017 0,4858 27

4 0,4883 11,2631 1,85× 1017 0,4872 23
Fonte: Elaborado pelos autores com base nas simulações numéricas obtidas em Siqueira (2023).

Tabela 5 – Comparação entre MDF e MSF para o Problema 2 – Cenário 2 (2ª parte)

Raio MSF Soma Dif. (pinv)

0,5 11,3093

1,5 11,5726

3 11,9743

4 11,4962

Fonte: Elaborado pelos autores

com base nas simulações numéri-

cas obtidas em Siqueira (2023).

4.4 PROBLEMA 3 – DOMÍNIO AMPLO COM FONTE PONTUAL

Neste experimento, foi considerada a equação de Poisson bidimensional:

∂2h

∂x2
+

∂2h

∂y2
= − ġ

ρK
, (14)

definida no domínio quadrado R = {(x, y) | 0 < x < 100, 0 < y < 100}, com condições de

contorno homogêneas do tipo Dirichlet:

h(0, y) = h(x, 0) = h(x, 100) = h(100, y) = 100.

A função fonte ġ foi modelada como uma distribuição pontual concentrada no centro do domí-

nio. Utilizaram-se os parâmetros físicos Q = 0,03155 e K = 10−3. A solução particular up(x, y)

foi utilizada para tratar a não-homogeneidade, e a singularidade no ponto central foi contornada

por um deslocamento de k
5

do centro da fonte, sendo k = 3,125 o passo adotado no MDF.

Para o Método das Diferenças Finitas (MDF), utilizou-se uma malha regular com espaça-

mento fixo e o número de condicionamento da matriz associada ao sistema foi de 414,3451.

No caso do Método das Soluções Fundamentais (MSF), adotou-se:
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• 128 pontos no contorno;

• 961 pontos internos no domínio.

Foram simulados dois cenários distintos:

1. A fronteira fictícia contendo o mesmo número de pontos do contorno;

2. A fronteira fictícia com metade da quantidade de pontos do contorno.

Para ambos os cenários, variou-se o valor do raio da fronteira fictícia. A seguir, apresentam-

se os resultados para o primeiro cenário. As tabelas foram divididas em duas partes para melhor

visualização.

Cenário 1 – fronteira fictícia com mesmo número de pontos do contorno

Tabela 6 – Resultados numéricos para o Problema 3 – Cenário 1 (1ª parte)

Raio Valor Máx. Soma Dif. Condicionamento Valor Máx. (pinv) Valor Máx. (Tikh)

MSF

71 0,2297 5,7516 4,84× 1010 0,2297 0,2297

75 0,2296 5,7694 1,04× 1012 0,2296 0,2296

90 0,2296 5,7695 8,34× 1016 0,2341 0,2296

100 0,2296 5,7695 9,38× 1018 0,2268 0,2296

155 0,2296 5,7695 4,22× 1018 0,2291 0,2296

Fonte: Elaborado pelos autores com base nas simulações numéricas obtidas em Siqueira (2023).

Tabela 7 – Resultados numéricos para o Problema 3 – Cenário 1 (2ª parte)

Raio MSF Soma Dif. (pinv) Soma Dif. (Tikh) Rank da Matriz

71 5,7496 5,7516 128

75 5,7759 5,7694 128

90 7,2304 5,7691 112

100 7,6734 5,7663 95

155 6,0561 5,7428 53

Fonte: Elaborado pelos autores com base nas simulações numéricas obtidas

em Siqueira (2023).
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Cenário 2 – fronteira fictícia com metade do número de pontos do contorno

Tabela 8 – Resultados numéricos para o Problema 3 – Cenário 2

Raio Valor Máx. Soma Dif. Condicionamento Valor Máx. (pinv) Rank da Matriz

MSF

71 0,2296 6,0024 1,19× 106 0,2296 64

75 0,2296 5,7691 4,09× 106 0,2296 64

90 0,2296 5,7695 3,73× 108 0,2296 64

100 0,2296 5,7695 7,10× 109 0,2296 64

155 0,2296 5,7695 5,91× 1015 0,2348 53

Fonte: Elaborado pelos autores com base nas simulações numéricas obtidas em Siqueira (2023).

A fim de ilustrar visualmente os efeitos da regularização na estabilidade e na acurácia das so-

luções numéricas obtidas via MSF, apresenta-se a Figura 1. Essa figura evidencia as simulações

obtidas para o raio r = 5000 da fronteira fictícia, cuja matriz associada ao sistema teve posto

numérico igual a 13 e número de condicionamento igual a 2,9276× 1017. A escolha desse valor

de raio se deve ao fato de que, nesse caso, os efeitos da má-condição do sistema aparecem de

forma mais acentuada, tornando mais visível a contribuição das técnicas de regularização. Em

configurações com raios menores, embora a regularização também seja efetiva, as diferenças

não se manifestam tão claramente nas figuras.

A comparação evidencia que, embora o MSF seja capaz de fornecer boas aproximações

para raios moderados, a ausência de regularização em configurações com raios elevados pode

gerar resultados instáveis, com erros elevados e distorções visuais na solução. Por outro lado,

o uso de técnicas como pseudo-inversa e regularização de Tikhonov contribui significativamente

para suavizar os efeitos da má-condição do sistema e recuperar a qualidade da solução.

Essa abordagem visual reforça a importância das técnicas de estabilização no MSF, especial-

mente quando se trabalha com fontes pontuais em domínios amplos e parâmetros que agravam

o condicionamento da matriz.

Embora as imagens apresentadas na Figura 1 considerem apenas a inversão direta e a

pseudo-inversa, testes adicionais com a regularização de Tikhonov também foram realizados

para o caso r = 5000. Os resultados foram visualmente semelhantes aqueles obtidos com

pseudo-inversa, demonstrando suavização das instabilidades e aproximação consistente em re-

lação à solução de referência. Por esse motivo, as imagens correspondentes foram omitidas.
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Figura 1 – Soluções numéricas obtidas com o MSF para raio r = 5000, variando a técnica
de resolução. Observa-se instabilidade na solução sem regularização, suavização ao aplicar
pseudo-inversa, e melhora significativa ao reduzir o número de fontes na fronteira fictícia.

(a) r = 5000, sem regularização. (b) r = 5000, pseudo-inversa.

(c) r = 5000, metade dos pontos fonte.

Fonte: Imagens obtidas das simulações realizadas em Siqueira (2023).

CONCLUSÃO

A formulação matemática adotada neste artigo está diretamente associada ao comporta-

mento físico do fluxo de água em aquíferos porosos confinados. A variável h(x, y), denominada

carga hidráulica, representa a energia total do fluido em cada ponto do domínio, podendo ser

interpretada como a altura até a qual a água subiria em um poço perfurado naquele local. Essa

grandeza está relacionada à quantidade de água armazenada e disponível e à forma como ela

se movimenta dentro do meio poroso. As regiões com maior carga hidráulica tendem a transfe-

rir água para regiões com menor valor, obedecendo ao gradiente hidráulico, conforme a Lei de

Darcy. Além disso, os termos fonte inseridos na equação representam fisicamente processos
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de recarga ou extração de água, influenciando diretamente a distribuição da carga hidráulica no

domínio. Desse modo, os resultados numéricos obtidos não apenas validam os métodos com-

putacionais utilizados, mas também permitem interpretar fenômenos relevantes relacionados à

disponibilidade e ao deslocamento da água subterrânea em situações reais.

Foi realizada uma análise comparativa entre dois métodos numéricos para a resolução da

equação das águas subterrâneas em aquíferos porosos confinados: o Método das Diferenças

Finitas (MDF) e o Método das Soluções Fundamentais (MSF). A abordagem contemplou tanto

equações homogêneas quanto não homogêneas, com foco especial em fontes pontuais distri-

buídas no domínio.

O MDF demonstrou-se um método estável, eficiente e de fácil implementação, especialmente

em domínios regulares. Sua estrutura matricial bem condicionada resultou em erros mínimos em

todos os experimentos realizados, servindo como base de comparação para os demais métodos.

O MSF, quando avaliado individualmente ou aplicado em conjunto com o MSP, apresentou

desempenho satisfatório tanto em problemas com equações diferenciais parciais homogêneas

quanto não homogêneas, ou seja, com ou sem termo fonte. Essa versatilidade reforça o poten-

cial do método para lidar com diferentes tipos de modelagem, mesmo considerando a complexi-

dade adicional introduzida pela presença do termo fonte. Uma das principais vantagens do MSF,

é sua eficiência em domínios extensos, como os comumente encontrados na modelagem de

aquíferos. Por não depender de malhas, o MSF facilita a simulação em grandes áreas e permite

maior flexibilidade na distribuição dos nós. Essa característica o torna particularmente atrativo

para aplicações em larga escala. A análise revelou, no entanto, sensibilidade significativa à es-

colha do raio da fronteira fictícia e ao número de pontos utilizados nessa região. A má-condição

das matrizes geradas foi observada em diversos cenários, especialmente para raios grandes,

com queda acentuada do posto da matriz.

A aplicação de técnicas de regularização, como a pseudo-inversa e a regularização de Tikho-

nov, contribuiu para suavizar essas instabilidades, sendo essencial em casos com alto número

de condicionamento. Em particular, observou-se que a pseudo-inversa forneceu aproximações

mais próximas da referência do MDF em situações críticas, enquanto o uso de Tikhonov apre-

sentou limitações conforme o aumento do raio.

Nos três problemas propostos, diferentes cenários foram explorados. No primeiro, com so-

lução analítica conhecida, confirmou-se a precisão do MDF e o bom desempenho do MSF em

configurações adequadas. No segundo e terceiro problemas, verificou-se que a redução do

número de fontes na fronteira fictícia pode contribuir para a estabilização do método, sem pre-

juízo à precisão. Adicionalmente, observou-se que, para domínios maiores, o MSF manteve boa

eficiência computacional, mesmo com aumento de complexidade.

Como perspectiva para trabalhos futuros, sugere-se a aplicação dos métodos analisados em

domínios curvos e tridimensionais, inclusão da variação temporal, a utilização de condições de
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Neumann, bem como a análise da influência de diferentes estratégias de regularização no com-

portamento final das soluções. Além disso, propõe-se investigar a sensibilidade dos parâmetros

envolvidos, como o raio da fronteira fictícia, o número de pontos virtuais e a localização da fonte.

Tais direções podem ampliar a aplicabilidade do MSF em contextos reais, consolidando-o como

uma ferramenta promissora na modelagem de aquíferos e problemas associados.
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