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Resumo: No Brasil, as instituigbes financeiras costumam oferecer duas modalidades de financiamento
imobiliario a seus clientes: o Price e o SAC. Este texto se propde a analisar qual das duas opcoes
€ matematicamente mais vantajosa para a credora e qual é mais vantajosa para a devedora. Nesse
sentido, este trabalho demonstra que Price e SAC sao igualmente vantajosos para a credora. Ja, em
relagdo a devedora, o trabalho demonstra que, se sua taxa interna de retorno for menor que a taxa de
financiamento, o SAC é mais vantajoso e, no caso oposto, se sua taxa interna de retorno for maior que a
taxa de financiamento, o Price é mais vantajoso. Embora também faga uso de exemplos e simulagdes com
valores especificos, o presente trabalho demonstra esses resultados de forma geral. Isto é, demonstra a
vantagem, desvantagem ou igualdade entre Price e SAC, estando ambos em iguais condi¢des, quaisquer
que sejam os valores envolvidos.

Palavras-chave: financiamento imobiliario; sistemas de amortizacao; Price; SAC; matematica financeira.

Abstract: In Brazil, the financial institutions usually offer two kinds of mortgage loan to their customers:
Price System and Constant Amortization System (CAS). This paper aims to check which of the two options
is mathematically more advantageous for the lender and which is more advantageous for the borrower. In
this sense, this paper proves that Price and CAS are equally advantageous for the lender. Related to the
borrower, the paper proves that if his internal rate of return is less than the financing rate then CAS is
more advantageous. Otherwise, if his internal rate of return is greater than the financing rate then Price
is more advantageous. Although the paper also uses examples and simulations with specific values, it
proves those results in a general way. That is, it proves the advantage, disadvantage or equality between
Price and CAS for any underlying values, both being in equal conditions.

Keywords: mortgage loan; amortization schedule; Price system; constant amortization system; mathema-
tical finance.

Resumen: En Brasil, las instituciones financieras usualmente ofrecen dos tipos de financiacién inmobilia-
ria a sus clientes: Sistema Price y Sistema de Amortizacion Constante (SAC). Este texto pretende analizar
cual de las dos opciones es matematicamente mas ventajosa para el acreedor y cual es mas ventajosa
para el deudor. En este sentido, este trabajo demuestra que Price y SAC son igualmente ventajosos para
el acreedor. En relacion al deudor, el trabajo demuestra que si su tasa interna de retorno es menor que
la tasa de financiamiento, entonces SAC es mas ventajoso y, en el caso contrario, si su tasa interna de
retorno es mayor que la tasa de financiamiento, entonces Price es mas ventajoso. Aunque también uti-
liza ejemplos y simulaciones con valores especificos, este trabajo demuestra estos resultados de forma
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general. Es decir, demuestra la ventaja, desventaja o igualdad entre Price y SAC, cualesquiera que sean
los valores involucrados, estando ambos en igualdad de condiciones.

Palabras clave: financiamiento inmobiliario; sistemas de amortizacion; sistema Price; sistema de amorti-
zacion constante; matematicas financieras.

1 INTRODUCAO

O financiamento imobiliario € uma estratégia muito comum, utilizada por pessoas fisicas,
para a compra de um imével. O financiamento € uma forma de se obter 0 bem e pagar o seu
valor dividido em parcelas a prazo. Para tanto, junto as parcelas, sdo cobrados juros por parte
da financiadora.

Duas modalidades sédo oferecidas para financiamento imobiliario no Brasil, a modalidade
Price e a SAC. O nome Price é uma referéncia ao economista Richard Price e o nome SAC ¢ a
sigla de Sistema de Amortizacdo Constante. O Price € um sistema em que as prestagdes sao
constantes e o SAC é um sistema em que as prestacdes sao decrescentes. Durante um periodo,
as prestacdes do SAC sao maiores do que a prestagao do Price, no entanto, a partir de um dado
momento, as prestagdes do SAC ficam menores do que a prestacao do Price. Surge, entéo,
naturalmente, a questao: Qual é melhor, Price ou SAC?

Outros trabalhos ja abordaram a comparacao entre Price e SAC. Por exemplo, Rezende
(2003) fala que o Price segue 0 mesmo principio do SAC, que é o de os juros serem calculados
sempre em funcao do saldo devedor. Embora néao seja o tema central do texto, ele indica que
Price e SAC sao equivalentes, quando se tem a taxa de financiamento como referéncia. Eloy
e Paiva (2011) tratam de temas comuns a Rezende e, ainda, salientam que, para determinada
camada da populagao, apenas o Price é acessivel. Esses textos tém o objetivo principal de
discutir Price e SAC conceitualmente e abordar polémicas juridicas sobres os dois sistemas. Ja
Ferreira (2014) e Santos (2020), por exemplo, comparam Price e SAC, mas o fazem por meio
de simulagdes, de exemplos especificos. O presente texto, por sua vez, tem a finalidade de
trazer uma abordagem a mais a essa discussao. Aqui, fazemos uma comparacao estritamente
matematica entre Price e SAC. Isto €, ndo discutimos questdes conceituais, questdes juridicas,
questdes de acesso ao financiamento, nem de preferéncia de acordo com o estilo de vida da
devedora. Também, ndo nos restringimos a simulagées, mas comparamos o caso geral. O
objetivo do presente trabalho € fornecer uma demonstragdo matematica a resposta da pergunta:
Qual o mais vantajoso, Price ou SAC?

A contribuicao do presente trabalho, propriamente dita, encontra-se na Sec¢ao 3. A Secéo 2
contém conceitos e resultados de matematica financeira ja conhecidos, aqueles que sao neces-
sarios para o entendimento da Secéo 3.
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2 PRELIMINARES

Nesta secéo, apresentamos os conceitos de taxa interna de retorno, valor presente, sistema
de amortizacao, Price e SAC. Para tal, nos baseamos em Morgado, Wagner e Zani (2001).
2.1 TAXA INTERNA DE RETORNO

Um investimento em uma aplicagao financeira € a operacao em que uma pessoa ou ins-
tituicdo deposita uma quantia em dinheiro esperando recebé-la de volta num momento futuro
acrescida de uma nova quantia. A quantia depositada é chamada de capital inicial e a quantia
acrescida é chamada de juro. O montante da aplicacdo em um determinado instante € a soma
entre o capital inicial e os juros que foram acrescidos a cada unidade de tempo até aquele ins-
tante. O juro em um determinado instante € uma fragdo do montante na aplicagdo no instante
imediatamente anterior. A razdo com a qual o montante cresce a cada unidade de tempo é cha-
mada de taxa de juro do investimento. Assim, o juro em um determinado instante € o produto
da taxa de juro pelo montante no instante imediatamente anterior. O montante no instante zero
€ o capital inicial. Denotando a taxa de juro por ¢, 0 montante no instante zero por M, e, para
cada nuamero natural k, o montante no instante k por M, e o juro no instante k por Ji, temos que

Jp=1My_y e M= M1+ J.

Assim,
My = My + Jiy = My +iMy_ = My (1 +19).

Denotando o capital inicial por C', temos que o montante no instante 1 &€
M, = My(1+i) = C(1+14) = C(1+1),

0 montante no instante 2 é

My =M (1+4)=C(1+4)'(1+4)=C(1+1i)?
0 montante no instante 3 é

Mz = My(1+i)=C(1+4)*(1+14)=C(1+1)"
De forma geral, para todo natural n, 0 montante no instante n é

M, =C(1+)"

Inflagdo é o aumento do preco dos bens e servigos ao longo do tempo. Por exemplo, se
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um produto custava R$ 100,00 e, apdés um determinado periodo, passou a custar R$ 108, 00,
entdo este produto sofreu uma inflagdo de 8% no periodo. Um indice de inflagdo é uma taxa
medida a cada unidade de tempo, é a variagao do custo de um conjunto de produtos e servicos.
Por exemplo, a inflagdo em um determinado ano ter sido 5% significa que, ao longo daquele
ano, o custo de vida aumentou em 5%. Em outras palavras, os precos dos produtos e servigos
aumentaram, em média, em 5%, ponderados por seus respectivos pesos.

Taxa interna de retorno de uma pessoa ou instituicdo é a taxa de juro com a qual o poder de
seu dinheiro tem variagao real. Vejamos o exemplo a seguir.

Exemplo 1. Suponhamos que uma pessoa possua R$ 100,00 e que um dado produto custe
R$ 5,00. Suponhamos, ainda, que, durante um determinado periodo, o dinheiro da pessoa tenha
rendido a uma taxa de 10, 25% e que, nesse mesmo periodo, o produto passou a custar R$ 5, 25.
Vamos determinar o quanto variou o poder de compra dessa pessoa durante o periodo. No inicio,
com R$ 100,00 e o produto a R$ 5,00, a pessoa compraria % = 20 produtos. Apds o referido
periodo, o dinheiro da pessoa passou a ser M = 100(1+0,1025)! = 100x 1, 1025 = 110, 25, isto

110,25
5,25

forma, a pessoa poderia comprar 1 produto a mais do que no inicio. Como 1 é 5% de 20, temos
que o aumento real do poder de compra da pessoa é de 5%.

é, R$ 110, 25. Assim, apds o referido periodo, a pessoa compraria = 21 produtos. Dessa

Com o Exemplo 1, notamos que o que importa ndo é a taxa de rendimento, mas a taxa real
de variacdo do poder de compra. A taxa real € a taxa de rendimento descontada a taxa de
inflacdo. Chamamos de taxa interna de retorno de uma pessoa ou instituicao a taxa efetiva,
real, do seu investimento. A taxa interna de retorno é o parametro utilizado para se tomar a
decisdo sobre se um negdbcio é vantajoso ou nao.

2.2 VALOR PRESENTE

O valor do dinheiro no tempo é um conceito crucial na matematica financeira. Ele consiste
no fato de que o valor do dinheiro n&o é intrinseco a quantia, mas ao poder que ela tem. Nos
referimos ao poder de comprar um bem ou servigco. Ora, uma quantia de R$ 100, 00 vale mais
em um instante em que um bem custa R$ 20, 00 do que em um instante em que 0 mesmo bem
custa R$ 25, 00. O que importa para a matematica financeira ndo é a quantia em si, mas o seu
poder de compra, 0 seu valor no tempo.

O que é melhor, ganhar R$ 100, 00 hoje ou ganhar R$ 110, 00 daqui a um ano? Depende! Se
0 bem que hoje custa R$ 100, 00 passa custar R$ 115, 00 daqui a um ano, entdo € melhor ganhar
os R$ 100, 00 hoje, pois, dessa forma, vocé consegue comprar o bem sem precisar acrescentar
dinheiro. Entretanto, se o bem que hoje custa R$ 100, 00 passa custar R$ 105,00 daqui a um
ano, por exemplo, entdo o melhor é ganhar os R$ 110,00 daqui a um ano, pois, dessa forma,
hoje nao sobraria dinheiro e daqui a um ano sobraria. Esse é o efeito da inflagéo.
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Mas ndo é s6 a inflacdo que importa. O que é melhor, ganhar R$ 100, 00 hoje ou ganhar
R$ 110,00 daqui a um ano? Depende do quanto varia seu dinheiro ao longo do tempo. Se
seu dinheiro rende, por exemplo, a 12% ao ano, entdo, ganhando R$ 100, 00 hoje, vocé teria
R$ 112, 00 daqui a um ano. Mais do que a segunda opg¢ao, que é ganhar os R$ 110, 00 daqui a um
ano. Entretanto se, em um outro exemplo, seu dinheiro rende a 5% ao ano, entdo R$ 100, 00 hoje
significaria R$ 105, 00 daqui a um ano, o que é menos do que a segunda opcéo, os R$ 110, 00
daqui a um ano.

O valor do dinheiro no tempo depende da inflagdo e do quanto seu dinheiro rende. Por isso,
falamos de taxa real de variagao do valor do dinheiro, a taxa interna de retorno. A comparagao de
duas quantias em momentos distintos depende sempre da taxa interna de retorno. Por exemplo,
com uma taxa interna de retorno de 10% ao ano, a quantia de R$ 100, 00 hoje é equivalente a
guantia de R$ 110, 00 daqui a um ano. Com a taxa interna de retorno de 10% ao ano, R$ 100, 00
hoje é mais valioso do que R$ 105, 00 daqui a um ano, por exemplo. O que se faz, na matematica
financeira, é comparar os valores presentes de cada quantia.

O valor presente de uma quantia é o valor, no instante zero, que geraria essa quantia no
instante em questao, segundo a taxa interna de retorno. Portanto, dada uma quantia () no
instante ¢, denotando por P seu valor presente, segue que P é o capital que, rendendo a taxa
interna de retorno durante o periodo ¢, geraria a quantia (). Ou seja, denotando a taxa interna de
retorno por 4, o valor presente P é aquele que satisfaz @ = P(1 + i)". Por exemplo, qual o valor
presente de uma quantia de R$ 105, 00 no ano 1, segundo a taxa de 10% ao ano? Bem, o valor
presente P é aquele que satisfaz 105 = P(1+0,1)%. Assim, 105 = P x 1,1, donde P = % isto
e, P =95,45.

Definicao 1. Dada uma quantia () no instante t, o valor presente de (), segundo uma taxa
positiva i, é definido por

Q
(140)t
Por exemplo, dizer que, segundo a taxa de 10% ao ano, a quantia de R$ 100, 00 hoje é mais
valiosa do que a quantia de R$ 105,00 daqui a um ano, significa dizer que % € maior que
105
(14+0,1)1"

Para comparar, entre duas opgoes, qual € a mais vantajosa, financeiramente falando, deve-se
comparar os valores presentes das opgoes.

2.3 SISTEMAS DE AMORTIZACAO

Um sistema de amortizacdo € uma maneira de se pagar uma divida, como, por exemplo, 0
empréstimo de uma quantia em dinheiro, ou 0 pagamento por um bem ou um servigo. A pessoa
ou instituicdo que empresta o dinheiro ou vende o0 bem ou servigo para ser pago a prazo, isto &,
quem recebe o0 pagamento da divida, € chamada de credora. A pessoa ou instituicao que contrai
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a divida, isto é, quem faz o pagamento da divida, € chamada de devedora. Além da divida em
si, a devedora paga, a credora, uma quantia referente ao servico de poder pagar a divida a
prazo. Ou seja, a credora aceita ficar sem o dinheiro por um tempo e recebé-lo apenas a frente,
pois receberd, além da quantia financiada, um valor a mais como pagamento pelo servigo. A
devedora aceita pagar mais do que o valor financiado, pois podera nao o pagar imediatamente,
apenas mais a frente. A parte do pagamento que se refere, de fato, a quitacdo da divida é
chamada de amortizacao e a parte do pagamento que se refere ao servi¢co é chamada de juro.

Uma forma comum em sistemas de amortizacdo € aquela em que o pagamento da divida é
feito em partes. Cada uma dessas partes é chamada de prestacao. Cada prestagcédo é formada
por duas parcelas: a amortizagao e o juro. Existem alguns casos em que, além de amortizagao
e juro, sdo cobradas, também, uma quantia referente a seguro e uma quantia referente a admi-
nistracao. Aqui, tratamos somente dos sistemas nos quais a prestacao € feita apenas das duas
partes: amortizacéo e juro. Dessa forma, denotando a prestagéo por P, a amortizagéo por A e
o juro por J, temos que

P=A+J

A soma de todas as amortizacdes precisa ser exatamente o valor da divida contraida. Este é
o principio. As amortizagdes quitam a divida. Nesse sentido, no caso em que a divida € paga em
n prestagdes, denotando a divida por D e, para cada k € {1,...,n}, a amortizagéo do instante
k por A, temos que
A+ A+ -+ A, 1+ A, =D.

O saldo devedor em um determinado instante é a quantia que a devedora ainda nao quitou da
divida naquele instante. Isto é, o saldo devedor em um determinado instante é a divida inicial
menos as amortizagdes que foram feitas até aquele instante. Em financiamentos imobiliérios, é
comum que o saldo devedor seja reajustado anualmente pela Taxa Referencial (TR). No entanto,
no presente trabalho, ndo consideramos a TR, nao é feito qualquer reajuste no saldo devedor.
Sendo assim, para cada k € {1,...,n}, denotando o saldo devedor do instante k por Dy, temos
que
Dy=D—A1 —Ay— - — Ap_1 — A

O saldo devedor em um determinado instante pode ser encarado, também, como o saldo de-
vedor do instante imediatamente anterior menos a amortizacao daquele instante. Dessa forma,
considerando a divida contraida como o saldo devedor do instante zero e denotando-o por D,
temos que

Dy = D1 — Ay

para todo £ € {1,...,n}. O juro em um determinado instante é uma fragdo do quanto se
deve naquele momento. Escolhe-se um numero entre 0 e 1 para ser a razdo do saldo devedor
que correspondera ao juro. Esse numero é chamado de taxa de juro. Assim, o juro em um
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determinado instante é o produto da taxa de juro pelo saldo devedor do instante imediatamente

anterior. Sendo assim, denotando a taxa de juro por i e, para cada k € {1,...,n}, o juro do

instante k£ por J,, temos que

Jk = ka—l-

Em resumo, tratamos, no presente texto, dos sistemas de amortizagdo que satisfazem:

A1

A2

A3

A4

A5

A.6

O saldo devedor do instante zero € a divida contraida (D, = D) e o saldo devedor do
ultimo instante é zero (D,, = 0).

O saldo devedor de cada instante, a partir do instante 1, é o saldo devedor do instante
imediatamente anterior menos a amortizacao do referido instante (D, = Dy_1 — Ag).

A prestagdo em cada instante € a soma da amortizag@o do referido instante com o juro do
referido instante (P, = Ax + Ji).

O juro de cada instante € o produto da taxa de juro do financiamento pelo saldo devedor
do instante imediatamente anterior (J;, = 1Djy_1).

As prestagdes sdo consecutivas, isto é, da primeira até a Gltima, a cada unidade de tempo,
é paga uma prestagao.

A primeira prestagdo € paga exatamente uma unidade de tempo apés a divida ser con-
traida.

Para cada sistema de amortizagao, podemos determinar uma tabela em que as colunas ex-

pressam, respectivamente, os valores do saldo devedor, da amortizagao, do juro e da prestagéao

ao longo dos instantes — cada instante expresso em uma linha. Pela Propriedade A.1, o saldo

devedor no instante zero é a divida contraida e o saldo devedor no instante n é zero. Pela Pro-

priedade A.6, a prestagdo e, consequentemente, a amortizagdo e o juro no instante zero séo

todos iguais a zero.

Tabela 1 — Sistema de amortizacao

Tempo | Saldo Devedor | Amortizacao | Juro | Prestacao
0 D 0 0 0
1
2
n—1
n 0

Fonte: elaboracao do autor.
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Definir, entdo, um sistema de amortizacao € definir uma forma de preencher as células va-
zias da Tabela 1. Como o juro é fung¢do dos saldos devedores, o saldo devedor é fungao das
amortizacoes e a prestagao é funcado da amortizagéao e juro, em ultima analise, juro, saldo de-
vedor e prestagao sao todos fungdes das amortizagdes. Por isso, basta que sejam definidas
as amortizagdes. Tendo-as definidas, os valores de todas as outras colunas sdo calculados em
funcéo delas.

2.4 PRICE E SAC

No Brasil, os dois sistemas de amortizagdo largamente utilizados em financiamentos imo-
biliarios sdo o Price e o SAC. O Price é, por concepgao, um sistema cujas prestagdes sao
constantes, isto é, as prestacdes sao todas iguais, e o SAC é, por concepg¢ao, um sistema cujas
amortizagdes sao constantes, isto é, as amortizagdes sao todas iguais.

2.41 PRICE

A idealizacao do Price é que ele seja um sistema em que as prestacdes sejam todas iguais.
As amortizagdes no Price sdo definidas respondendo-se a seguinte pergunta: Qual deve ser o
valor das prestacoes iguais, de modo que a soma dos valores presentes delas seja igual
a divida contraida? Ou seja, as amortizagdes sao definidas de forma indireta. Definimos, na
verdade, o valor das prestagdes e, a partir delas, calculamos as amortizagdes. No Price:

P.1 As prestacbes sao iguais entre si e a soma dos valores presentes delas é igual a divida
contraida.

Definicao 2. Price é o sistema de amortizagao definido pelas propriedades de A.1 a A.6 e P 1.

Denotando a divida por D, a quantidade de parcelas por n, a taxa de juro por i e a prestagao

por P, temos que, para cada k € {1,...,n}, o valor presente da k-ésima prestagéo é ﬁ.

Assim, no Price, o valor das prestacdes, que sdo todas iguais, € a solu¢do da equacgao

P P P P

T R T A G R e B s e T

na incognita P.

Exemplo 2. Digamos que uma divida de R$ 10.000,00 sera paga em 4 prestagées mensais
a uma taxa de juro de 3% ao més pelo Price. Vamos determinar a tabela desse sistema de
amortizagcdo. Denotemos o valor das parcelas por P. Por definicdo, P € a solugdo da equagao

P P P P

= 10.000.
(140,03  (1+0,032 (140,037 " (1+0,03)
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Resolvendo a equacéo, temos P = 2.690. Assim, ja temos a coluna das prestagées. Com o
saldo devedor no instante zero (D, = 10.000), calculamos o juro no instante 1: J, = iDy =
0,03 x 10.000 = 300. Com a prestacdo no instante 1 (P, = 2.690) e o juro no instante 1
(J1 = 300), calculamos a amortizagdo no instante 1: A; = P, — J; = 2.690 — 300 = 2.390. Com
a amortizagdo no instante 1 (A; = 2.390) e o saldo devedor no instante zero (D, = 10.000),
calculamos o saldo devedor no instante 1: D, = Dy — A; = 10.000 — 2.390 = 7.610. E, assim,
temos completa a linha no instante 1 da tabela. Fazemos, entdo, as contas analogas para as
linhas restantes, completando toda a Tabela 2.

Tabela 2 — Exemplo de tabela Price

Tempo | Saldo Devedor | Amortizacao | Juro | Prestacao
0 10.000 0 0 0
1 7.610 2.390 300 2.690
2 5.148 2.462 228 2.690
3 2.612 2.536 154 2.690
4 0 2.612 78 2.690

Fonte: elaboragéo do autor.

No Teorema 1, a seguir, vemos como expressar a prestacao no Price em fungéo da divida,
da quantidade de prestacoes e da taxa de juro.

Teorema 1. Consideremos uma divida D paga em n prestagbes a uma taxa positiva de juro 1.

Pelo Price, a prestagao é dada por P = D (j(jj)?fl.

Demonstragdo. Sejam D o valor de uma divida, n a quantidade de prestacdes para pagar essa
divida, 7 a taxa positiva de juro do financiamento e P o valor das prestagdes pelo Price. Pela
Definicdo 2, segue que as prestacdes sao iguais entre si e a soma dos valores presentes delas
€ igual a divida contraida. Assim,

P P P P

TR R T E A ) e B R D,

donde
i(1+a)"
(14+»—1

P=D
2.42 SAC

A idealizacdo do SAC é que ele seja um sistema cujas amortizagdes sejam todas iguais.
As amortizagdes no SAC sao definidas respondendo-se a seguinte pergunta: Qual deve ser o
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valor das amortizacoes iguais, de modo que a soma delas seja igual a divida contraida?
As amortizacdes sé@o definidas de forma direta. Definimos o valor das amortizacées e, a partir
delas, calculamos as prestagdes. No SAC:

S.1 As amortizagdes s&o iguais entre si € a soma delas € igual a divida contraida.
Definicao 3. SAC ¢ o sistema de amortizagao definido pelas propriedades de A.1 aA.6 e S.1.

Denotando a divida por D, a quantidade de parcelas por n e a amortizagdao por A, temos
que, no SAC, o valor das amortizagdes, que sao todas iguais, € a solugao da equacao

nA=D

na incognita A.

Exemplo 3. Digamos que uma divida de R$ 10.000,00 serd paga em 4 prestagées mensais
a uma taxa de juro de 3% ao més pelo SAC. Vamos determinar a tabela desse sistema de
amortizagdo. Denotemos o valor das amortizagbes por A. Por definicdo, A é a solugdo da
equacdo 4A = 10.000, donde A = 2.500. Assim, ja temos a coluna das amortizacbes. Com
o0 saldo devedor no instante zero (D, = 10.000) e a amortizagdo no instante 1 (A; = 2.500),
calculamos o saldo devedor no instante 1: Dy = Dy — A; = 10.000 — 2.500 = 7.500. Com o
saldo devedor no instante zero (D, = 10.000), calculamos o juro no instante 1: J, = 1Dy =
0,03 x 10.000 = 300. Com a amortizagdo no instante 1 (A; = 2.500) e o juro no instante 1
(J1 = 300), calculamos a prestagdo no instante 1: P, = A; + J; = 2.500 + 300 = 2.800. E,
assim, temos completa a linha no instante 1 da tabela. Fazemos, entdo, as contas analogas
para as linhas restantes, completando toda a Tabela 3.

Tabela 3 — Exemplo de tabela SAC

Tempo | Saldo Devedor | Amortizacao | Juro | Prestacao
0 10.000 0 0 0
1 7.500 2.500 300 2.800
2 5.000 2.500 225 2.725
3 2.500 2.500 150 2.650
4 0 2.500 75 2.575

Fonte: elaboracao do autor.
No Teorema 2, a seguir, vemos como expressar as prestacdées no SAC em funcéo da divida,
da quantidade de prestacdes e da taxa de juro.

Teorema 2. Consideremos uma divida D paga em n prestagbes a uma taxa de juroi. Pelo SAC,
para cadak € {1,...,n}, a k-ésima prestacdo é dada por P, = Z(1 + ni + i — ki).
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Demonstracdo. Sejam D o valor de uma divida, n a quantidade de prestacdes para pagar esta
divida, 7 a taxa de juro do financiamento, D, o 0-ésimo saldo devedor, A a amortizagao pelo SAC
e, paracada k € {1,...,n}, P, a k-ésima prestagéo, .J; 0 k-ésimo juro e Dy o k-ésimo saldo
devedor. Pela Definicao 3, segue que as amortizagdes sao iguais entre si e a soma delas é igual
a divida contraida. Assim, nA = D, donde A = %. A prestacdo € a soma da amortizagcao com
o juro, isto &, P, = A+ J,.. O saldo devedor € a divida inicial menos as amortizagoes feitas, isto
e, D.=D—kA,donde D, =D — k;%. O juro € o produto da taxa de juro do financiamento pelo
saldo devedor do instante anterior, isto é, J, = iD;_;. Logo,

D D D\ D
Pk:A+Jk:—+z’Dk_1:—+i(D—(k—1)—> — Z(1+ni+i—ki).
n n n n

3 COMPARACAO PRICE E SAC

O leitor pode reparar que, nos exemplos 2 e 3, o financiamento teve o0 mesmo valor de divida,
mesma taxa de juro e mesma quantidade de prestagcdes. A Unica diferenga entre um exemplo e
outro foi o sistema de amortizacdo, Price, no Exemplo 2, e SAC, no Exemplo 3. E natural que
surja a pergunta de qual das duas opgdes seria melhor.

Em um olhar descuidado, somos tentados a, simplesmente, somar os valores pagos em cada
um dos sistemas e julgar que aquele que gerou a menor soma € o melhor para a devedora e
0 que gerou a maior soma é o melhor para a credora. A soma das prestagdes no Exemplo 2
(Price) é 2.690 + 2.690 + 2.690 + 2.690 = 10.760. A soma das prestacdes no Exemplo 3 (SAC)
€ 2.800 + 2.725 + 2.650 4+ 2.575 = 10.750. Mas essas informagdes sao irrelevantes para saber
qual sistema é mais vantajoso do ponto de vista da matematica financeira. Para se decidir, entre
duas opc¢oes, qual € a mais vantajosa financeiramente, deve-se comparar os valores presentes
pagos em cada op¢do. Dessa forma, leva-se em consideracdo o custo de oportunidade, uma
vez que os valores presentes representam o custo real de cada opc¢ao. Ainda, lembramos que
nao levamos em consideragcao qualquer reajuste sobre o saldo devedor ou sobre as prestagdes,
evitando flutuagdes de taxas futuras.

3.1 QUAL E MAIS VANTAJOSO PARA A CREDORA?

Sob a perspectiva da credora, isto €, daquela que vai receber os valores das prestacoes, a
taxa interna de retorno é a taxa de financiamento, uma vez que é sob a taxa de financiamento
que a quantia que ela emprestou varia. Dessa forma, para compararmos os dois sistemas,
temos que calcular a soma dos valores presentes, com respeito a taxa de financiamento, das
prestacdes em cada sistema e comparar as duas somas.
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Exemplo 4. A soma dos valores presentes, com respeito a taxa de financiamento, das presta-

¢coes no Exemplo 2 (Price) € igamr + w0057 T ro0s® T miopsr = 10-000. A soma dos

valores presentes, com respeito a taxa de financiamento, das prestagées no Exemplo 3 (SAC)

£ 2800 2725 2650 2575 _
€ T0.03)1 + (150032 + (150,03) + (150,037 — 10.000. Como a soma dos valores presentes, com

respeito a taxa de financiamento, do Price € igual a do SAC, concluimos que, no caso de uma

divida de R$ 10.000, 00, paga em 4 prestagées mensais, a uma taxa de juro de 3% ao més, Price
e SAC séo igualmente vantajosos para a credora.

O Exempilo 4 ilustra a comparacao, da uma pista para o caso geral, mas nos permite a con-
clusdo apenas para um caso especifico de valor de divida, taxa de juro e quantidade de presta-
cbes. O Teorema 3, a seguir, nos garante que a conclusao que tiramos pode ser generalizada a
qualquer caso. Isto é, o Teorema 3 mostra que Price e SAC sao igualmente vantajosos para a
credora, quaisquer que sejam o valor de divida, a taxa de juro e a quantidade de prestagdes.

Teorema 3. Para uma mesma divida, mesma quantidade de parcelas e mesma taxa positiva de
juro, segue que Price e SAC s4o igualmente vantajosos para quem vai receber 0s pagamentos.

Na verdade, o Teorema 3 € um caso particular de um fato mais amplo. Ocorre que, nao
s6 Price e SAC sao equivalentes, mas quaisquer sistemas de amortizacao que satisfacam as
propriedades de A.1 a A.6 sdo equivalentes entre si. O Price é, por definicdo, um sistema de
amortizagao no qual a soma dos valores presentes das prestagdes é igual a divida contraida. O
SAC é, em particular, um sistema de amortizacdo onde as amortizacdes sao iguais entre si. O
Teorema 3 garante que, no SAC, a soma dos valores presentes das prestacées também é igual
a divida contraida. No entanto, como vemos no Teorema 4, a seguir, ndo ha nada de especial
no fato de as amortizagdes serem todas iguais. O Teorema 4 mostra que nao importa como sao
feitas as amortizacdes, desde que elas de fato liquidem a divida. Isto é, desde que a soma de
todas as amortizagdes seja igual ao valor da divida contraida, a soma dos valores presentes das
prestacoes também serd igual a divida contraida.

Teorema 4. Para uma mesma divida, mesma quantidade de parcelas e mesma taxa positiva de
juro, segue que dois sistemas de amortizagdo quaisquer, que satisfazem as propriedades de A.1
a A.6, sdo igualmente vantajosos para quem vai receber os pagamentos.

Demonstracdo. Consideremos um sistema de amortizagdo que satisfaz as propriedades de A.1
a A.6 qualquer. Denotemos o valor da divida por D, a quantidade de prestacdes para pagar essa
divida por n e a taxa positiva de juro do financiamento por . Denotemos, ainda, o 0-ésimo saldo
devedor por Dy e, paracada k € {1,...,n}, a k-ésima amortizagdo por Ay, a k-ésima prestagao
por P, 0 k-ésimo juro por J; e 0 k-ésimo saldo devedor por Dy.

O saldo devedor ¢ a divida inicial menos as amortizagées feitas, isto é, D, = D — A; — Ay —
o —Ap_1—Apparatodo k € {1,...,n}. Emparticular, D, = D—A;—Ay—---—A,_1—A,. Mas o
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saldo devedor do ultimo instante é zero, isto é, D,, = 0. Assim,0=D—A;—Ay,—---—A,_1—A,,

donde

A1+A2+—|—An,1+An:D

(1)

By

Pela Definicao 1, o valor presente da k-ésima prestagdo, com respeito a i, € dado por —%

Mas

By

A+

Ap +1iDp_

A +i(D—A) — Ay — - — Ao — Ap 1)
Ap+i(Ar+Ag+ -+ A+ A — A — Ay — o = Ay — Ap)

A +i(Ag+Apr+- +A, 1+ A)

Ap + 1A +1Ag 1 + -+ 1A, + A,

(1+4)k "

paratodo k € {1,...n}. Assim, denotando a soma dos valores presentes, com respeito a i, das

prestacoes por 3, temos que

A iAo+ iA, Ay iy + e +iA,

z

Note que

)

(144)!

+ +

+

+

A1 +iA+--+iAy,
(144)1
Ax+iAot-+iAp
(141)2

An—1+iAn—1 +1An

(144)n—1
AntiAy

+i)m

_AL
(144)1
L
(1+1)2

Anfl
(14—t

Ap
(T+i)"

A
(1+4)L
As
(1+44)2

Anfl
An
(144)n

+

+

(1+14)2
iA iA
et T ol
iA
T T
iAq
(1+4)t
1A 1A
(1+i2)1 + (1+i2)2
7:A'nfl iAn,1
R ey
iA, 1An
Ot T anee

+

Anq +1iA,1 +1A, A, +iA,

. (2
(1+4)n1t (140 @)
1An— iAy,
+ (1144—2)i + (1+i)1
1Ap— 1Ay,
+ Tt e
iAp_ iAy,
T oargeT T e
iA,
+ anm
A,
o
iAp 1An
T arrT T Ghe
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- A <1+z>1 + Z(m)l)
+ A (1+z)2 +1 ((1+z)1 + (1+z) ))

1 1
+ A (e i (g o+ )
1
+ A, <(1+2)”+Z<(1+z)1+ +(1+i)”>>

1 (1+i)—1
T\ a1
1 (14+4)2-1

+ Ao (e + i (@ @

- A <1+z>

1 . 1 (144)"~1-1
+ Ana <( +iyn—1 +Z<(1+i)”*1 (14i)—1 ))

1 (1+i)"—1
+ A, <( Tor +Z<(1+z) (1+i)—1>>

— Ay (1+d)! I + A, (1+4)* 4+ Ay (1+zi)"*1 + A, (H‘l:)n

1+9) (1+44)2 (142)m—1L (142)™
- A1+A2++An—1+An
Isto &,
Y=A+A+ -+ A+ A, (3)
Das igualdades 1, 2 e 3, segue que
A +iA+ - +iA, N Ay +iAs+ - +iA, P Apq +iA, g +iA, | Ap+iA,
(1+4)t (1+14)? (14 ¢)nt (144"

Logo, a soma dos valores presentes, com respeito a i, das prestacoes é igual a divida contraida.

Mas o sistema de amortizacao considerado aqui é arbitrario satisfazendo as propriedades de
A.1 a A.6. Isso significa que qualquer sistema de amortizacdo que satisfaca tais propriedades
tem a soma dos valores presentes, com respeito a taxa de financiamento, de suas prestagoes
igual a divida contraida. Portanto, dois sistemas de amortizagdo quaisquer que satisfazem as
propriedades de A.1 a A.6 sdo igualmente vantajosos para quem vai receber os pagamentos. [

3.2 QUAL E MAIS VANTAJOSO PARA A DEVEDORA?

Sob a perspectiva da devedora, isto €, daquela que vai pagar os valores das prestacoes, a
comparacao depende de sua taxa interna de retorno. Ou seja, do quanto o valor de seu dinheiro
varia. Dessa forma, para compararmos os dois sistemas, temos que calcular a soma dos valores
presentes, com respeito a taxa interna de retorno, das prestagdes em cada sistema e comparar
as duas somas.
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Exemplo 5. Consideremos uma taxa interna de retorno de 2% ao més. A soma dos valores
presentes, com respeito a taxa interna de retorno de 2%, das prestagdes no Exemplo 2 (Price) é

2690 a 2690 7+ 2690 5+ 2690 ;7 = 10.243. A soma dos valores presentes, com respeito

(1+0,02) 0,02 1+0,02 140,02
a taxa interna de retorno de 2%, das prestagcdes no Exemplo 3 (SAC) é (lfgo(%)l + (1%25’2)2 +
0057 + oo = 10-240. Como, com respeito & taxa interna de retorno de 2%, a soma dos

valores presentes no Price é maior que a soma dos valores presentes no SAC, concluimos que,
no caso de uma divida de R$ 10.000, paga em 4 prestagées mensais, a uma taxa de juro de 3%
ao més e uma taxa interna de retorno de 2%, o SAC é mais vantajoso do que o Price, para a
devedora.

Exemplo 6. Agora, consideremos uma taxa interna de retorno de 4% ao més. A soma dos
valores presentes, com respeito a taxa interna de retorno de 4%, das prestagées no Exemplo

P 4 2690 2690 2690 2690 _
2 (Price) e E (140,04)2 + (150,007 + 130007 = 9.764. A soma dos valores presentes,
2800

com respeito a taxa interna de retorno de 4%, das prestacdes no Exemplo 3 (SAC) é TroonT T

o7 T treons T maogms = 9-769. Como, com respeito & taxa interna de retorno de 4%,

a soma dos valores presentes no Price é menor que a soma dos valores presentes no SAC,

concluimos que, no caso de uma divida de R$ 10.000, paga em 4 prestacées mensais, a uma
taxa de juro de 3% ao més e uma taxa interna de retorno de 4%, o Price é mais vantajoso do
que o SAC, para a devedora.

Os exemplos 5 e 6 ilustram a comparacao, ddo uma pista para o caso geral, mas nos permi-
tem a concluséo apenas para um caso especifico de valor de divida, taxa de juro, quantidade de
prestacoes e taxa interna de retorno. O Teorema 5, a seguir, nos permite tirar conclusées para
qualquer caso. Isto é, o Teorema 5 nos permite tirar conclusées sobre qual € mais vantajoso para
a devedora, quaisquer que sejam o valor de divida, a taxa de juro, a quantidade de prestagdes e
a taxa interna de retorno.

Teorema 5. Para uma mesma divida, mesma quantidade de parcelas e mesma taxa positiva de
juro:

a) Se a taxa interna de retorno positiva de quem contraiu a divida é igual a taxa do financia-
mento, entao, para essa pessoa, Price e SAC sdo igualmente vantajosos.

b) Se a taxa interna de retorno positiva de quem contraiu a divida é menor que a taxa do
financiamento, entao, para essa pessoa, o pagamento pelo SAC é mais vantajoso do que
0 pagamento pelo Price.

c) Se a taxa interna de retorno positiva de quem contraiu a divida é maior que a taxa do
financiamento, ento, para essa pessoa, o pagamento pelo Price é mais vantajoso do que
0 pagamento pelo SAC.
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Demonstracdo. Consideremos que uma divida serd paga em prestacdes a uma determinada
taxa positiva de juro. Vamos denotar por D o valor da divida, por n a quantidade de prestacdes
para pagar esta divida, por i a taxa de juro do financiamento e por j a taxa interna de retorno
positiva de quem contraiu a divida.

Denotando o valor das prestagdes pelo Price por P, paracada k € {1,...,n}, pela Definigéo
1, o valor presente da k-ésima prestacao, com respeito a j, pelo Price é dado por 1+ T Pelo
Teorema 1, a prestagdo no Price € dada por P = D(;(j;;,?_l. Assim, denotando a soma dos
valores presentes, com respeito a j, das prestacoes pelo Price por ¥ p, segue que

i(140)" i(14i)" i(140)" i(149)"
Sp = D(1+z‘)”—1 D(l—i—i)”—l o D(1+i)"—1 D(l-i—i)"—l
L+t (1+j) L+t A+
Para cada k € {1,...,n}, denotando o valor das prestagdes pelo SAC por P, o valor pre-

sente da k-ésima prestagéao, com respeito a j, pelo SAC é dado por (1+ . Pelo Teorema 2, para
cada k € {1,...,n}, a k-ésima prestagao pelo SAC é dada por P, = - (1 +ni + i — ki). Assim,
denotando a soma dos valores presentes, com respeito a j, das prestacoes pelo SAC por Xg,

segue que
5 D(14ni+i—1) N D(1+ ni+i— 2i) . D(14 ni+i—ni)
S = . . T s
(1+ ) (1+7) (L4 )"
Note que
_ Dasis | Datiis Dt | Dadie
Ep = ot toar Tt g )"
o i(144)"
= Damp ((w)l taE T T T @
- D i(144)™ 1 (A4)"-1
- (14+4)"—1 (144)" 1451
_ - (144)"—1 1
= DG (s +1)
Isto é,
(T4 -1 ( 1 )
Yp=Di— - - +1]). 4
P J(L+ ) (I+4d)—1 4)
Agora, note que
D . %(1+in+i—i) - D (1+in+i—ni)
s = Ty Tt e
_ D (14+inti 1+indi _ _ ni
= S @ Ty ot o <1+j>n>
_ D 1+zn+z . 1+’m+1) 4 (_ % L. _m ))
n (1+5)? (1+5)m (145)1 1+
_ D 1 . 1 n
= D{(1+in+1i) <<1+y>1 et —(1+j)”> —i <—(1+j)1 NI (H—j)”))
_ D . N (145)"— . 1 n
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Isto é,

Denotando

temos que

B =

_I_

+ o+

+

+ o+

D . LI+ =1 ( 1 n >)
ES:—<1+m+z : —1 + (5)
TS e
1 2 n—1 n
B= — + — . + —, (6)
1+ (1+4)? (T4t (A4+4)"
1
(144)1
2
(1+5)?
(111]3”‘1
(1+5)m
1
fEmE
1 1
T2 T awe
1 1 1
G e S s e S N M sww)
1 1 1 1
(=) s e A SR A cew) R (ew) )
1 1 1 1
G A M ey T G T
1 1 1
(== A A Y s ) e S M G
1 1
(I45)nt + (1+5)m
1
(1+5)™

1 1 1 1 1 1 1
= ((w)l Tt <1+j)n) T ((w)? Tt <1+_j>n) Tt ((w)n—l + <1+j>") T (—(w)n)

1 (A4H"-1 1 (A+)rt-1 1 (1+5)°%-1 1 (1+5)r-1
e <1+j>—1>+(<1+j>" L)1 )*"‘* <—u+j>n <1+j>—1> T <—<1+j>n—<1+j>—1)

= o ()" =1+ +5)" =1+ + (1472 =1+ (1 +5) - 1)

J

s (L) + A+ + o+ 145+ (1 +4) —n)

_ 1 N1 (145)"—1
= jam <(1+]) (I+)—1 _”>

(+5)"—1 n

R ) e ()
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Isto é,

Das igualdades 6 e 7, segue que

1 N 2 - n—1 Lo R ®)
T+ (1474)? L+ )t A+ 2A+)mt A+

Das igualdades 5 e 8, segue que

EV:Q(a+”n+ngiﬁ;g_i<u+jW—1_ n ))7

J+ ) A4 g+
donde L1 /1 . .
ES:DZ'¢<_.——.+.—+1)- (9)
jA+gm \ni nj o (1+5)"—1
a) Vejamos o caso em que a taxa interna de retorno € igual a taxa do financiamento. Vimos,

na demonstracdo do Teorema 4, que, em qualquer sistema de amortizagdo, a soma dos
valores presentes, com respeito a 7, das prestagdes € igual a D. Assim, nocaso j = i, a
soma dos valores presentes, com respeito a j, das prestagdes pelo Price é igual a soma
dos valores presentes, com respeito a j, das prestacdes pelo SAC. Portanto, nesse caso,
Price e SAC sao igualmente vantajosos.

Vejamos o0 caso em que a taxa interna de retorno € menor que a taxa do financiamento,
isto &, 7 < i.

Sejam z € Ren € Ntaisque x > 0 e n > 1. Pela Desigualdade das Médias Lima (2008,
p. 120), segue que

1+2)" 4+ +(1+2)+ (1 +2)° =3/

- L +a) .. (L+a)(1+a2),

donde

T+ +1+a)" 2+ + (1 +a) + (1+2)° > ni/(1+ ) ttn—20+140,

Como (142)" ' +(142)" 24+ -+ (1+2) +(1+2)° = G en—14+n—2+ - +140 =

(0+n—1)2, segue que ((11192)7:1 >n{/(142) 2" isto 6, "L > p(14-2)"F, donde

(1 +2)" —1)* > n?(1 4 )" '22. Portanto,

(142)" =1 —=n%.%(1 +z)" ' > 0. (10)

Agora, sejamn € Ncomn > 1le f : (0,00)— R tal que f(z) = —— + )71 Para
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((14x)"—1)2—n2z2(142)"~
, na?((1+x)n—1)°

n 2,.2 n—1
Desigualdade 10, segue que ((1“)”:;21;2),?_(11)'5”) > 0, donde f’(x) > 0 para todo z €

(0, 00). Portanto, f é estritamente crescente.

todo = € (0,00). Note que f'(z) = " para todo = € (0,00). Pela

Como i e j sdo positivos, j < i e f é estritamente crescente, segue que f(j) < f(i). Isto
é,

1 n 1 - 1 . 1
nj A+ —1" i (Itan-1
donde
Lo Ly ! LIS R
ni nj  (1+j)"—1 ni ni (1+m—1
Isto é,
L L + ! +1< 1 +1
ni nj (I1+j)—1 (1+dn—1
Assim,
1 -1/ 1 1 1 1 )" —1 1
Di%(—.——.+.—+l)<l}i< ,+j) - ( - +1). (11)
JA+g)m \ni nj (1+j)"—1 JaA+m (1 +i) -1

Pelas Desigualdade 11 e igualdades 4 e 9, segue que X5 < > p. Assim, nocaso j < i, a
soma dos valores presentes, com respeito a j, das prestagdes pelo SAC é menor que a
soma dos valores presentes, com respeito a j, das prestagdes pelo Price. Portanto, nesse
caso, o0 SAC é mais vantajoso do que o Price.

c) No caso em que a taxa interna de retorno € maior que a taxa do financiamento, de forma
analoga ao caso anterior, vemos que a soma dos valores presentes, com respeito a 7, das
prestacoes pelo Price € menor que a soma dos valores presentes, com respeito a 7, das
prestacdes pelo SAC. Portanto, nesse caso, o Price é mais vantajoso do que o SAC.

4 CONSIDERAGOES FINAIS

Sabe-se que os sistemas de financiamento imobiliario oferecidos no Brasil sdo Price e SAC.
O Price é um sistema em que as prestacdes se mantém constantes ao longo de todo o periodo
de pagamento e o SAC € um sistema em que as prestagdes decrescem. Naturalmente, quem
busca contratar um financiamento se questiona sobre qual dessas opgdes é a mais vantajosa. E
claro, entendemos por mais vantajosa aquela que gera o menor custo. Em um primeiro momento,
somos tentados a, simplesmente, somar as prestagdes no Price e somar as prestagoes no SAC:
o que der a menor soma sera o melhor. No entanto, esta abordagem nao leva em consideracao
um conceito primordial da matematica financeira: o valor do dinheiro no tempo. Quantias de
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dinheiro em instantes distintos podem possuir valores distintos. O necessario, entao, € somar,
ndo o valor absoluto das prestagdes, mas o valor de cada uma delas levadas a um mesmo
instante de tempo. O que foi feito no presente trabalho. A partir de teoremas, concluimos — nao
apenas para exemplos ou simulagdes especificas, mas para o caso geral — que Price e SAC séao
igualmente vantajosos para a credora e que, para a devedora, 0 mais vantajoso entre Price e
SAC depende de sua taxa interna de retorno. Para a devedora: se sua taxa interna de retorno
for menor que a taxa de financiamento, entdo o SAC € mais vantajoso; se sua taxa interna de
retorno for maior que a taxa de financiamento, entao o Price é mais vantajoso.
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