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Resumo: Este trabalho tem como objetivo principal explorar os pontos fixos da fungéo felicidade em qual-
quer sistema de numeragéo posicional. Apresentamos diversos resultados e propriedades associados
aos numeros felizes e aos pontos fixos da fungéo (e, b)-feliz. Em especial, introduzimos métodos para
identifica-los por meio da resolucdo de equagdes diofantinas, utilizando recursos computacionais. No
caso do expoente dois, utilizamos uma férmula de Alan Beardon para o célculo do nUmero de pontos
fixos, aplicando-a para exibir alguns exemplos concretos. Além disso, apresentamos um resultado que
estabelece uma relagao entre 0 nimero de pontos fixos e 0s niumeros de Mersenne.

Palavras-chave: numeros felizes; pontos fixos; numeros de Mersenne.

Abstract: This work primarily aims to explore the fixed points of the happiness function in any positional
numeral system. We present various results and properties related to happy numbers and the fixed points
of the (e, b)-happy function. In particular, we introduce methods to identify them through the resolution of
Diophantine equations, using computational tools. For the case of exponent two, we employ a formula by
Alan Beardon for calculating the number of fixed points, applying it to exhibit some concrete examples.
Furthermore, we present a result that establishes a connection between the number of fixed points and
Mersenne numbers.

Keywords: happy numbers; fixed points; Mersenne numbers.

Resumen: Este trabajo tiene como objetivo principal explorar los puntos fijos de la funcién felicidad en
cualquier sistema de numeracién posicional. Presentamos diversos resultados y propiedades asociados
a los nimeros felices y a los puntos fijos de la funcién (e, b)-feliz. En particular, introducimos métodos para
identificarlos mediante la resolucién de ecuaciones diofanticas, utilizando recursos computacionales. En
el caso del exponente dos, empleamos una féormula de Alan Beardon para el calculo del nimero de
puntos fijos, aplicAndola para mostrar algunos ejemplos concretos. Ademas, presentamos un resultado
que establece una relacion entre el nimero de puntos fijos y los numeros de Mersenne.

Palabras clave: numeros felices; puntos fijos; nimeros de Mersenne.

1 INTRODUCAO

Os numeros felizes abrangem uma variedade de temas na matematica. O estudo desses
nameros integra elementos de teoria dos numeros, sistemas dindmicos discretos, computagéo,
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entre outras areas. Trata-se de um tema atual e relevante, explorado por diversos autores (ver,
por exemplo, Beardon| (1998), Grundman e Teeple (2001), [Rodrigues| (2021), Mata e Veloso
(2023) e |Costa e Carvalho| (2025)). Neste contexto, destacamos os artigos Beardon| (1998) e
Mata e Veloso (2023) que serviram como base tedrica fundamental para o desenvolvimento
deste trabalho.

Considere o seguinte algoritmo, na base decimal: dado um namero inteiro, calcule a soma
dos quadrados de seus digitos. Repita essa etapa com o niumero obtido, e continue o processo
de forma iterativa. Se, ao final da execugéo do algoritmo, obtemos o numero 1, dizemos que o
numero inteiro inicial € um numero feliz. Observe que o 49 é feliz

49 — 97 — 130 — 10 — 1.

Se, nesse procedimento, nunca obtemos o numero 1, diremos que o numero inicial nao € feliz e
serd chamado de triste. Agora note que o numero 38 € um numero triste, pois, ao aplicarmos o
algoritmo, ele entra em um ciclo infinito. A sequéncia de iteracdes é:

38273258 >89 —145—+42—-20—-4—>16 —-37—=>58 — ---

Observe que o numero 58 aparece em duas iteracdes distintas, confirmando a formacao do
ciclo:
{58, 89, 145,42, 20, 4,16, 37}.

O presente trabalho explora os pontos fixos da fungéo felicidade em qualquer base posicio-
nal. Em especial, abordamos algumas técnicas para encontrar esses pontos fixos, resolvendo
equacoes diofantinas com o auxilio de um programa computacional. Também exploramos um
resultado de Alan Beardon (Beardon, |1998, Teorema 3.1) para determinar o numero de pontos
fixos da fungao feliz 5 ;, obtendo exemplos e um resultado bem interessante que relaciona o
numero de pontos fixos da funcéo feliz £5, com os numeros de Mersenne, Teorema Os
nuameros de Mersenne so inteiros positivos que podem ser expressos pela formula 2" — 1, onde
n € um numero inteiro positivo (veja|Gomes, Costa e Santos (2008)).

Para o leitor interessado no tema, existem diversas questdes relacionadas aos numeros feli-
zes, como, por exemplo, a existéncia de infinitos numeros primos felizes, na base 10.

Este trabalho esté organizado da seguinte forma: na Segéo [2, estudamos a fungéo (e, b)-
feliz, os nimeros (e, b)-felizes e (e, b)-tristes, além de descrever um método, utilizando equagdes
diofantinas, para determina-los. Na Segéo (3, estudamos os pontos fixos da fungéo (e, b)-feliz e
apresentamos métodos para encontra-los. Por fim, na Segéo [4, exploramos a férmula para cal-
cular o nimero de pontos fixos da fungdo (2, b) em qualquer base, sua relagdo com os nimeros
de Mersenne e alguns resultados correlatos.
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2 NUMEROS FELIZES

Apresentamos a definigdo da fungéo (e, b)-feliz e os nimeros (e, b)-felizes, de acordo com
Grundman e Teeple (2001). Em especial, discutimos como determinar se um dado ndamero €
(e, b)-feliz (veja 0 comentario apds o Corolério. E necessario recordarmos como representar
um inteiro positivo em qualquer base b > 2. O leitor familiarizado com a representacao posicional
pode ir direto a definicdo da fungéo (e, b)-feliz.

O préximo resultado, uma consequéncia direta do Lema de Euclides, nos permite representar
um inteiro positivo, de maneira unica, em qualquer base posicional b > 2. A sua demonstragcéao
foge do escopo deste trabalho. Ao leitor interessado indicamos as referéncias Hardy e Wright
(1960), Lacerdal (2014), [Martins| (2015) e Rochal (2019).

Teorema 2.1 Para qualquer numero inteiro ndo negativo N e qualquer base inteira b, tal que
b > 1, existe uma representacao unica na forma polinomial

N=a, - b"+a,1- 0"+ +a b+ a,

onden>0,0<a; <b—1parai=0,1,2,...,n, desde que a,, # 0.

E usual denotar a forma polinomial a,, - " + ap_1 - 0" ' +--- 4+ a; - b+ ag, do Teorema
por [ay, . . . aiaplp.

A demonstragdo do Teorema 2.1]fornece um algoritmo para representar qualquer inteiro ndo
negativo em uma base dada, b > 2. Caso queira entender esse algoritmo mais detalhadamente,
leia a se¢ao 2 em|Rochal(2019). A seguir descrevemos, com um exemplo, como representar um
nuamero em determinada base.

Exemplo 2.2 Vamos representar o numero 58 na base 5. Para isso, faremos uma divisdo eucli-
diana de 58 por 5. Apds essa primeira divisdo, faremos sucessivas divisées euclidianas entre o
quociente anterior e a base 5, até encontrarmos um quociente menor que a base. Observe:

58 =5-11+3 (i)

11=5-2+1 (i)

Agora, ao substituirmos (i) em (ii), obtemos
58=5-(5-241)+3.
Escrevendo na forma polinomial, temos:

58 =2-524+1-5+ 3.
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Portanto, temos que 58 = [213]5. O

Os sistemas de numeragao em bases ndo decimais também possuem aplicagbes em nosso
cotidiano. Para o leitor interessado em aprofundar-se no tema, recomendamos a consulta ao
trabalho de |Rocha (2019).

Agora estamos em condigdes de apresentar a fungao feliz e o numero feliz em qualquer base
posicional e expoente. Dados os inteiros ¢ > 2 e b > 2, seja x um numero inteiro positivo cuja
representacao na base b € dada por

T

i
T = [a,Qr 1G5 ... a100]p = E a;b".

=0

A fungéo (e, b)-feliz é definida por

Ou segja,

e,b = ebE az —E ai-

=0

E usual denotar a fungéo F; 10 por F'. Assim, quando a base e o expoente ndo s&o declara-
dos, subentende-se que seu valor e = 2 e b = 10.

Dizemos que um numero inteiro positivo m é (e, b)-feliz quando, para algum inteiro & > 1,
temos que FY,(m) = 1, onde F?, = id (fungdo identidade) e F), = F., 0 Fop0---0 Fp
(composigdo de k fungdes F. ;). Caso contrario, ele é dito (e, b)-triste. E imediato que o nimero
1 é (e, b)-feliz para qualquer expoente e qualquer base.

Exemplo 2.3 O numero 193 é (2, 10)-feliz na base 10, pois

F(193) =1+ 9*+3*=1+81+9 =091

F?(193) = F(F(193)) = F(91) =9 + 12 =81 + 1 = 82

F?(193) = F(F?(193)) = F(82) = 8% + 2> = 64 + 4 = 68
F4(193) = F(F*(193)) = F(68) = 6% + 8% = 36 + 64 = 100
F5(193) = F(F*(193)) = F(100) = 1? + 0>+ 0> =1+ 0+ 0 = 1.
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Exemplo 2.4 lterando a fungéo F, 1o no numero 154, obtemos
F(154) = 42, F?(154) = 20, ..., F®(154) = 145, F?(154) = 42.

Agora, observe que
F*(154) € {4, 16, 37, 58, 89, 145, 42, 20}

para todo k > 1. Logo F*(154) # 1, para todo k > 1. Ou seja, 154 é um numero (2, 10)-triste.

¢
Exemplo 2.5 O numero 127 ¢é feliz na base 9, pois
Fy9(127) = Fyo([151]g) = 17+ 5* + 1> = 27
F34(127) = Fy9(27) = Fp9([30]g) =3+ 0> =9
F3o(127) = F9(9) = Fo([10]g) = 17 +0° = 1.
%

Teorema 2.6 Na base 2 todo nimero é (e, 2)-feliz.

Prova. Vamos demonstrar por inducao. Note que
F€72(1> = 1, F€72<2) - Fe’g({lo]g) - 18 + Oe == 1,

Foo(3) = Fop([11]) = 1°41° =2 e F2,(3) = F.o(F.2(3)) = F.2(2) = 1.

Logo, os inteiros 1, 2 e 3 sdo ndmeros (e, 2)-felizes. Seja n > 3. Vamos supor, por hipdtese
de indugédo, que todo inteiro menor que n € um ndmero (e, 2)-feliz. Sejan = a,a,_1...a1a¢ a
representagao posicional de n, na base 2. Por suposigdo r > 2, a, = 1 e a; € {0, 1}, para todo
0 <@ <r—1. Visto que a; = a;, obtemos que

F.o(n) =a; +ay_; + -+ +af + ag
=l4+ar_1+---+a +ag
<l+r<?2
< 4 a2 a2 4 ap = n.

Verificando que F,»(n) < n. Segue, por hipétese de inducéo, que F. o(n) € um numero (e, 2)-
feliz. Logo existe k tal que
FFy(Fea(n)) =1.
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Ou segja,
Fi3'(n) = Ffy(Fea(n) = 1.

Isso mostra que n € um ndmero (e, 2)-feliz. Portanto, todo nimero é (e, 2)-feliz. O
Se em determinada base posicional, b, todo nimero é (e, b)-feliz € usual chamar essa base
posicional por base (e, b)-feliz. O resultado anterior mostra que a base 2 € uma base (e, 2)-feliz.
O seguinte resultado mostra que, ao aplicarmos as iteradas da fungéo (e, b)-feliz a um inteiro
m e encontrarmos um ndmero (e, b)-feliz (ou triste), F7 ,(m), nesse processo, todos os nimeros

da sequéncia
m, F.p(m), sz(m)7 e F:b(m), ..

também séo (e, b)-felizes (ou tristes).

Teorema 2.7 Seja m um numero inteiro positivo.
1. Sem é (e, b)-felize F}',(n) = m, paraalgum k € N, entdon é (e, b)-feliz.
2. Sem é (e, b)-triste e F ,(n) = m, para algum k € N, entédon é (e, b)-triste.

Prova. Seja m um numero inteiro positivo.

1. Seja m um namero (e, b)-feliz. Entao existe r € N tal que F7 ,(m) = 1. Assim
F73(n) = FL(F2y(n) = F7y(m) = 1.

Portanto, n € um nimero (e, b)-feliz.

2. Sem é (e, b)-triste, entdo m # 1 e F,(m) # 1, para todo r € N. Visto que F},(n) = m e
m é (e, b)-triste temos que F! ,(n) # 1 para 0 < [ < k. Isto implica que

para todo r € N. Logo F7 ,(n) # 1, para todo r € N. Portanto, n € um nimero (e, b)-triste.
0
Teorema 2.8 Sejamm, e > 2 eb > 2 inteiros positivos. Entdo F, ,(m) < m, para todom > b**1.

Prova. Seja m = [a,a,_; - -ajag], @ representacédo posicional de m na base b > 2. Visto que
m > b temos que r > e+1 e a, # 0. Logo m possui, pelo menos (e-+2) digitos. Por definigao,

Fop(m) = a +af_y + -+ a + a.

)
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Agora, considere a diferenga entre m e F, ,(m):

m— F.p(m) = a,b" +a,1b" "+ -+ arb+ag — (al +al_; + -+ af + af)
= (a,b" —af) + (a0 —al_y) + -+ (a1b — af) + (ag — af)
=a,(t —al) + a1 (0 —alT) + a0 —al) Fae (b —al))
+ac2 (b7 = agTy) +acs (b7 —agy) + o +ar(b—ai ) +ao(1—ag ).

Faca

a=a b —a ) ta_ (b a4 Fa(b—af) +ae (b —alT)

B=aea(b? = agZy) + aes(0°° —aiT3) + -+ ar(b—ai") +ao(l —ag ).

Agora, observe que a > 0, pois 0 < a; < bparatodo 0 < i < r e a, # 0. Além disso, 0 menor
valor de v ocorre quandor =e+ 1, a1 = 1, a. =0 € a._; = 0. Assim,

= a1 (0T — afi]) + ac(b —al) + a1 (07 —alZ}) = 0T — 1.
E o menor valor possivel para /5 ocorre quando a; =b— 1 parai =0, 1, 2,...,e — 2. Assim,

B=0-1)F =01 ")+ G- = b-D)T)+- (-1 (b1
= (- D2 (=1 ) H 0P (b= 1)) et (b= (b= 1))+ (1= (b— 1))
=b-D[-(e—Db-1 "+ 42 4. 4 b+ 1]

Logo,

m—Fep(m) > a+ 8
= bt — +(b—1)[ (e—1DB—1) + b2+ b3+ 4 b+ 1]
= 1 —(e—1)(b-1)°+ (- 1)(b6—2+b€—3+---+b+1)
=0 —1—(e—=1)(b—1)+b"" -
= 1 — (e —1)(b—1)° —
>0 = (e~ 1)(b— 1)
=(0-1)+ 1) = (e-1)(b-1)
> b1 +(e+1)(b—1)°— (e — 1)(b— 1) (expanséo binomial)
=(b-1""+2(0b-1)

> 0.
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Portanto, F ,(m) < m quando m > b**t, O
Corolario 2.9 Dado um inteiro positivo m, existe k € 7. tal que
FFy(m) < b+
Prova. Suponha que Fe’fb(m) > b°*1, para todo k € N. Segue do Teorema 2.8 que
F.p(m) > Féb(m) > Fjb(m) > e > F;b(m) > 0> pett

€ uma sequéncia infinita de nimeros inteiros, estritamente decrescente e limitada inferiormente.
Um absurdo! Donde segue o resultado. O

Agora temos um procedimento para determinar se um nimero é (e, b)-feliz. Primeiramente,
identificamos quais numeros do conjunto

Dey=11,2,....0°"" -1}

sdo (e, b)-felizes, utilizando recursos computacionais. Se m > b°*! — 1 calculamos as iteradas
da fungéo F.;, até obtermos uma k-ésima iterada tal que F7,(m) € D, (Corolario . Em
seguida, verificamos por inspegéo se o nimero F7,(m) é (e, b)-feliz. Se F¥,(m) for (e, b)-feliz,
entdo todos os niumeros da sequéncia

m, Fep(m), F2b(m), o Fkb(m)

também s&o (e, b)-felizes, de acordo com o Teorema[2.7] Em particular, o inteiro m € (e, b)-feliz.

Exemplo 2.10 Vejamos como utilizar o método descrito acima para aferir se um nimero é (4, 3)-
Feliz. Primeiramente, verificamos, usando um programa computacional, quais sdo os numeros
felizes no conjunto D, 3. Ou seja, quais inteiros inteiros positivos menores que 3**1 — 1 = 242
sdo (4, 3)-felizes. Sao eles:

1, 3,9, 13, 27, 31, 37, 39, 81, 85, 91, 93, 109, 111, 117.

Os demais numeros do conjunto D, 5 sado (4, 3)-tristes. Agora, para saber se um numero
m > 242 é (4, 3)-feliz ou (4, 3)-triste, calculamos as iteragdes da fungdo Fy,(m) até obtermos
uma k-ésima iteragdo que satisfaga Fy;(m) € Dy e verificamos se esse valor é um nimero
(4, 3)-feliz ou (4, 3)-triste, por inspegdo. Seja m = 349. Calculando as iteracbes de F), 3 sobre
349, obtemos:

Fy45(349) = Fy 5([110221]3) = 35.
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Na primeira iteragcdo, como 35 é um numero (4, 3)-triste pertencente ao conjunto D, 3, conclui-
mos que 349 também é um ndmero (4, 3)-triste, pelo Teoremal2.7}
Agora, calculando as iteragcbes para 485, teriamos 0s seqguintes resultados:
Fy4(485) = Fy3([122222]3) = 81.

Observe que, ja na primeira iteragdo, temos como resultado um numero (4, 3)-feliz perten-
cente ao conjunto Dy 5. Logo, concluimos que 485 também é um numero (4, 3)-feliz, novamente
pelo Teorema[2.7] O

O proximo resultado (veja Exemplo 2.8 em Mata e Veloso (2023)), descreve como utilizar o
método para verificar que todo nimero é (2, 4)-feliz.

Teorema 2.11 Na base 4, todo numero é (2, 4)-feliz.

Prova. E uma consequéncia direta do método descrito, apés o Corolario para verificar se
um numero é (e, b)-feliz. Seja

Doy ={1,2,...,63=4>"" —1}.

Agora, precisamos determinar quais elementos do conjunto D, 4 so felizes. Utilizando um sim-
ples programa computacional, verificamos que todos os elementos de D 4 sé&o felizes. O resul-
tado segue pelo Teorema[2.7 e Corolario[2.9 O

Observamos que para certos expoentes existem numeros (e, 4)-tristes. Por exemplo, para
e = 3, temos que F34(15) = 54, F3,(15) =36 e

F},(15) = 9 para todo k > 3.
Portanto, podemos concluir que o nimero 15 é (3, 4)-triste.

3 PONTOS FIXOS

Nesta se¢éo, abordaremos os pontos fixos da func¢io felicidade F. ;. O principal resultado,
detalhado no Teorema demonstra que podemos encontrar esses pontos fixos resolvendo
uma equacao diofantina sobre um subconjunto especifico dos nimeros inteiros positivos.

Um inteiro positivo n € chamado de ponto fixo da fungéo (e, b)-feliz quando

F.p(n) =n.

E imediato que 1 é um ponto fixo para qualquer fungéo (e, b)-feliz.
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Exemplo 3.1 O numero 273 é ponto fixo da fungao (4, 8)-feliz. De fato,

Fu(273) = Fy([421]) = 4* +2* +1* = 256 + 16 + 1 = 273.

%

Nos seguintes exemplos escrevemos um pequeno programa no Octave, para exibir os pontos
fixos da fungdo I .

O Octave é um software gratuito e uma linguagem de programacao de alto nivel, ideal para
realizar calculos numéricos e experimentos matematicos computacionais.

Exemplo 3.2 O numero 13 é ponto fixo da fungdo F» 5. De fato,
F55(13) = Fp5([23]5) = 2° + 3% = 13.
A fungdo F, 5 tem mais dois pontos fixos. S&o eles: 1 e 18. De fato,

Fo5(1) = Fys([1]5) =12 =1

Fy5(18) = F5([33]5) = 32 + 3% = 18.

¢

Exemplo 3.3 A fungdo F,,; tem pontos fixos diferentes do nimero 1. Por exemplo, o nimero
90. Observe que
Fo27(90) = F07([39]a7) = 3% + 9 = 90.

Teorema 3.4 Os pontos fixos da fungdo F., , sdo os numeros
[Gele_1 ... aragly = aeb® + @161 + - - + agb® + ayb + a
que satisfazem
al+al_y + -+ a5+ a +af = ach® + ac_1b" + -+ ab® + arb + ap.

Prova. Segue do Teorema que os pontos fixos da fungéo F. , pertencem ao conjunto
{1,2,...,b°" — 1}. Visto que

P —1=0b—-1)+ -1+ (b—1)b+ (b—1),
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temos que os possiveis pontos fixos possuem, no maximo, (e + 1)-digitos na base b. Logo, se m
€ um ponto fixo, entdo m € da forma

[Qc@e1 ... a1a0ly = acb® + ac_1b" 4 - + agb® + ar1b + ay, (1)

onde 0 <a; <b—1,i=0,...,e. Como F, ,(m) = F, p([actc_1 ...a1a0]p) = a+al_, + -+
as + a$ + ag e m é ponto fixo, obtemos

ac +ai_;+---+a5+aj+aj=ab’ + o107 4 -+ agb® + a1b + ag. (2)
Portanto, os pontos fixos da fungéo F. , sdo da forma (I) e satisfazem (2). 0

Exemplo 3.5 Determinar os pontos fixos da fung¢ao I3 5 € equivalente a determinar as solugbes
da equacéo:
2+ y* 4+ 28+ w? = 5% 4+ 5%y + 52 + w,

onde 0 < x,y,z,w < 4. Resolvendo a equagdo, com nosso programa, obtemos as seguintes
solugdes: (0,0,0,1), (0,1,0,3), (0,4, 3,3). Logo, os trés pontos fixos da fungdo F; 5 sao

1=[1]5, 28=1[103]5, e118 = [433]s.
¢

Exemplo 3.6 Determinando os pontos fixos da funggo Fs 5. Note que, pelo Teorema 0s
pontos fixos dessa fungdo sdo as solugées da seguinte equacao:

aS+ 05 + S+ d 48+ fO 4 g8 =5% + 5% + 5l + 53d 4+ 5%e + 5f + g.
Com auxilio computacional, verificamos que os pontos fixos da fungdo Fy 5 sdo
1=[1]5, 4890 = [124030]5, 4891 = [124031]5 e 9113 = [242423];.

o

Exemplo 3.7 Determinando os pontos fixos da funcdo Fy ;. Observe que, pelo Teorema
todos pontos fixos dessa funcdo satisfazem a equacéo

s+ ab 4+ al el =3Bwg + 37w+ -+ 3303 4+ 32y 4+ 32y + 0.

Com auxilio computacional, verificamos que os pontos fixos da fungéo Fy 3 sao
1=[1]3, 258 =[100120]3 e 259 = [1000121]5. &
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4 NUMERO DE PONTOS FIXOS

O objetivo desta secdo é abordar a quantidade de pontos fixos da funcdo F; ;. A principal
referéncia é a terceira se¢ao do artigo de|Beardon (1998). O principal resultado do artigo de Alan
Beardon assegura que o nimero de pontos fixos é igual ao nimero de divisores do inteiro 1 + b?
menos um (veja Teoremal[4.3). Nosso trabalho acrescenta exemplos e um resultado interessante
que, em certos casos, relaciona o numero de pontos fixos com os numeros de Mersenne.

Em virtude do Teorema 2.5 (Beardon, [1998), para determinar os pontos fixos da fungéo Fs ,,
precisamos resolver a equagao polinomial

oyt =ab+y. (3)

Utilizando recursos computacionais verificamos quais pontos (z,y), onde 0 < z,y < b — 1,
satisfazem a equacdo 3. E possivel reduzir o intervalo de variagdo de y paral < y < 1+ g
como mostra o proximo resultado.

Teorema 4.1 Seja [zy|, um ponto fixo na baseb > 2. Sex # 0, entdo 1 <y < 1+ L.

Prova. Veja o Teorema 3.5 do artigo de Mata e Veloso (2023). U

Contudo, queremos contar o nimero de pontos fixos. Com esse objetivo, completando qua-
drados, podemos reescrever a equacgao [3|da seguinte forma:

2y —1)*+ 2z —b)* =1+ (4)

Assim, para determinar quantos s&o os pontos fixos da fungéo £ ;, precisamos encontrar
todas as maneiras de expressar 1 + b> como uma soma de dois quadrados. De forma mais
precisa, o numero de pontos fixos da fungéo F+ ; € igual a cardinalidade do conjunto

P={(v,y) €Z?|0<m,y<b—1e(2y— 1>+ 2z —b)?*=1+0b}.

Desse modo, o numero de pontos fixos da fungéo F; ;, € igual ao nimero de maneiras dis-
tintas de expressar b* + 1 como a soma de dois quadrados. Esse resultado é bem conhecido
na literatura; por exemplo, pode ser encontrado no livro An introduction to the theory of numbers
(Hardy; Wright, [1960).

Antes do resultado principal da secao, precisamos da seguinte notacdo: Dado um inteiro po-
sitivo, vamos denotar por d(n) o nimero de seus divisores naturais. E facil ver que a quantidade
de divisores de um numero natural n € o produto dos sucessores de todos 0s expoentes de seus
fatores primos de sua decomposicao fatorial. Sugerimos ao leitor, interessado no assunto, que
consulte o capitulo 4 do livro de Lacerda (2014).
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Exemplo 4.2 Se quisermos encontrar o numero de divisores naturais de 360, por exemplo, pri-
meiramente temos que decompor o 360 em fatores primos, 360 = 23 - 3% - 5! e depois so-
mar uma unidade ao expoente de cada fator e fazemos o produto desses valores. Assim,
d(360) = 3+ 1)-(24+1)-(14+1) = 4-3-2 = 24. Portanto, o numero de divisores natu-
rais de 360 €& 24. ¢

Existe uma férmula para o nimero de pontos fixos da fungéo feliz £ ;, conforme apresentado
no préximo resultado.

Teorema 4.3 (Teorema 3.1, Beardon|(1998)) O numero de pontos fixos da fungdo F, ;, € igual
ad(l+0bv*) —1.

Vamos denotar o nimero de pontos fixos da fungéo F; , por fixz(b). Logo,
fiz(b) = d(1+ b*) — 1.
Exemplo 4.4 Determinando o numero de pontos fixos na base 5, temos:
fiz(5) =d(1+5*) —1=d(26) —1=4—1=3.

Logo, na base 5 existem exatamente 3 pontos fixos. E possivel determinar esses pontos fixos
resolvendo a equacao diofantina
2® +y* =5z +y,

onde 0 < z, y < 4. Utilizando nosso programa, obtemos as seguintes solugées: (0,1), (2,3) e
(3,3). Logo, os trés pontos fixos da fungdo I, 5 sdo 1 = [1]5, 13 = [23]5 e 18 = [33];. %

Exemplo 4.5 Neste exemplo vamos encontrar todos os pontos fixos da funggo I ;. Para isso,
iremos resolver a equacao
2yt =Tr 4y

Resolvendo, também de maneira computacional, encontramos as seguintes solugées: (0, 1),
(1,3), (3,4), (4,4) e (6, 3).

Portanto, os cinco pontos fixos da fungao Fs ; sdo: 1 = [1]7, 10 = [13], 25 = [34], 32 = [44]; e
45 = [63]7. &

O préximo resultado (Lebesgue, 1850) nos permite deduzir diversas consequéncias interes-
santes do Teorema

Lema 4.6 (Lebesgue (1850)) Sejam > 1 um inteiro. Entdo, ndo existem inteiros positivos = ey
tais que
1+y?=am
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Corolario 4.7 (Corolario 3.2, Beardon (1998)) A fungéo F, , tem um unico ponto fixo se, e so-
mente se, 1 + b* é um ndmero primo.

Prova. Observe que um inteiro maior que 1 tem dois divisores se, e somente se, for um nimero
primo. Logo, 1 +b? € um nimero primo, se e somente se, tem dois divisores. Segue do Teorema
4.3/ que o nimero de pontos fixos da fungéo F; , é dado por:

fiz(b) = d(1+b%) — 1.

Visto que d(1 + b*) = 2, obtemos
fiz() =2—-1=1,

o que verifica o resultado. 0

Exemplo 4.8 N&o existe nenhuma base tal que I, tenha 8 pontos fixos. Para que fixz(b) = 8,
ou seja, para que tenhamos 8 pontos fixos distintos, 1 + b* = p/f b p§2 .- pP» deve ter 9 divisores
naturais, ou seja, (1+ 1) - (1+32)---(1+8,) —1=8.Logo, (1+ 1) - (1+B2)---(1+8,) =9
e isso ocorre se, e somentese,n=1ep;=8oun=2,0, =2e [, =2.

Para o primeiro caso, teremos 1 + b* = p® e essa possibilidade n&o ¢ vélida, pois se 1 + b* =
p%, entdop® —b* = 1. Logo, (p*+0b)- (p*—b) = 1 e, como p e b sdo naturais, a tinica possibilidade
que temos é que p* +b=1ep* —b = 1. Isso implicaquep = 1 eb = 0, 0 que é impossivel,
poisp é primoeb > 2oup=0eb=1, que também é impossivel pelo mesmo fato.

Para o segundo caso, teremos 1 + b* = p* - ¢* = (pq)* e, de maneira andloga ao primeiro
caso, essa possibilidade também n&o é valida, pois se 1 + b* = (pq)?, entdo (pq)* — b* = 1.
Logo, (pq +b) - (pg — b) = 1 e, como p e b sdo naturais, a unica possibilidade que temos é que
pg+b=1epqg—b=1. Isso implicaque pg =1 eb = 0, o que é impossivel, pois p e q sGo
primoseb > 2 oupq =0 oueb=1, que também é impossivel pelo mesmo fato.

Portanto, em nenhuma base havera 8 pontos fixos distintos. &

Corolario 4.9 (Teorema 3.5, Beardon (1998)) Sejab > 2. Entdo a fungéo F
1. tem 3 pontos fixos se, e somente se, 1 + b* = pq, onde p e q sdo primos distintos;
2. tem 5 pontos fixos se, e somente se, 1 + b?> = pq? onde p e q sdo primos distintos;

3. tem 7 pontos fixos se, e somente se, 1 + b> = pq® ou 1 + b> = pqr onde p e q s&o primos
distintos;

4. tem 9 pontos fixos se, e somente se, 1 + b> = pq* onde p e r sdo primos distintos.
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Prova. Decompondo 1 + b? em fatores primos, temos

L 0% = pl* g -,

onde os primos p; satisfazem 2 < p; < p, < --- < p, € §; > 1 para cada j. Assim, baseado no
Teorema[4.3] podemos afirmar que

fiz() = (14 p1) - (14 F2) - (14 Bn) — L.
Prova do item 4). Observe que fiz(b) = 9 se, e somente se,

(14+B1) - (1+B2)---(1+ 8,) = 10.

Isso s6 é possivelsen =1e 5, =9oun =2, 5, = 1e [, = 4. Note que a primeira possibilidade
implica 1 + b = p°, contrariando o Lema . Portanto, a Unica possibilidade para fiz(b) =9 é
1+ b = pgt.

Os itens 1, 2 e 3 podem ser verificados de maneira analoga ao item 4. 0

Exemplo 4.10 Sejab = 38, entdo 1 + b* = 1 + 382 = 1445 = 5 - 17% e temos 5 pontos fixos.
Isto é coerente com o caso 2 do Coroldrio[4.9. Usando um programa computacional podemos
encontrar esses cinco pontos fixos. S4o eles:

1=[1]3s, 85=1[29ss, 320 =[8G]ss ,1156 = [KG|ss, € 1377 = [L9]ss,

onde G =16, K =30 e L = 36. O
Corolario 4.11 Néo existe base, b > 2, tal que a fungdo F> , tenha 2 pontos fixos.

Prova. Para que fiz(b) = 2, ou seja, para que tenhamos somente dois pontos fixos, 1 + b* =
P ... pPr deve ter 3 divisores naturais, ou seja, (1 + 81) - (14 B32)--- (1 + B,) = 3 e isso
ocorre se, e somente se, n = 1 e 3; = 2. Para essa Unica possibilidade, teremos 1 + b* = p* e
essa possibilidade nao é vélida, em virtude do Lema[4.6]

O

O proximo resultado relaciona o nimero de pontos fixos, em certas bases, com os nimeros

de Mersenne, M,. Um numero inteiro ndo negativo é dito um numero de Mersenne se é da

forma M, = 2" — 1. Existe uma grande variedade de questdes relacionadas aos numeros de

Mersenne na literatura, o que torna o resultado interessante. Os (n + 1)-primeiros termos da
sequéncia dos numeros de Mersenne séo:

{0, 1, 3,7, 15, 31, 63, 127, 255, 511, 1.023, 2.047, 4.095, 8.191, 16.383, 32.767, ..., 2" — 1}.
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Teorema 4.12 Sejab > 2 e 1+ b = pi'p3> - - - p*. Entdo o nimero de pontos fixos da fungéo
F, , € um numero de Mersenne se, e somente se, cada [3; € um numero de Mersenne.

Prova. Suponha que o numero de pontos fixos da fungéo F,; € um namero de Mersenne,
fix(b) = 2™ — 1. Seja pf1p§2 o -pfk a decomposicdo de 1 + b* em fatores primos. Segue do
Teoremal[d.3| que

2" — 1= fiz(b) =d(14+0*) —1= (B +1)(Ba+1)...(B+1) — 1.
Ou seja,

2" =B+ )P+ 1) (B +1).

Isso implica que 3; +1 = 2", paracadai: = 1,...,k, tal que r; + - --r, = n. Portanto, cada
B; = 2" — 1 € um namero de Mersenne.
Agora, suponha que
1+0% =pi* - py* - pl,

onde §; = 2" — 1 € um nimero de Mersenne, para cada i = 1, ... k. Segue do Teorema[4.3|que

Bi+1)(Ba+1)... (B +1)—1

é o numero de pontos fixos de F; ;. Entéo,

fix(D) = (BL1+1)(Ba+1)...(B+1)—1=2" —14+1)(27—-1+1)...(2" =14+1)—1
=2 . 9", .. 9Tk _ ]
=2 — 1,
onde R = r; + 1y + --- + r, € N. Portanto, o nimero de pontos fixos de F; ;, € um numero de

Mersenne.
O

Exemplo 4.13 Considere que 1 + b* = 5% - 37'. Note que os expoentes dos fatores primos, 3 e
1, sdo numeros de Mersenne, pois 3 = 2> — 1 e 1 = 2! — 1. O ndmero de pontos fixos para a
base b é dado por:

fiz() =d(1+b)—1=3+1)-(1+1)—1=4-2—-1=8-1=2"-1,

0 que também é um numero de Mersenne. Resolvendo a equagéo 1+b* = 52-37', encontramos
b = 68. Portanto, o numero de pontos fixos de F; g3 = 23 — 1. &
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Exemplo 4.14 Segjal + b*> = 2! - 53 - 13!, Observe que os expoentes dos fatores primos, 1 e 3,
sdo numeros de Mersenne, pois 1 = 2! — 1 e 3 = 22 — 1. O nimero de pontos fixos para a base
b é dado por:

fiz() =d(1+b*) —1=(14+1)-B+1)-(1+1)-1=2-4-2—-1=16—-1=2*—1,

que também é um numero de Mersenne. Ao resolver a equagdo 1+b* = 2'-53-13%, encontramos
b = 57. Logo, o nimero de pontos fixos de F» 57 € igual a M, = 2* — 1. &

5 CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho explorou a funcédo (e, b)-feliz e seus pontos fixos, verificando que
determina-los equivale a resolver uma equacgao diofantina em um intervalo especifico dos in-
teiros positivos. Em virtude do Teorema[4.3] que fornece uma férmula para o nimero de pontos
fixos de F; ;, e de um resultado de Lebesgue (Teorema4.6), obtivemos alguns resultados sobre
a quantidade de pontos fixos em qualquer base b > 2, em funcdo da decomposi¢cédo em fatores
primos de 1 + b%.

Em particular, estabelecemos uma relacao direta entre os expoentes da decomposi¢cao em
fatores primos do inteiro 1 + b* e 0 nimero de pontos fixos da fungéo F; ;, provando que esses
expoentes sao numeros de Mersenne se, e somente se, 0 niumero de pontos fixos também
é um numero de Mersenne (Teorema [4.12). Como perspectiva futura, pretendemos investigar
se é possivel obter uma férmula explicita para o nimero de pontos fixos da funcéo (3, b)-feliz,
estendendo assim os resultados aqui apresentados.
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