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Resumo: As algebras quanticas, ou grupos quanticos, sdo algebras de Hopf ndo comutativas e nao
cocomutativas. Neste trabalho consideramos a envolvente quantica de dimensao infinita obtida a partir da
algebra de Lie simples de tipo Es. Inicialmente, fazemos a construcdo completa desta algebra a partir das
caracteristicas da algebra de Lie, que podem ser obtidas em sua matriz de Cartan. Uma vez obtidos os
geradores, relacdes e parametros de quantizacao da algebra, o objetivo é construirmos a sua base PBW,
que possui extrema importancia em muitas ferramentas utilizadas no estudo de algebras de Hopf, como
por exemplo, a determinacao das subalgebras coideais, o calculo do posto combinatério e até mesmo o
estudo das representagdes.

Palavras-chave: base PBW; grupos quanticos; algebras de Hopf.

Abstract: Quantum algebras, or quantum groups, are non-commutative and non-cocommutative Hopf
algebras. In this work we consider the infinite-dimensional quantum enveloping algebra obtained from the
simple Lie algebra of type Fs. Initially, we make the complete construction of this algebra based on the
characteristics of the Lie algebra, which can be obtained from its Cartan matrix. Once the generators,
relations and quantization parameters of the algebra are obtained, the purpose is to construct its PBW
base, which is extremely important in many tools used in the study of Hopf algebras, such as, for example,
the determination of coideal subalgebras, the calculation of the combinatorial rank and even the study of
its representations.

Keywords: PBW-basis; quantum groups; Hopf algebras.

Resumen: Las algebras cuanticas, o grupos cuanticos, son algebras de Hopf no conmutativas y no co-
conmutativas. En este trabajo consideramos la envolvente cuantica de dimension infinita obtenida a partir
del élgebra de Lie simple de tipo Eg. Inicialmente realizamos la construccion completa de esta algebra
con base en las caracteristicas del algebra de Lie, las cuales se pueden obtener de su matriz de Cartan.
Una vez obtenidos los generadores, relaciones y parametros de cuantificacion del algebra, el objetivo es
construir su base PBW, la cual es sumamente importante en muchas herramientas utilizadas en el estu-
dio de las algebras de Hopf, como, por ejemplo, la determinacién de subalgebras coideales, el calculo del
rango combinatorio y incluso el estudio de representaciones.

Palabras clave: base PBW; grupos cuanticos; algebras de Hopf.
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1 INTRODUCAO

Uma algebra de Hopf € uma algebra sobre um corpo com estrutura dual de coalgebra, além
de uma condicao de compatibilidade entre estas estruturas e uma aplicagdo chamada antipoda
que satisfaz determinadas condicdes. Dizemos que uma algebra de Hopf € um grupo quéntico ou
algebra quantica, se ela for ndo comutativa como algebra e ndo cocomutativa como coalgebra.
A familia U;(g) de envolventes quanticas de algebras de Lie simples g representa o exemplo
mais importante de grupos quanticos. Existem muitos resultados para os casos em que g € de
tipo A,,, B,, C, e D,, e alguns para tipo GG, e Fy, no entanto os casos Fg, 7 € Eg praticamente
ainda ndo foram estudados em suas particularidades.

Dada uma algebra A, podemos dizer de maneira simplificada que um conjunto {w;, wa, ..., w;}
€ uma base de Poincaré-Birkoff-Witt para A se o conjunto formado pelos elementos wi* ... wy"* é
uma base para esta algebra. Com isto, podemos obter bases finitas para algebras de dimensao
infinita, ou pelo menos diminuir muito o numero de elementos da base, caso os expoentes n;
tenham alguma limitacdo e a dimenséao seja finita. O objetivo deste trabalho é encontrar uma
base PBW finita para a algebra U, (Es), que possui dimensao infinita. Com isso, possibilitamos
a continuacao de estudo de diversas propriedades destas algebras que podem ser obtidas a
partir de bases PBW, como por exemplo o posto combinatério.

Nas primeiras se¢des introduzimos os conceitos e resultados necessarios, utilizando como
referéncia principal Kharchenko (2015). A partir da se¢ao 8 tratamos especificamente da algebra
U/ (Es), concluindo o trabalho com a obtengéo da base PBW desejada.

2 DEFINICOES PRELIMINARES

Seja X = {1, 9, ...,r,} um conjunto finito de variaveis, denominado alfabeto, onde cada
variavel deste conjunto é chamada letra. Uma palavra sera uma lista ordenada de letras de X.
Dadas duas palavras em letras do alfabeto X, fazemos o produto entre elas utilizando o produto
concatenacao, ou seja, o produto de duas palavras u = wjus...u, € v = v1v3...v,, € dado
por uv = ujus . ..U,V 0. .. v,y. A0 longo deste trabalho K denotara um corpo qualquer, sem
restricdes quanto a sua caracteristica.

Defini¢ao 2.1. Se w = uv, dizemos que a palavra u© € um comeco de w e v € um final de w.

Definigao 2.2. O comprimento L(u) de uma palavra u é definido como o nimero de letras de

Uu.
Exemplo 2.3. Se u = zy2529 entdo L(u) = 3.

Dado X = {zy,2,,...,x,} um alfabeto, fixaremos a ordem entre as letras deste alfabeto,
sendo zy > xy > x3 > -+ > 1,1 > x,. Utilizaremos a ordem lexicografica para compararmos
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duas palavras, isto é, dadas u e v palavras distintas, comparamos cada letra da esquerda para a
direita, a palavra maior seré a palavra que tem a primeira letra distinta maior nesta comparacgéo.
No caso em que uma palavra seja o comego de outra, a palavra de menor comprimento seré a
maior.

Exemplo 2.4. Dadas as palavras u = x1x2, v = 212201 € W = T1T222, temos que, u > v > w.

Definicao 2.5. Dizemos que uma palavra u € uma palavra standard se para quaisquer duas
palavras nao nulas u; e uy onde u = ujuq, temos que u > usuy.

Exemplo 2.6. Dadas as palavras u = ;7373 € v = 1,737, 22, temos que u é standard e v € ndo
standard. Note que v pode ser escrita como v = v,vy, sendo vy = x173 € vy = x1xy. ASSIM,
temos

VU1 = T1T2X1X3 > T1X3L1 T2 = V.

Definicao 2.7. Sejam K um corpo e X um conjunto de variaveis. A algebra livre K (X'), consiste
de polindmios de variaveis ndo comutativas, que podem ser expressos por combinacdes lineares
formais Z k;v; de palavras em letras do conjunto X, com o produto concatenacgao.

i
Definicao 2.8. A constituicdo de uma palavra u em X = {z,...,z,} é uma familia ordenada
de inteiros ndo negativos {m; | z; € X} tais que u possui m; ocorréncias de x;.

Exemplo 2.9. Dado X = {z,72}, se u = ziz;x, temos que, m; = 1 e my = 3, entdo a
constituicdo de u € {1, 3}.

Fixada a ordem total > em X, sendo z; > 23 > --- > x,_1 > x, > ..., tomamos I'" o
monoide aditivo livre (comutativo) gerado por X. O monoide I't é completamente ordenado com
relacao a seguinte ordem:

/ !/ /
M1Ty + Maliy + -+ + MpXy, > MLy + Moy, + -0+ + Myx;,

se o primeiro numero diferente de zero da esquerda em (m; — m/, mg — mb, ..., my —m;) for
positivo, onde x;; € X e z;, > x;, > -+ > 1y,

Definicao 2.10. O grau de uma palavra u é dado por D(u) = Z m,x € I'",onde {m, | z € X}

zeX
k

é a constituicdo de u. Se f = Zo‘i“i € K(X), com «; # 0, definimos D(f) = max{D(u;) |

i=1
1 <i<n}.

Exemplo 2.11. No exemplo 2.9 a constituicdo de u € {1, 3}, entdo o seu grau é D(u) = 1z, +3xs.
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Exemplo 2.12. Seja [ = xyx91; + w3230 € K (21, 79, x3) UM polindmio ndo comutativo. To-
mando u; = 117271 € uy = x3T3x3, temos que a constituicdo de u; é {2,1,0} e a constituigdo
de us € {2,2,1}, entdo D(u;) = 2z + 1zy € D(ug) = 221 + 2x9 + lxs. Logo, D(us) > D(uyq),
poisem (2 —2,2—1,1—-0) = (0,1,1) o primeiro termo diferente de zero é positivo. Portanto
D(f) = D(uz).

Para facilitar a escrita, como iremos trabalhar adiante com o conjunto X sendo finito, utiliza-
remos (01, 0s, ..., 0,) como o grau da palavra y, onde 0; é a constante associada a variavel z;
no grau de y. Note ainda que a soma 0; + d» + - - - + 0,, € exatamente o comprimento da palavra
y. Neste caso, temos que o grau de u do exemplo anterior é (1, 3) e 0 seu comprimento é 4.

Definicao 2.13. Um polinbmio [ = Z a;v; € homogéneo se todas as palavras v; ttm mesmo

)

grau.

3 ALGEBRAS DE HOPF DE CARACTERES

O objetivo desta secéo é definir as algebras de Hopf de caracteres, em particular a skew
algebra de grupo H = G (X)), uma vez que as quantizagdes que serdo definidas adiante séo
quocientes desta.

Definicao 3.1. Uma fungdo y : G — K\{0} é dita um caracter do grupo G se x € um homo-
morfismo de grupos.

Definicao 3.2. Seja H uma algebra de Hopf qualquer. Um elemento a € H é dito semi-
invariante sobre G C H se ag e ga S&0 proporcionais para todo g € G, isto é, ag = Aga,
com \ € K.

Definicao 3.3. Uma éalgebra de Hopf H é dita uma algebra de Hopf de caracteres se o grupo
G de todos elementos group-likes € comutativo e H é gerado sobre KG por skew-primitivos
semi-invariantes a;, 7 € I = {1,...,n}, isto é:

Alai))=a;®1+9,®a;,9, € G e gaig ' = Xi(g)ai,g € G,

onde \*, i € I, sdo caracteres do grupo G.

Definicao 3.4. Dizemos que x € H é uma variavel quantica se um elemento ¢ de um grupo
abeliano G C H e um caracter x : G — K\{0}, que serdo denotados por g, e x*, estdo
associados a x. Um polinémio quantico é um polinbBmio em variaveis quéanticas.

Observacao 3.5. Se v = z;,z;, ... x; entdo g, = ¢;,q:, ... g;. Se v € uma palavra em variaveis
1 2 l g g 1g 2 gl

quanticas, isto €, v = x;, ¥;, . .. 7, onde cada z;;, € uma variavel quantica, temos que X (gu) =

X1 (Gu) X2 (Gu) -+ XT* (Gu)-
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Notacao 3.6. Denotaremos x"(g.) por p(u,v) = p.,, onde u, v s@o palavras em variaveis quan-
ticas.

Defini¢ao 3.7. Definimos a agdo de um grupo abeliano G sobre a algebra livre K (X), por
gia;g; " = x?(gi)a;, onde a; € um mondmio arbitrario de X, g; um elemento do grupo G e \’ é
um caracter de X, com X = {z,z,...,x,} e Kum corpo. A skew algebra de grupo G (X) é
uma algebra definida pelos geradores z; € X, g € G e relagcdes de comutagdo g;x; = p;;x;9i.

A algebra G (X') tem a estrutura natural de uma algebra de Hopf de caracteres considerando
Alx)=z;01+g@x, i€l, Alg)=g®g.

Definicao 3.8. Definimos um skew-comutador bilinear sobre o conjunto de todas as palavras
em variaveis quanticas pela féormula:

[, v] = uv — pyyou. (1)

4 HIPER-LETRAS DURAS

Nesta secgao iremos definir palavras ndo associativas e apresentar resultados necessarios
para utilizarmos hiper-letras duras. Seja X = {z;,...,z,} um alfabeto formado for variaveis
quanticas, G o grupo abeliano gerado pelos elementos ¢4, . . ., g, associados aos elementos de
X, e H= G (X) uma algebra de Hopf de caracteres.

Definicao 4.1. Uma palavra nao associativa é uma palavra onde colchetes [, | definem como
deve ser aplicado o produto entre as letras desta palavra. Em nosso caso usaremos a defini-
¢ao do colchete dado em (1). Denotaremos por [u| a palavra ndo associativa, e u a palavra
associativa correspondente.

Exemplo 4.2. Dada a palavra associativa u = x,xs23, temos as seguintes possiveis palavras
nao associativas relacionadas

[u] = [21, [v2, 23]] ou  [u] = [[z1, 2], x3].

Observacao 4.3. O comprimento e o grau de uma palavra nao associativa [u] € o comprimento
e 0 grau da sua palavra associativa correspondente u.

Definicao 4.4. O conjunto de todas as palavras nao associativas é definido indutivamente
por:

i) Todas as letras s@o palavras nao associativas;
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i) Se [u] e [v] s@o palavras ndo associativas entédo [w] = [[u], [v]] € uma palavra ndo associ-
ativa;

iif) Nao existem outras palavras ndo associativas.

Definimos uma ordem natural para as palavras nao associativas. Dadas palavras [u] e [v],
temos que [u| > [v] se, e somente se, u > v.

Definicao 4.5. Dizemos que uma palavra nao associativa [u] é standard se:

i) A palavra u é standard;
i) Se [u] = [[u1], [uz]] entdo, [u;] e [uz] s@o palavras ndo associativas standard;
|||) Se [U] = [[[U,l], [UQ]], [U3H, entao Ug < U3 .

Exemplo 4.6. Entre as palavras ndo associativas obtidas no exemplo 4.2 temos que [u] =
[x1, [, x3]] é standard mas [u] = [[x1, 23], z3] nd0 é standard, pois x5 > .

Embora possam existir diferentes palavras ndo associativas provenientes de uma palavra
associativa standard, quando exigimos que esta palavra ndo associativa também seja standard
sempre existird um unico alinhamento possivel. A prova deste resultado foi feita por A. |. Shirshov
e pode ser encontrada em Shirshov (1958).

Teorema 4.7 (Teorema de Shirshov). Toda palavra standard v possui um tnico alinhamento de
colchetes tal que a palavra ndo associativa [u| é standard.

Além da unicidade destas palavras ndo associativas standards, A. |. Shirshov apresenta
como deve ser feito o alinhamento dos colchetes a partir de uma palavra associativa standard
para que resulte em uma palavra ndo associativa standard. Os fatores v, w da decomposi¢cao
ndo associativa [u] = [[v], [w]] s@o palavras standards tais que v = vw e v tem comprimento
minimo.

Exemplo 4.8. Seja u = x2x3717,, temos as seguintes opcdes para v e w:
1

1. Se v = x; e w = ryx37125. ENtd0 w ndo é standard, pois w = wyw, tal que wy = z1x3 €

Wy = T1T2, MAS Wow > W.
2. Sev =12 e w = 131,79, € facil ver que w ndo é standard.

3. Se v = x3x3 € w = w175, ambas as palavras sdo standard. Como esta opgao ja cumpre
com as exigéncias acima ndo ha necessidade de continuar avaliando os outros casos,
uma vez que, pelo Teorema de Shirshov, o alinhamento de colchetes standard relacionado
a palavra associativa u € unico.
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Desta forma, temos que o alinhamento em que a palavra ndo associativa [u| é standard é [u| =
[[v], [w]] = [[#2z3], [v172]]. Seguindo este processo, podemos alinhar v e w como palavras ndo
associativas standards resultando no alinhamento [u] = [[z1, [z1, 23]], [1, z2]].

Definicao 4.9. Uma hiper-letra é um polinbmio que é uma palavra standard nao associativa,
onde os colchetes sédo definidos por (1). Uma palavra em hiper-letras € chamada de hiper-
palavra.

Observacéao 4.10. Sejam [u] e [v] duas hiper-letras e u = x;, @, ... x;, € v = xj, 2, ... xj, Suas
palavras associativas correspondentes, entao p,,,, sera dado por,

Puv = PirjiPirga - - - Pirji Pizg1 Pisga - - - Piggir, - - - Piyji Pirga - - - Piggi -

Corolario 4.11. Cada palavra standard u define uma unica hiper-letra [u].

Defini¢ao 4.12. Uma hiper-letra [u| é dita dura na algebra H se o seu valor em H n&o é uma
combinacao linear de valores de hiper-palavras do mesmo grau em hiper-letras menores do que
[u]. Caso contrério, dizemos que [u] é suave em H.

Proposicao 4.13. (Kharchenko, 1999, Corollary 2) Uma hiper-letra [u] é dura em H se e somente
se, o valor em H da palavra standard u ndo é uma combinagao linear de palavras menores com
0 mesmo grau.

Exemplo 4.14. Considerando a relagéo [[z1, 23], 23] = 0 e seguindo a ordem ja definida na
algebra de Hopf H, veremos que [u] = [[[z1, 23], 2], x2] € uma hiper-letra suave. Desenvolvendo
os colchetes, obtemos o seguinte:

0= [[1’1, 9172], «752] = [1’17$2]$2 - p12p22$2[$1, $2] = (951»’172 - p1255’2951)5132 - p12p22:l:2(x1:v2 - p12:1329€1)

2 2 2
= 2175 — (P12 + P12P22) TaX 1T + DiaPa2®sly.

Note que, z172 = (p12 + P12p22)T2T1T2 — P2ypaozax; € multiplicando por z, em ambos os lados
temos,

3 _ 2 2 2
1175 = (P12 + P12Pa2) ToaT1T5 — PioPorlsT1T2.

Isto é, a palavra u € uma combinacao linear de palavras menores com 0 mesmo grau. Assim,
pela proposi¢do anterior, a palavra [u| é suave.

Observacao 4.15. Note que, se uma hiper-letra é igual a zero, entao ela nao sera dura. De fato,
se [u] = 0, podemos escrever

[u] = wug ... Uy + 0uy U, U, U Uy ., = 0,

n
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com o grau de cada palavra associativa na soma igual ao grau de u, no qual a palavra associ-
ativa u = ujusy . .. u,. Assim, temos ujusy ... u, = Biu; uj, ... uj, + -+ + B i, . . . u;,, COMO
u € standard, por ser uma hiper-letra, segue que cada palavra associativa do lado direito é me-
nor que u. Portanto, temos que a palavra associativa v € uma combinagéao linear de palavras
menores de mesmo grau, e pela Proposigao 4.13, [u] ndo é uma hiper-letra dura.

Proposicao 4.16. (Kharchenko, 2002, Lemma 4.8) Seja B um conjunto de hiper-letras contendo
x1,...,%,. Secada par|u|,[v] em B, comu > v, satisfaz uma das seguintes condigées:

i) [[u], [v]] ndo é uma palavra standard ndo associativa,
ii) A hiper-letra [[u], [v]] ndo é dura em H,
iii) [[u], [v]] € B,

entdo o conjunto B contém todas as hiper-letras duras em H.

5 BASES PBW

Definicao 5.1. Seja A uma algebra sobre K e B uma K-subalgebra de A com uma base fixada
{b; | 7 € J}. Um subconjunto totalmente ordenado W C A é dito ser um conjunto de geradores
PBW de A sobre B se existe uma fungdo h : W — Z* U {oc}, chamada fungao altura, tal que o
conjunto de todos os produtos

ni, n2 Nk

onde j € J, w; < wy < -+ < wp € W,0 <n; < h(w;),1 < i < k éuma base de A. O
valor h(w) é referido como a altura de w em W. Se B = K corpo base, entdo chamaremos W
simplesmente como um conjunto de geradores PBW de A.

Definicao 5.2. A altura h de uma hiper-letra dura [u] em H é definida como 0 menor nimero tal
que:

i) puw € uma h-ésima raiz da unidade;

i) O valor de [u]®" em H é uma combinagdo linear de hiper-palavras do mesmo grau em
hiper-letras menores que [u].

Se nao existir tal numero dizemos que a altura é igual a infinito.

Teorema 5.3. (Kharchenko, 1999, Theorem 2) Sejam H uma algebra de Hopf de caracteres e
G o grupo dos elementos group-likes de H. Os valores de todas hiper-letras duras em H junto
com suas alturas formam um conjunto de geradores PBW para H sobre KG.
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6 ORDEM CONVEXA

Nesta secédo vamos definir a nogdo de base PBW convexa. Seja (V,¢) um espago vetorial
trancado de dim(V') = n, no qual existe uma base (z;)cr,, I, = {1,2,...,n}, e uma matriz
de tranca p = (pi;)ijer,- Sejam AP o sistema de raizes generalizado associado a p e AY =
{p1,...,Bum} o subconjunto de raizes positivas. Sejam «;, i € 1,,, as raizes simples. Denotamos

To, = Ti, t € L.

Definicao 6.1. Considere um sistema de raizes A® com uma ordem total fixada <. Dizemos que
esta ordem é uma ordem convexa se para quaisquer «, § € AR taisque a < fe a+ 3 € AR,
nds temos

a<a+p<p.

Observacao 6.2. Toda algebra de Lie simples g possui um sistema de raizes A? de forma que
podemos fixar uma ordem convexa as suas raizes. Além disso, segundo |. Angiono, cada raiz
simples «; esta associada a uma variavel quantica x;,i € {1,...,n} e cada raiz positiva j; esta
associada a um gerador PBW [, das algebras de Hopf U, (g) sobre KG de forma que se 3; < 3;
entdo [, < lg;. Estes resultados sdo demonstrados e mais explorados em Angiono (2009).

No resultado a seguir € dada uma forma de associar as raizes positivas de uma algebra
de Lie g a um conjunto de geradores PBW da algebra de Hopf U/ (g), no qual /s é a palavra
associativa standard, que € um gerador PBW de U, (g), associada a raiz positiva (3.

Proposicao 6.3. (Angiono, 2009, Corolario 2.1.18) Para cada 3 € AL, com 3 # a1, as, ..., Qy,
lﬁ = mfn{l51l52 : 01,00 € A‘:_, 01+ 09 = 3, 151 > 152}.

Definicao 6.4. Dizemos que uma base PBW € uma base convexa se a ordem das raizes asso-
ciadas aos geradores PBW é convexa.

Note que nem sempre uma algebra quantica possui apenas um conjunto convexo de gerado-
res PBW, mesmo quando fixamos uma ordem para as raizes simples. No entanto, se supormos
que os elementos sao hiper-letras, temos apenas uma base convexa possivel, a base gerada
pelas hiper-letras duras como afirma a proposi¢do seguinte.

Observacao 6.5. Pelo Lemma 4.5 de Angiono (2015), se uma base PBW de hiper-letras € uma
base convexa, entdo para quaisquer [u], [v] nesta base, com [u] > [v], temos que [[u], [v]] é
uma combinagao linear de hiper-palavras da base [w]| = [wy]...[wy], onde [u] > [w;] > [v],
ie{l,...,k}, [w;] pertence a base PBW e [w]| tem mesmo grau de [[u], [v]].

Seja B um conjunto de geradores PBW formado por hiper-letras. Na proposi¢cdo a seguir
mostramos uma importante relagdo entre as definicdes de hiper-letras duras e base convexa.
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Proposicao 6.6. Seja B um conjunto de geradores PBW convexo formado por hiper-letras. En-
t4o B é constituido por hiper-letras duras.

Demonstracdo. Seja B uma base PBW convexa de hiper-letras. Pela observacao anterior e pela
Definigao 4.12, para todo par [u], [v] € B, tal que [u] > [v], temos que [[u], [v]] € B ou [[u], [v]]
ndo é dura. Ou seja, os itens (ii) ou (izi) da Proposi¢éo 4.16 sao satisfeitos, logo B é constituido
pelas hiper-letras duras.

O

7 GRUPOS QUANTICOS

Nesta secao definiremos 0s grupos quanticos U(j(g), onde g € uma algebra de Lie simples.

Definicdo 7.1. Uma matriz de Cartan, C' = (a;;), com a;; € Z, é uma matriz simetrizavel (existe
matriz diagonal D, tal que o produto de C por D resulta em uma matriz simétrica) associada a um
sistema de raizes simples (ver Capitulo Ill de Humphreys (2012)), tal que a;; = 2,a;; < 0,¢ # 7,
e a;; = 0 se, e somente se, a;; = 0.

, 2 -1 2 -1 2 -1 - .
Exemplo 7.2. As matrizes < - ) ( 5 2) e ( 5 2) sao matrizes de Cartan de

tipo A,, By e (G, respectivamente.

Defini¢ao 7.3. Seja C' = (a;;) uma matriz de Cartan simetrizavel por D = diag(d;, ..., d,), isto
é, d;a;; = dj;a;;, e g uma algebra de Kac-Moody definida por C (ver Kac (2012, p. 6)). Suponha
que os parametros de quantizagdo p;; séo relacionados por

pii = q%, DijPji = qhi, 1 <i,j<n, (2)

onde ¢ é um elemento do corpo K e ¢> # 1. A quantizagéo U/ (g) da subalgebra de Borel g* é
uma algebra de Hopf de caracteres gerada por (x;)1<i<» € (gi)1<i<n € definida pelas seguintes
relagdes de Serre com skew-comutador (1):

([ Ml 25], 5], L] =0, 1<i#j<n,
onde z; aparece 1 — a;; vezes. Isto &, U (g) = % comX ={xy,...,2,}, G=(g1,...,0n) €
S =([[...[[®i,z;],z],...],z;]) &0 conjunto gerado pelos elementos das relagdes de Serre.

Exemplo 7.4. Utilizando as matrizes de Cartan do exemplo 7.2 vemos que as algebras de Borel
quénticas de tipo A,, B, e G sao definidas por geradores z1, 72, g1, g2, N0 entanto, U, (As)
possui relagdes [[x1, zs], 2] = 0 = [x1, [x1, 12]] € pardmetros p;; = pew = ¢, p12p21 = ¢ 1, a
algebra U (B;) possui relagdes [[[z1, z2], zo], 22] = 0 = [z1, [21, 22]] € p11 = P3y = %, Prapar =
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q~* e, analogamente, U;"(G,) possui relagdes [[[[x1, z2], 2o], T2], 72] = 0 = [z1, [x1, 2] € p11 =
Pas = ¢*, prap21 = ¢°. Em todos os casos, ¢ € K.

Observacgao 7.5. Pelo Theorem 6.1 de Kharchenko (1998), temos que [[. .. [[z;, z;], zj], . . . |, zj],
parai,j € I, & um skew-primitivo em G (X). Portanto o ideal gerado por esses elementos é um
ideal de Hopf.

Note que, como os grupos quénticos U (g) sé&o definidos como um quociente da algebra de
Hopf de caracteres G (X) por um ideal de Hopf, a estrutura de algebra de Hopf dada em 3.7
para G (X) serd a mesma para U, (g).

Observacao 7.6. Como vimos na Observacdo 6.2, temos que as raizes positivas de g com
ordem convexa, podem ser relacionadas a palavras associativas standards que sao geradores
PBW das &lgebras de Hopf U, (g) sobre KG. Utilizando o Teorema de Shirshov 4.7 conseguimos
encontrar o alinhamento para estas palavras associativas de forma que seja uma hiper-letra,
segundo |. Angiono estas hiper-letras também sao geradores PBW de Uj(g). Mais ainda, pela
Proposicéo 6.6, temos que o conjunto desses geradores (conjunto de geradores PBW convexo
de hiper-letras) € constituido por hiper-letras duras. Mais informacdes podem ser encontradas
em Angiono (2009, p. 28).

8 QUANTIZAGCOES DE TIPO Ej

Nesta secéo construiremos a algebra de Borel quantica 7.3 de tipo Fgs. Seja Eg a algebra de
Lie simples associada a matriz de Cartan

2 -1 0 0 0 O
-1 2 -1 0 0 0
-1 2 -1 0 -1

o o o o
o
o
|
—_
DO

Note que a matriz acima é simétrica, desta forma uma matriz diagonal D que simetriza a
matriz de Cartan é a matriz identidade /5. Logo, podemos tomar d; = 1, para 1 < ¢ < 6.
Assim, usando as relacées dadas em (2) e tendo que a13 = a9y = a34 = a5 = azg = —1 €
(12 = A14 = Q15 = Q16 = A3 = Ug5 = Ug6 = U35 = A3 = aue = 0, COM a;; = aj;, temMos que 0s

parametros de quantizagao sao dados por

P11 = P22 = P33 = Paa = P55 = Pe6 — 4, P12P21 = P23P32 = P34P43 = P36Pe3 — P4asPs4 = 61_17
P13P31 = P14P41 = P15P51 = Pi16Pe61 = P24aP4a2 = P2s5Ps52 = P26Pe2 = P35P53 = Pa6Pe4 = Ps56P65 = qo =1

REMAT: Revista Eletronica da Matematica e304-11



Portanto, temos que a algebra de Hopf U,f (Es) é gerada por z; e g;, com 1 < i < 6, e definida
pelas seguintes relacdes de Serre:

(21, [T1, 22]] = [[T1, 2], 2] = [0, [w2, w3]] = [[w2, 3], 3] = [w3, [w3, 24]] = O
[[333,.'174],374] = [.’13'3, [I3,l’6“ = Hx?nmfi]uxﬁ] = [%4, [1'47375]] = H.T4,LC5L$5] =0
[$17$3] [I1,$4] [9131,%’5] = [xlaxﬁ] = [$2,96‘4] [$27$5] = [$2,l’6] = [$37$5] [$4,$6]
= [ZE5, .136] = 0
Observacao 8.1. Note que a relacdo de Serre obtida quando tomamos a;; = —1, com j > i, €

[z, xi], z;]. Porém, como essa palavra ndo associativa ndo é standard, escrevemos [x;, [z;, ;]|
uma vez que ambas sao equivalentes e a segunda é uma hiper-letra. Para verificar esta equiva-
Iéncia basta notar que 0 = [[z;, 2], 5] = pupy[xs, [24, 25]].

9 SISTEMA DE RAIZES POSITIVAS PARA A ALGEBRA DE LIE DE TIPO Ej

Nesta secdo encontraremos o sistema de raizes positivas da algebra de Lie simples de tipo
Es, 0 que serd usado no calculo da base PBW de sua algebra de Borel quantica associada
7.3. Para isso, inicialmente fazemos uma analise em seu diagrama de Dynkin, como é feito em
Andruskiewitsch e Angiono (2017, p. 35).

6

o
e} o} o o e}
1 2 3 4 5

Consideramos o conhecido diagrama de Dynkin de FEjs, dado acima, e teremos que suas raizes
6

positivas s&o da forma o = Zajaj, onde «;,1 < j < 6, correspondem as raizes simples de
j=1
Es. Se tomarmos a; = 0, 0 que corresponde a desconsiderar o vértice 1 do diagrama de FEg, 0

subdiagrama de Dynkin serd equivalente ao diagrama de Dynkin de D5 com vertices 2,3,4,5 e
6. Assim, as raizes correspondem as raizes de D5 com algumas trocas de numeragdes dadas
por a; — a5, g —> g, 3 — i3, Qi — Qg € iy —> (g

Ainda por Andruskiewitsch e Angiono (2017), temos que as raizes de D5 sdo da seguinte
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forma:

J
=Y op, 1<i<j<5, com (i,j) # (4,5);
k=1

k=1
j—1 3

2 j —Zak+22ak+a4+a5, 1<73<3
k=1 k=j

Abrindo as equagées e realizando as devidas mudancas de numeragdes temos que as raizes
{ag, as + ag, as + asz+ ay, g+ as + ag + a5, as +az + g + as + ag, g + as + ag, ag +
ag + oy + ag, o + 203 + ayg + ag, s + 203+ ag + as + ag, as + 2as + 2a4 + a5 + g, ag, as+
ay, a3+ ay + s, ag + o, g+ g + a5 + ag, az+ ag+ ag, ag, aq+ as, as, ag} S80 raizes
positivas de Ej.

Agora, se tomarmos a; = 0, teremos que o subdiagrama de Dynkin de Fjs correspondera ao
diagrama de Dynkin de Ds; com vértices 1,2, 3,4,6. Desta forma, as raizes correspondem as
raizes de D5 com apenas uma troca de numeracao, sendo a5 em D5 correspondendo a ag em
Fs. Este processo resulta nas seguintes raizes positivas de Fg: {a1, a;+as, oy +as+asz, a;+
g+ ag+ oy, o +as+asg+ag, g +as+ ag+ oy + ag, a1 + o + 203 + g + o, a1 + 200 +
203 + ay + g, o, g + 3, o + a3+ ay, s + a3+ ag, as + ag+ oy + o, ag + 203 + oy +
ag, (3, a3 + ay, Qs+ ag, az + ay + ag, g, gl

Se tomarmos ag = 0, 0 subdiagrama de Dynkin de Eg corresponderd ao diagrama de Dynkin
de As. Desta forma, todas as raizes positivas de A; pertencem ao conjunto de raizes positivas
de Eg. Isto é, {a1, a1 + a9, g +as+ag, a1 +ag+ag+ ag, o +as+ oz + g + as, az, as+
as, ag +as+ oy, g+ ag+ g+ as, as, az+ g, az+ ag+ as, aq, aq+ as, as} sdo raizes
positivas de Fj.

Por fim, se tomarmos a; # 0,1 < ¢ < 6., teremos as seguintes raizes positivas em FEj:
{61 = an + 20 + 33 + 204 + a5 + ag, P2 = a1 + 200 + 203 + 204 + a5 + a6, f3 = a1 + 200 +
2003 + ay + a5 + g, By = aq + as + 203 + 20 + a5 + g, b5 = aq + ag + 2a3 + oy + as + ag, B =
ag + 2ag + 3az + 204 + a5 + 206, fr = oy + ag + a3 + ag + as + agl

Juntando todas as raizes resultantes e excluindo repeticdes, obtemos o sistema de raizes
positivas de F dado por: A, (Fg) = {a1, a1 + ag, a1+ as +az, a; +as +az+ oy, ag +as +
as+ag, a1 +ao+az+ay+ag, o)+ as+ 203+ g +ag, o+ 200+ 203+ oy + g, o+ o+ a3+
ay+ as, a1+ 200 4+ 3ag + 20 + a5 + g, o + 200 + 2a3 + 2004 + a5 + g, @ + 200 + 2003 + g +
a4 ag, o +ag+2a3+ 204 + a5+ ag, a1 +as+2a3+ a4 + a5+ ag, ag +2as +3as+2a4 + as +
20,6, a1 g+ as+ag+as+ag, ag, an+as, as+az+ay, ast+ag+ay+as, as+azt+as+as+

Qg, Qg+ ag+ag, g+ ag+ag+ag, as+2a3+ay+ag, s+ 203+ ay+as+ag, as+2a3+ 204+
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a5+ g, g, O3+, O3+ 0+ 05, O3+ Qg, 3+ Qg+ 05+ Qg, Q3+ 0+ Qg, Qg, 04+ Q5, O, aﬁ}.

10 BASE PBW DE PALAVRAS ASSOCIATIVAS STANDARD PARA U (Ej)

Vimos na secdo 6 que dada uma éalgebra de Lie g, cada raiz simples «; esta associada a
uma variavel quantica x; e cada raiz positiva 3; esta associada a um gerador PBW da algebra de
Hopf U;(g) sobre KG. Nesta segdo, associaremos as raizes positivas de Eg, dadas na segéao
anterior, a geradores PBW de U;(EG), utilizando a Proposicéao 6.3. Faremos estas associacoes
em ordem crescente do comprimento das palavras.

Pela Proposicdo 6.3, dada uma raiz positiva 5, que ndo seja uma raiz simples e olhamos
para o conjunto das possiveis somas de raizes positivas d; + d, que resultam em 3. Para cada
par 01, ), associamos a uma palavra associativa e finalmente escolhemos a menor entre todas
palavras associadas. Por exemplo, seja = a; + ap. Temos duas possibilidades, 6, = a; € d; =
s OU 0 = ag €0y = aj, porém pela segunda opgao teriamos que l5, = =2 < x1 = ls,,
0 que vai contra o método utilizado. Desta forma, teremos que l5, = x; el5, = x5 € assim
lg = 15,15, = x122. Note que, para todo caso em que 8 = «; + «;, onde «; e o S§0 raizes
simples com ¢ > j, temos que lg = l5,l5, = x;x;.

Seja f = a1 +as+ as, entdo §; = aj € 6 = s + a3 0U §; = a1 + s € dy = a3, POIS ay + a3
nao estd no conjunto de raizes positivas. Assim, em ambos os casos lg = l5,ls, = T17273.
Em geral, se 8 = «;, + a4, + iy, COM 43 < iy < i3, entdo 0; = «a;, €02 = «;, + a4, Ou
0 = a; + €0 = gy, lg = lsls, = x;,7,,%;,, para todas as raizes desta forma com
(11,19,13) # (3,4,6). Para f = ag + a4 + ag, teremos §; = ag + a4 € o = o de onde Is,ls, =
T3T4Te OU 01 = i3 + g € 09 = vy fornecendo ls, 15, = r3x6x4. NOte que, x3rsry < T374%6, ASSIM
lg = min{xszixs, T3Texs} = T3TeTy.

Para f = «y;, + a;, + iy + 4y, temos que Iz = x;, x;,x;,2;,, €xceto para (i, is,i3,14) =
(2,3,4,6) e (i1, 12,13, 14) = (3,4,5,6). Se f = as+az+as+ag, entdo s = min{xersrexy, Tox314
Te} = TaT3xels. E S€ B = a3+ ay + a5 + ag, entdo Iz = min{xsx,05%6, T3TeXsTs} = T3TeXyTs.

Para os casos em que as palavras associativas associadas as raizes positivas possuem
comprimento 5 temos as seguintes palavras [z obtidas das andlises de possibilidades de de-
Ccomposicdo B = ag + ag: Se B = a1 + o + a3 + oy + a5 temos lg = 122237475, S€ B =
ay + ag + asg + oy + o entdo Iz = Min{x 1 Tox326T4, T1T2T3T4Te} = T1T9T3T6T4, S€ = Qg +
203+ g+ Obtemos lg = Min{war3xeTy, ToT3TET3TY, ToT3T4T3T6, ToT3TTAT3 ) = ToT3TET4T3
e, finalmente, se § = as+as+as+as+as temos a palavra [z = min{xsxsrexsrs, Toxsr4T506} =
LoX3TeLaxs.

Para as raizes positivas de comprimento 6, se 3 = a; + as + 2a3 + a4 + ag temos [ =
mfn{x1x2x3x6x3x4, T1ToT3T4T3T6, x1x2x§x6x4, x1x2x3x6x4x3} = I1T2X3XeT4T3, S€ B = a7 +
astastaytastoag entdo Iz = min{z 10203062405, T1X9T3T4T5T6} = T1T2X3T624T5, S€ f = Qo+

2a3 + aq + a5 + o obtemos [z = Min{xox3T6T4T5, ToT3T4T5T3T6, ToT3TeT3ToTs, ToT3TeToT3Ts,
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ToT3TeT4T5T3} = TolaleTsTsTs € AINAA, S€ = ay+2as+2a3+ay+ag temos lg = min{zrixsxg
TyX3, T1T2X3LeL4L2L3, L1X2L3X2XL3L6L4, L1X2X3LeL2XL3L Y, $1$2$3!L‘4$2I3$6,$1$2$3I6$4$3$2} =T
ToX3Tgl4I3T2.

Se /5 tem comprimento 7 ou 8, temos: = ay+as+2a3+autas+ag € lg = min{z xexsrixses
T, I1I2$§$6$45E5, T1X2T3TeL3L4L5, L1L2X3LEL4LIT5, $1$2$3$6$4$5$3} = T1ToT3T6T4T5T3, 3 =
o F203+20+as5+ag € lg = mfn{x2x3x6x4x5x3$4, ToT3TeT4 T3 T4Ls, ToX3L4LILET4Ts, LoL3T4T5
T3TeTy} = ToT3TeTsTsTaTy, B = a1+200+203+as+as+ag € ls = min{z zirsrerszss, 1120973
ToX3 LeXgls, L1X2L3L4L5L2X3L6, L1X2X3LEL2XLIL4L5, L1 L2X3LEL4LIT2T s, I1$2$35E6$4$5$3$2} =71
TaT3TelaT5X3T2 OU AINDA B = ay o423+ 20 +as+ag € lg = min{x,xor3x624T52324, T129T3
T LAL3ZT4L5, L1X2X3T4T5TL3T4 L6, 3713723333541'35563543?5} = T1X2X3L6L4L5L3T 4+

Finalmente, para as raizes de comprimento 9, 10 e 11 temos [ = oy 4+ 2as + 2a3 4+ 204 + a5 +
Qg € lﬂ = mfn{$11}2$3$6$4$51'3$21’4, T1X2X3XLAT5L3X 4T, T1X2X3TELAX3T2XL4T5, I1$%$3$6$4ZE5
T3 Ty, T1X2T3TEL4T5X2L3T 4, T1X2X3L4L5L2L3L6TLy, T1X2X3LL4L2TLIL4T5, 551172553334%2133%6554375} =
T1ToX3TeTalsT3TaTa, B = a1 + 200 + 3ag + 20 + a5 + g € I3 = MIN{T1 22030624 T5T3204T27 3,
T1X2X3TLEXAT5XIL2LZ3L4, L1 X2XILEL4LIX2XIX4L5, T1X2X3ZL2X3LELAL5LILY, L1X2XIX4L2XILEL4L5T3,
T1ToX3T4T5Tol3TeT4T3 ) = T1ToX3TeTaTsT3TaTaTs OU B = v +2a9+ 33+ 204+ a5 + 205 € lg =
ml,n{fljl$2$3$61’4l’5l’3$4$2$3$6, T1X2X3XeL4X5X3XX3L L4, L1X2X3XL4X3L2X3LeL 4L 5, L1L2X3LeTL2
T3XLLAX5TX3L 4, T1X2X 3L X 4L 5L 2X3L L 4T3, L1 XX 3LeL 4L 2T I61'4ZE5$3} = T1X2X3XgL4T5TX3T4T2X3T6G-

Desta forma, uma base PBW para U/ (Es) sobre KG € o conjunto de palavras associativas
dado abaixo:

{$1, T12, T123, L1234, L12345, L1236, L12364, L123643, L1236432, L123645, L1236453, 112364532, L12364534,
L123645342, L1236453423, L12364534236, L2, L23, L234, L2345, L236, L2364, L23643, L23645, L236453, L2364534,

X3, T34, T345, T36, L364, L3645, L4, T45, Ts, 336}7

onde Tij = TiTj.

11 BASE PBW DE HIPER-LETRAS DURAS PARA U (Ej)

Vimos pela Observagao 7.6 que utilizando o Teorema de Shirshov 4.7 nas palavras associ-
ativas standards encontradas acima, associando-as a hiper-letras, teremos que o conjunto de
hiper-letras resultante sera uma base PBW para U, (E;s) sobre KG de hiper-letras duras.

Dada uma palavra associativa standard v = z;,x;, - - - z;,, 0 Teorema de Shirshov nos diz
que devemos escrever [u] = [[v], [w]], onde u = wvw, [v] e [w] s&o palavras ndo associativas
standards e v € de comprimento minimo.

Temos pela Definicdo 4.4, que cada x; € uma palavra nao associativa, assim, precisamos
encontrar o alinhamento dos colchetes apenas para as palavras de comprimento maiores iguais
a2. Parau = x;,x,, 1 <1i; <iy <6,claramente [u| = [z;,, z;,], j& que existe apenas uma forma
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de escrevermos v como um produto vw, que é tomando v = x;, € w = x;,.

Seja u = x;,x,x,, com1 < 43 < iy < 13 < 6. Teremos duas formas de escrevermos u
como um produto vw, sendo v = z;, € w = w;,T;, OUV = 2, %, € w = z,;,. Note que para
todos os casos v e w sdo standards, desta forma, o primeiro alinhamento € o que v possui
comprimento menor. Utilizando o alinhamento anterior, temos que [u] = [z;,, [, x;,]], para
1 <id <ig <iz3 < 6. Se u = xzrery, teremos as mesmas duas opg¢des para escrevermos
1© como um produto, sendo v = x3 € w = xgr4 OU v = 2376 € W = 4. Note que na primeira
possibilidade w = x¢x4 Ndo é standard, desta forma devemos tomar v = z3x4 € w = x4. AsSSiM,
[u] = [[z3, z6], z4].

Seu = x;,x,T,x,, coml < i <iy <izg<iy <6, temosque v = z;, € w = x;,T;,x;, SA0
standards, onde u = vw. Assim, utilizando os alinhamentos palavras de comprimento 3 dados
acima, temos que [u| = [z;,, [%i,, [T, Ti,]]]- Para u = xoxszery, temos que v = x5 € W = w3114
séo standards, utilizando o alinhamento anterior para w temos que [u] = [z, [[z3, Z6], z4]]. Se
u = x3r6x4T5, temos as seguintes possibilidades para v e w: v = x3 € w = xgryTs, ONde €
possivel observar que w néo € standard , v = z3x5 € w = 2425, NOte que aqui ja possuimos v e
w standards, assim podemos parar por aqui, uma vez que v possui comprimento minimo. Entao,
u = [[x3, 6], [4, T5]].

Para os casos em que u = z;, x;,%;,;, i, , iStO € u possui comprimento 5, notamos que para
as palavras r129T374%5, T1T2T3T6T4 € ToX3TeT4xs POAEMOS tomar v = x;, € W = T;,Ti,Ti, Ti,,
pois teremos que v e w serdo standards em todos os casos, assim basta tomarmos o alinha-
mento de w dado anteriormente. Nestes casos teremos as hiper-letras [z1, [z9, [x3, [74, z5]]]],
[z1, [T2, [[x3, x6], x4]]] € [22, [[23, T6], [4, 5]]]. S€ u = xow3767423, teremos as seguintes possibi-
lidades para v e w: v = x5 € W = T3Xex4T3, V = ToT3 € W = TglyT3, U = ToT3Tg € W = 4T3 OU
v = Tox3x6x4 € w = x3. NoOte que, para os trés primeiros casos w nao é standard, desta forma
tomaremos o alinhamento de acordo com o caso 4. Assim, [u] = [[x2, [[z3, 6], 24]], T3]

Para u = z;,v;,x,,2;,%;, %, POdemos tomar v = z;, € w = x,,%,,%;,T;;T;,;, Para as palavras
T1ToX3TeX4T5 € T1T2T3TeT4 X3, POIS dessa forma teremos que v e w serdo standards em ambos
os casos. Assim, tomando o alinhamento de w dado anteriormente, teremos as seguintes hiper-
letras [x1, [z2, [[T3, Te], [, T5]]]] € 21, [[T2, [[T3, T6], 24]], 3]]. S€ u = xowsr6242573, teremos as
seguintes possibilidades para v e w: v = T3 € W = T3TEX4T5T3, V = Tolz € W = TgTaT5L3,
UV = XoX3Lg € W = LyX5T3, UV = LoTlalela € W = TsTz OU U = XoX3TeTaTs € W = 3. O UNico caso
em que w é standard é o caso 5. Assim, tomando o alinhamento para v dado anteriormente,
temos [u| = [[xe, [[x3, z6], [x4, T5]]], T3]

Para as palavras de comprimento maior ou igual a 7 iremos analisar caso a caso uma vez
que cada palavra possui uma forma diferente para o seu alinhamento. Seja u = x1x2x306247322,
temos as seguinte possibilidades para v e w: v = x; € W = XaT3TEL4T3T2, UV = T1To € W =

T3XeLaAl3To, UV = T1T2T3 € W = TglgT3zTo, UV = T1T2T3Tg € W = T4T3To, UV = XT1X9X3TeTy4 €
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W = T3Ty OU U = X1X9T3Tex4T3 € W = xo. O Unico caso em que w é standard é na ultima
possibilidade. Assim, tomando o alinhamento anterior para v = x1xox3r62423, t€MOS QUE ©U =
[[xla [[1:27 [[1’3, xﬁ]a ZE4H, 5123]], xQ]'

Para u = x1xow3r6240573, t€EMOS qUE v = X1 € W = X9T3T¢x4T5T3 SA0 Standards, como v
possui comprimento minimo tomamos u = vw desta forma. Assim, u = [z1, [[x2, [[z3, 6], [T4, T5]]],
x3]]. Se u = xowzrer4T5374, tEMOS 0S SEgUintes casos para v e w standards: v = Tox3x624T5
€ w = X3ry4 OU U = T9X3TeTyx5T3 € w = x4. JOmando v com comprimento minimo teremos
U = ToX3TeTaTs € W = X34 . LOQO, [u] = [[x2, [[x3, T6][x4, T5]]], [T3, 24]]-

Se u = x11913x6405T322, @ UNica possibilidade para v e w standards é v = x11ox3064T573
e w = zy. Destaformatemos [u| = [[x1, [[xe, [[x3, 6], [24, T5]]], x3]], x2]. Parau = x1xex3x6242573
x4, temos que o caso em v e w sdo palavras standards com v com comprimento minimo é
V=11 €W = TaX3xeT4T52x324. TOMando ainda o alinhamento anterior obtido para w, temos que
[u] = [y, [[2, [[25, 6], [z4, x5]]], [3, 24]]]-

Se [u] = r1x9x37624T5232 472, @ possibilidade para v e w standard € v = 11 29x316T4 L5374
e w = xo. Desta forma temos que [u] = [[z1, [[z2, [[z3, z6], [T4, 5]]], [23, 4]]], 22]. Para a palavra
U = T1X2T3TeL4T5T3L4ToL3, I€MOS U = T1X0T3T6T4T5X3T4 € W = ToX3 OU VU = X1 LoX3TeT4T5L3T4
r9 € w = x3. O caso em que v e w sdo standards e v possui comprimento minimo esta re-
presentado na primeira possibilidade. Assim, utilizando os alinhamentos de colchete para v
e w encontrados anteriormente, temos que [u] = [[x1, [[x2, [[x3, 6], [4, T5]]], [x3, z4]]], [22, 3]]-
Por fim, se u = x1xor32060405T32402037¢, t€MOS aS seguintes possibilidades para v e w stan-
dards: v = T1ToT3TeT4T5T3T, € W = ToX3Tg, UV = T1ToT3TeLaT5L3T4Ty € W = X3Xg OU U =
T1ToT3TeX4T5T3T4T2T3 € W = xg. LOQO, para que v tenha comprimento minimo tomaremos o
terceiro caso e [u] = [[z1, [[z2, [[z3, 6], [T4, 5]]], [23, 4], [22, [23, x6]]]-

Com isto, concluimos nosso objetivo com o resultado a seguir.

Teorema 11.1. O conjunto a seguir € uma base PBW de hiper-letras duras para U; (Es) sobre
KG

[
L1, [332, H(Eg, 156]»374]]]; [931, Hx% Hxi’nxfi]’ 334]],1‘3]]; be [[‘r?v [[ng, xﬁ]’ ZE4]],$3H, :UQ];
ml»[x2>[[$3ﬁx6]7[x47$5]]]]; [951,Hx27[[$3>$6]>[9547335]“7553]]' [[xl [[5527Hx?nxﬁ]’[$4>$5H]>w3]]ax2];

[
[Ila[[1‘27sza%L[134@5]]]7[1?37134]“ [I%vfsﬂ [[Ila[[x%[[ﬂ% 6], [v4, 25]], [73, 4]]], [22, [23, T6]]];
To; (2, 235 [Ta, [T3, Ta]]; [T2, [T3, [T4, T5]]]5 [22, [23, T6]]5 [22, [[23, T6], 2al]; [[72, [[73, T6], 24]], 73];
(22, [[73, T6), [4, T5]]; [[w2, [[73, T6], [T4, T5])], 235 [[22, [[73, T6][74, T5]]], [03, 24]]5 235 [23, 24];

]

[ [$4,I5], [I3,$6]5 [[903,936],904]; [[$3,I6] [$4,9€5]]' T4, [$4,905]; Ts; 956}-
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12 CONSIDERACOES FINAIS

Os grupos quéanticos de tipo U(j(g) sdo exemplos extremamente importantes e conhecer
sua estrutura é um problema de grande interesse na teoria de classificacdo de algebras de
Hopf. Conhecer a base PBW de um grupo quéntico permite o estudo de diversas caracteristicas
destes conjuntos, como por exemplo, obter de maneira simples suas subalgebras coideais a
direita. O estudo de subalgebras coideais a direita € um problema de grande interesse, como
pode ser visto no survey de Letzter (2002). Como aplicacdo do Teorema 11.1 apresentamos
subalgebras coideais a direita, por meio de um método desenvolvido por Kharchenko (2008) que
obtém subdlgebras coideais a direita como subdlgebras diferenciais calculando as derivadas
torcidas dos geradores PBW. A subalgebra A = K < x1, 29, 3, T4, T5, xg > de U;(E()-) possui
um calculo diferencial dado por

0i(w;) =6, Oi(uv) = By (u) - v+ pu, w;)u - (v), i€{1,2,3,4,56}.
Com isso podemos calcular as derivadas torcidas dos geradores PBW e obtemos, por exemplo
84(1'4) = 17 81(1'4) =0 para (NS {172737 576}7

83([1’3,1'4]) = (1 — q_1>$4, 8i<[ZE3,JZ4]) =0 para 7€ {]_, 2,475,6},
82([752, [ZE3,$4H) = (1 — q_l)[$3,$4], 8¢([[EQ, [333,1’4“) =0 para 1 € {1,3,4, 5,6},
O ([z1, [xo, [23, 24]]]) = (1—q )[wo, [23, 24]], D[y, [0, [3,24]])) =0 para i€ {2,3,4,5,6}.

Assim, os subconjuntos de geradores PBW dados por {x4}, {[z3, 4], 24}, {[z2, [x3, 24]], [73, 24],
xa}, {[x1, (22, [T3, 24]]], |72, |23, 24]], [23,24], x4} SO, cada um, base PBW de uma subdlgebra
coideal a direita dado que, em cada subconjunto, todas as derivadas torcidas de todos seus
elementos sao multiplos escalares de elementos do proprio conjunto, ou seja, sao subalgebras
diferenciais. Calculando todas as derivadas de todos geradores PBW e procedendo de maneira
analoga ao artigo de Pogorelsky (2009) podemos obter todas as subalgebras coideais a direita
de U, (Es).
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