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Resumo: Na literatura, encontramos varios artigos que estudam o crescimento de microrganismos no
leite, modelos gerais preditivos de crescimento desses seres, e crescimento das Salmonellas, tais como
o0 modelo logistico modificado e 0 modelo de Gompertz modificado. Os parametros presentes em todos
os modelos matematicos sofrem alteracées quando testados empiricamente, devido a fatores do meio em
que sdo cultivadas, como a temperatura. Apresentamos neste estudo um modelo fuzzy de crescimento
desses microrganismos que contempla as incertezas inerentes aos parametros, proveniente das constan-
tes alteragbes de seus valores, também estudamos a interatividade e a correlagédo fuzzy entre parédmetros,
objetivando destacar a dependéncia entre os valores e verificar o quanto alteragdes de um influenciam
os valores do outro, indicando como isso pode afetar biologicamente o comportamento populacional. In-
vestigamos algumas propriedades e casos particulares interessantes das operacdes entre nimeros fuzzy
interativos. Obtivemos baixos indices de interatividade entre os parametros fuzzy do modelo indicado.
Palavras-chave: microrganismos; nimeros fuzzy interativos; principio de extensdo de Zadeh; biomatema-
tica.

Abstract: In the literature, we can find several articles that study the growth of microorganisms in milk,
general predictive models for the growth of these organisms and the growth of Salmonella, such as the
modified logistic model and the modified Gompertz model. The parameters present in all the mathematical
models change, when tested empirically, due to factors in the environment in which they are grown, such
as temperature. In this study, we present a fuzzy model for the growth of these microorganisms that
takes into account the uncertainties inherent in the parameters, resulting from the constant changes in
their values. We also study the interactivity and fuzzy correlation between parameters, aiming to highlight
the dependence between the values and verifying how much changes in one influence the values of the
other, indicating how this can biologically affect population behavior. We investigated some interesting
properties and particular cases of operations between interactive fuzzy numbers. We obtained low levels
of interactivity between the fuzzy parameters of the indicated model.

Keywords: microorganismes; interactive fuzzy numbers; Zadeh’s extension principle; biomathematics.
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Resumen: En la literatura, se encuentran diversos articulos que estudian el crecimiento de microorga-
nismos en la leche, modelos generales de prediccion para el crecimiento de estos, y el crecimiento de
Salmonella, como el modelo logistico modificado y el modelo Gompertz modificado. Los parametros de
todos los modelos matematicos sufren cambios cuando se prueban empiricamente, debido a factores
ambientales como la temperatura. En este estudio, presentamos un modelo difuso para el crecimiento
de estos microorganismos, que considera las incertidumbres inherentes a los parametros, derivadas de
los constantes cambios en sus valores. También analizamos la interactividad y la correlacién difusa entre
los parametros, con el objetivo de resaltar su dependencia y evaluar en qué medida los cambios en uno
influyen en los valores del otro, indicando cémo esto puede afectar biolégicamente el comportamiento de
la poblacion. Investigamos algunas propiedades interesantes y casos particulares de operaciones entre
numeros difusos interactivos. Obtuvimos bajos niveles de interactividad entre los parametros difusos del
modelo propuesto.

Palabras clave: microorganismos; numeros difusos interactivos; principio de extension de Zadeh; bioma-
tematicas.

1 INTRODUCAO

No presente estudo, investigamos alguns modelos de crescimento de microrganismos repre-
sentados pelo modelo logistico modificado e o0 modelo de Gompertz modificado. Tais modelos
servem para descrever como 0s microrganismos se multiplicam nos alimentos. Ao analisarmos
o comportamento desses seres, verificamos em seus parametros variagdes, e para contemplar-
mos um estudo com estas variagdes ou incertezas, propomos um modelo com teoria fuzzy (ver
os artigos de Cecconello (2010) e de Mizukoshi (2004) para mais detalhes).

Ja se encontram na literatura, por exemplo, nos artigos de Longhi et al. (2013) e Longhi et al.
(2017), estudos dos modelos logistico modificado e de Gompertz modificado para microorganis-
mos no leite, que mesmo em fungado do tempo, dependem ainda dos parametros: capacidade
suporte A e taxa de crescimento especifico maxima p,.x, que é a duragédo da fase em que o
organismo ainda esta se adaptando ao meio, com taxa de reproducgdo baixa A\, chamada fase
lag. No entanto, os parametros p..x € A podem ser escritos um em fungao do outro.

A partir da teoria dos chamados numeros fuzzy, especialmente da interatividade entre nu-
meros fuzzy, objetivamos ilustrar solu¢des que utilizam numeros fuzzy para acomodar possiveis
desvios das solugbes deterministicas tomando esses parametros como numeros fuzzy, bem
como estudar as correlagdes entre esses, calculando seu indice de interatividade, uma forma de
quantificar quanto as alteragdes em um parametro implicam alteragdes no outro.

A Matematica Fuzzy é uma area recente em Matematica, surgida na segunda metade do
século XX, com o trabalho de Zadeh (1965). A ideia inicial trata-se de expandir a nogao de
conjunto, permeada pela dicotomia entre pertencimento e ndo pertencimento. Assim, como uma
forma de tratar formalmente de proposi¢cbes e quantidades incertas, surge a no¢ao de conjunto
fuzzy. Um conjunto fuzzy é uma generalizagdo de um conjunto classico, ou crisp, em que esse
conjunto possui graus de pertencimento continuos, modelando situagdes reais onde nao temos
um critério exato delimitando uma classe de objetos, além dos casos classicos de pertencimento
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e nao pertencimento, como comentam Barros, Bassanezi e Lodwick (2017). Assim, um conjunto
fuzzy é dado por uma fungéo da forma:

@A:U%[Ql]a (1)

sendo o dominio um conjunto universo e a imagem pela funcdo grau de pertinéncia, de forma
que 0 indica ndo pertencimento, 1 indica pertencimento e os valores entre 0 e 1 indicam graus
de pertencimento, de modo que quanto mais proxima de 1 é a imagem, maior é o grau de
pertencimento.

Mais especialmente, a nogdao de numero fuzzy surge para generalizar a nogao de namero
real, de forma semelhante. E, aplicando o Principio da Extensao de Zadeh, obtemos as opera-
cbes entre numeros fuzzy, usando intervalos fechados de numeros reais, como fazem Barros e
Bassanezi (2010). No entanto, podemos ainda obter tais operacdes a partir de distribuigcdes de
possibilidades, conceito explorado por Carlsson, Fullér e Majlender (2004). Mesmo quando tra-
tamos de apenas uma entre as operacoes, a literatura ja propde diferentes formas de definir, por
exemplo, diferencas entre nimeros fuzzy, como: tradicional, via distribuicées, de Hukuhara, ge-
neralizada de Hukuhara, generalizada e CIA, sendo essas apresentadas e discutidas por Barros,
Pedro e Gomes (2015).

A partir da distribuicdo de possibilidades conjunta de dois numeros fuzzy, investigamos os
chamados numeros fuzzy interativos, que podem ser descritos como aqueles cujos valores sao
dados dependentemente um do outro, conceito explorado por Fullér e Majlender (2004).

Ja possuimos na literatura estudos sobre como somar numeros fuzzy interativos, em especial
0os completamente correlacionados, em particular trabalhados por Coroianu e Fullér (2013a),
bem como estudos sobre a multiplicagdo de numeros fuzzy interativos, também trabalhados
por Coroianu e Fullér (2013b). Visamos, entao, complementar tal estudo para um campo mais
geral, por meio de um caso especifico, mas ainda abrangente, de numeros fuzzy interativos: os
nuameros fuzzy f-correlacionados.

A ferramenta principal é o principio de extensdo para numeros fuzzy interativos, dado do
seguinte modo:

fo(Ar, ... A)(y) = sup  Clxy,...,z,), (2)

y=f(z1,-.,Zn)
em que C' é uma distribuicao de possibilidade conjunta com distribui¢cdes de possibilidades mar-
ginais, A4, ..., A, nimeros fuzzy, e f uma funcao continua do espago euclidiano n dimensional
na reta real.

A nocéao de numeros fuzzy f-correlacionados é uma generalizagdo da nogdao de numeros
fuzzy linearmente correlacionados, mas agora por meio de uma fungcdo monétona injetiva ao
invés de uma funcéo linear. Um caso particular que Cabral, Prata e Barros (2013) destacaram
como interessante é aquele em que a fungao f de correlagao € hiperbdlica. Adiante, mostramos
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que esse é o caso dos parametros fuzzy estudados neste trabalho.

O objetivo deste trabalho é exemplificar como a Matematica Fuzzy pode modelar eventos
biologicos, neste caso, o crescimento de micro-organismos no leite. Nossa metodologia con-
siste em estimar incertezas do modelo por meio de um parametro, podendo ser replicada em
diferentes solu¢des de modelos biolégicos. Por exemplo, os numeros fuzzy f-correlacionados ja
foram utilizados para modelagem do HIV em individuos em tratamento por Cabral, Prata e Bar-
ros (2015). Obtemos nossas solugdes fuzzy a partir das operagoes aritméticas entre os numeros
fuzzy, nomeadamente: adicao, subtracdo, multiplicacéo, divisdo, exponenciacao e logaritmacao.
Visamos estudar em especial essas operagées com numeros fuzzy f-correlacionados, e tam-
bém como essas se relacionam.

Assim, fazemos um estudo da solucao fuzzy desses modelos via principio de extensao de
Zadeh. Tais tipos de solugdes sao estudadas no livro de Barros, Bassanezi e Lodwick (2017)
e introduzidas por Zadeh (1965), bem como as solugdes fuzzy interativas dos modelos a uma
temperatura de 30° C. Usamos também o conceito de indice de interatividade, que é uma forma
de medir 0 quanto cada valor da populacdo depende de outro em instantes distintos. Por fim,
calculamos o indice de interatividade com os parametros fuzzy dos modelos estudados, anali-
sando o quanto mudanc¢as no valor de um parametro acarretam em mudancgas no valor de outro,
ou seja, se pequenos desvios no valor de um parametro causam pequenos ou grandes desvios
no valor de outro.

Na secao 2, investigamos as operacdes de numeros fuzzy interativos, e na se¢dao 3, mos-
tramos a solucao dos modelos modificados, assim como o graficos deterministicos das suas
respectivas solugdes. Ja na secao 4, encontramos as solugdes fuzzy para os modelos, e na
secao 5, introduzimos a medida de interatividade entre numeros fuzzy e calculamos seu valor
para os parametros da solucao obtida.

2 SOBRE OPERACOES DE NUMEROS FUZZY INTERATIVOS

Comecgamos definindo importantes conceitos para explicar o que sao numeros fuzzy intera-
tivos e como operar com eles. Em termos simples, dois nimeros fuzzy sao interativos quando,
conhecendo um deles, ou mais especificamente, conhecendo seus a-niveis, conhecemos o ou-
tro.

Particularmente, nos interessam os numeros fuzzy f-correlacionados, um caso especial de
numeros fuzzy interativos em que os a-niveis de um s@o a imagem dos a-niveis de outro por
meio de uma fungdo injetiva, mono6tona e continua, pois este é o caso dos parametros que
desejamos estudar. Investigamos ainda algumas funcdes particulares que geram classes inte-
ressantes de numeros fuzzy f-correlacionados, bem como operacgdes entre esses.

Iniciamos apresentando algumas definicdes e resultados ja estabelecidos na literatura em
Matematica Fuzzy. Apds isso, como nossos modelos estudados possuem leis de associacao
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que sao combinacgdes de operagdes entre numeros fuzzy f-correlacionados, estudamos as ope-
racdes de adicao, subtragdo, multiplicacao, divisao, exponenciacéo e logaritmagao.

Definicao 2.1 (Distribuicao de possibilidade) Uma distribuicao de possibilidade sobre ) # &
é uma fungao ¢ : Q — [0, 1] que satisfaz sup,,c, p(w) = 1.

Definicao 2.2 (Distribuicao de possibilidade conjunta) Sejam A e B numeros fuzzy e C €
Fo(R?), entdo pc € uma distribuigdo de possibilidade conjunta de A e B se:

max oco(z,y) = pa(x) € maxpc(z,y) = pp(x).
yeR zeR

Além disso, p 4 e pg sdo chamadas distribuicbes marginais de C'.

Lema 2.3 (Carlsson; Fullér; Majlender, 2004, p. 536) Sejam A4, ..., A, numeros fuzzy, seja C'
a sua distribuicdo de possibilidade conjunta, e seja f : R" — R uma fungo continua. Entao,

[fo(Ar, ... Ap)]™ = f([C]%)
para todo « € [0, 1].

Demonstracao 1 Para qualquer o € [0, 1] obtemos:

[fe(Ar,.. A" = {y €R; sup C(z) > a}

y=F()

={y e R;Ir e Riy = f(2),C(z) > a}
={f(z) eR;C(x) > a}

— f ({:p R C(z) > a})

= f([C1*)

Isto conclui nossa prova.

Definicao 2.4 Os numeros fuzzy A e B sdo ditos ndo interativos se, e somente se, sua distri-
buigcdo de possibilidade conjunta C' satisfaz a relagdo

Va,y € R pc(r,y) =min{ea(z), vpy)} -
Caso contrario, sdo ditos interativos.

Se A, B € F(R) sao néo interativos, entdo a fungdo de pertinéncia conjunta é dada por Ax B.
Nesse caso, mudancgas na fungcao de pertinéncia de A nado alterardo a segunda distribuicao de
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possibilidade marginal e vice-versa. Desse modo, temos a igualdade [B]* = [A;]* x [A2]*,Va €
[0,1]. Consequentemente, A, B € F(R) sao ditos interativos caso ndo possam tomar seus
valores independentemente um do outro.

Definicao 2.5 (NUmeros fuzzy completamente correlacionados) Dois numeros fuzzy A e B
sdo declarados completamente correlacionados se existem q,r € R, com q # 0, tais que
sua distribuicdo de possibilidade conjunta, sendo x,..r—,(z,y) a fungdo caracteristica da reta
{(x,y) € R?; qz +r = y}, é definida por:

o (®,y) = Pa(T)Xgarr=y(T,Y) = ©B(Y)Xgr4r=y (T, Y).

A nocao de numeros fuzzy f-correlacionados é uma generalizagdo da nogdao de numeros
fuzzy linearmente correlacionados, mas agora por meio de uma funcdo monétona injetiva ao
invés de uma funcéo linear, introduzida por Cabral, Prata e Barros (2015). Para os nossos pro-
pésitos, um caso particular interessante é o caso em que a funcado f de correlagéo é hiperbdlica,
pois 0s parametros \ € un.x que estudamos séo relacionados por uma fungao hiperbdlica, como
apresentado na secao 4.

Definicao 2.6 (Numeros fuzzy f-correlacionados) Tome X, Y C Re f : X — Y sendo uma
fungdo monotona injetiva. Dois numeros fuzzy A e B sdo correlacionados segundo a fungéo f
ou f-correlacionados se sua distribuicdo de possibilidade conjunta J é dada por

01(x,y) = 0a(®)Xy=f@) (2, y)
= 0B(Y)Xy=1(=) (T, Y),

em que x,— ) (x, y) € a fungdo caracteristica do gréfico de f, ou ainda, de {(x,y) € R* y = f(x)}.

Exemplo 2.7 (Numeros fuzzy hiperbolicamente interativos) Considere f sendo uma fungdo
hiperbélica f : R — R, dada por f(z) = % +r, x # 0. Dois numeros fuzzy A e B sdo
hiperbolicamente interativos se existem q,r € R, q # 0, tais que sua distribuicdo de possibilidade
conjunta J é dada por

—tr=y
X

em que x q (x,y) € a fungdo caracteristica do conjunto {(x, y) € R?; 41, = y} Nesse
= fr—y x

caso, [B]* = {% +rze [A]a}, 0 ¢ [A]°.
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Exemplo 2.8 (Operacoes para numeros fuzzy hiperbolicamente interativos) As quatro ope-
ragées aritméticas de nimeros fuzzy hiperbolicamente interativos, para todo « € [0, 1], sdo da-
das por:

* [BAr Al = {(q Z:CQ +r> cR;z € [A]O‘} ,0 € [A]%

 [B—; A = {(q_f +7«) ER:.z e [A]a},o e [A]°;
« By Al*={(qg+ar) e R;z € [A]*},0 € [A]%

e [Bay Al = {(‘”‘”) ERz e [A]a},()e LA]°.

T2

De modo geral, dados A e B, nimeros fuzzy f-correlacionados, temos [B]* = f([A]*). Além
disso, para as operagdes de adi¢ao e multiplicagdo, ja sabemos que [B+A] = {z + f(z);z € [A]*}
e [B -y Al ={af(x);x € [A]“}.

2.1 ADICAO E MULTIPLICACAO

Deduzimos que para uma fungéo linear f(z) = gz+r,temos [B+A] = {x + qzv + r;z € [A]*}
= (¢+D[A]*+re[B; Al ={z(qz +r);z € [A]*} = q([A]*)* + r[A].
Podemos também deduzir que para uma fungéo hiperbdlica f(x) = % +r,vale [B +; A] =

{x+%+me[A]a}:qHaﬂA]ure[B-fA}:{x(gw);xe (A} = g+ r{A]".

2.2 EXPONENCIACAO

Primeiro observamos que, dado um numero fuzzy A, para todo o € [0, 1], [A]* = [a1, as),
a1,a; € R, podemos definir e de modo que [e4]" = [e™, e®2]. Vejamos que, de fato, e# € um
namero fuzzy.

Claramente, para todo a € [0,1], [¢*]” é n@o vazio. Além disso, para todo o € [0,1], [e”!]
é um intervalo fechado. Sendo [eﬂo o fecho topoldgico de supp A, temos que como [eA}O é

(e}

um intervalo fechado, entdo € um conjunto limitado; logo seu subconjunto, supp A é também
limitado.

Outra fungéo operagao que podemos definir é dada pela exponenciagdo g(z,y) = e* V.

Assim, para as funcdes apresentadas teremos os seguintes resultados:

Para uma fungéo linear f(r) = qz+r, teremos as igualdades P74l = {9247, 1 € [A]*} =
{6(q+1)x+r; = [A]O‘} — [e(q+1)a1+r’ e(q+1)a2+r]_

Para uma fungéo hiperbdlica f(r) = %—Hﬂ, valem as relagdes elP+14l = {em+i+7 2 € [A]°} =

2 4
[ea1+a1 -&-7”7 6a2+a2 -H”].
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Agora, tomaremos ainda outro caso de exponenciagéo, dado por g(x,y) = e*v.
Para uma fung&o linear f(z) = gz +r, teremos as igualdades elP 14l = {e(@27); 3 € [A]*} =
{eq:c?—i-rx; = [A]a} — [eq(a1)2+7”a17 eq(a2)2+ra2]_

Para uma fungéo hiperbdlica f(z) = 941, valem as relagdes el# 74 — {ex(%”);x € [A]"‘} =
i

{€q+rm; = [A]a} — [6q+ra17 eq—l—rag].

2.3 LOGARITMACAO

Outra fungéo operagdo que podemos definir € a logaritmagéo, dada por g(x,y) = In (z + y).

Assim, para as funcdes apresentadas teremos os seguintes resultados:

Para uma funcéo linear f(z) = gz + r, obtemos In [B 4+ A] = {In(z + gz + r);x € [A]*} =
{In((¢+ )z +r);xz € [A]*} =[In(¢+ 1ay +r,In(g+ 1)az +r].

Para uma fungao hiperbdlica f(z) = % +r,valeln[B+¢ A| = {lnx + % +rx € [A]a} =

In(a; + < +7),1n (ag + L +r>}.
ay a9

Agora, tomaremos ainda outro caso de logaritmagao, dado por g(z,y) = In (xy).

Para uma funcéo linear f(z) = qx + r, obtemos In [B -y A] = {In(z(qx +1));z € [A]*} =
{In(ga? + ra);x € [A*} = [In(g(ar)* + rar), In(g(az)? + ras)].

Para uma fungéo hiperbdlica f(x) = %Jrr, valeln [B -y A] = {ln (ac (% + 7“)) S [A]“} =
{In(q + rx);x € [A]*} = [In(q + ray),In(q + ras)].

Por fim, estudamos modelos de crescimento populacional nos quais 0 emprego dos numeros
fuzzy hiperbolicamente correlacionados surge naturalmente como aplicacao do estudo apresen-
tado.

3 MODELOS MODIFICADOS

Apresentamos nesta se¢cao os modelos de crescimento populacional estudados, bem como
0s parametros que estudamos, todos ja estabelecidos na literatura. Na secao seguinte, a partir
das ferramentas da Matematica Fuzzy apresentadas, vemos como aprimorar esses modelos, to-
mando os parametros como numeros fuzzy, e estudamos como alteragées em um valor implicam
em alteragcdes em outro valor.

A seguir, apresentamos 0os modelos logistico modificado e de Gompertz modificado que se-
rao denotados, respectivamente, por LMZ e GOM. Depois, apresentamos suas solugdes deter-
ministicas, para posteriormente compararmos com suas solugdes fuzzy.
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3.1 EQUACOES DOS MODELOS

3.1.1 MODELO LOGISTICO MODIFICADO

50 e ()

4
1+ exXp |:)‘,umax (Z) + 2:|

3.1.2 MODELO DE GOMPERTZ MODIFICADO

e () e (2
S S

Tanto em LMZ quanto em GOM, temos que A € a capacidade suporte, ..« € a taxa de
crescimento especifico maxima e )\ é a duracao da fase /ag, isto é, a fase em que o organismo
ainda esta se adaptando ao meio, com taxa de reproducgéo baixa.

3.2 SOLUCAO ANALITICA

Apresentamos agora as solucdes analiticas dos modelos apresentados (Longhi et al., 2013,
2017).

3.2.1 SOLUCAO ANALITICA DO MODELO LOGISTICO MODIFICADO

A A
exp [—umax (%) t} (exp [)\,umax (%) + 2]) +1  exp [,umax (%) (A—1t)+ 2} +1

Y(t) = (5)

O gréfico da solugao, para as temperaturas de 20° C e de 30° C, € mostrado na Figura 1
e os valores dos parametros que geram os graficos presentes nas Figuras 1 e 2, bem como
todos os dados obtidos empiricamente que sdo analisados neste estudo, sdo apresentados por
Longhi et al. (2013) e Longhi et al. (2017), dispensando a necessidade de outra verificacao dos
modelos. Optamos por focar nas solugdes para a temperatura de 30° C.
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Figura 1 — Solugéo deterministica de LMZ para as temperaturas de

20°C e 30°C
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Fonte: Elaboracdo dos autores.

3.2.2 SOLUGAO ANALITICA DO MODELO DE GOMPERTZ MODIFICADO

Y (t) = Aexp {— exp [(umm%) +(AN—t)+ 1} } (6)

De maneira analoga ao modelo logistico modificado, geramos a solugédo analitica do modelo
de Gompertz modificado, usando o software Matlab 2019 b.
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Figura 2 — Solugao deterministica de GOM para as temperaturas de
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Fonte: Elaboracdo dos autores.

4 GRAFICOS DAS SOLUCOES FUZZY DOS MODELO LOGISTICO MODIFICADO E MO-
DELO DE GOMPERTZ MODIFICADO PARA O PARAMETRO .,,,., FUZZY

Apresentamos agora as solugdes que tomam o0s parametros ji,.x € A como numeros fuzzy,
para incluir previsbes de possiveis desvios das solugdes deterministicas em nossos modelos.
Para a solugéo fuzzy dos modelos (1) e (2), fizemos a extensédo de Zadeh da solugéo determi-
nistica. Neste caso, uma leitura recomendada é Barros, Pedro e Gomes (2015). Posteriormente,
estudamos as relagdes entre 0os parametros (im.x € A, mostrando como os valores de um sé&o
definidos dependentemente do outro.

41 SOLUGCAO FuzzyY

As Figuras 3 e 4 a seguir mostram os graficos das solucdes fuzzy via principio de extensao de
Zadeh de (1) e (2), de LMZ e GOM para a temperatura de 30° C. Os numeros fuzzy triangulares
tém como ponto central os valores obtidos empiricamente dos parametros retirados dos artigos
de Longhi et al. (2013) e Longhi et al. (2017). Assim, os numeros fuzzy usados na temperatura
de 30° C para o parametro ji,.x das solugdes fuzzy de GOM e LMZ séo, respectivamente,
(0,351;0,39;0,428) e (0,369; 0,417, 0, 465).

Com isto, a partir de pequenos desvios estimados nos valores do parametro, isto é, a partir
de possiveis variagdes na taxa de crescimento especifico maxima do microrganismo, podemos
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estimar possiveis desvios da solugao analitica. Assim, o gradiente nos graficos representa o grau
de pertinéncia: onde a faixa € mais escura, ha uma pertinéncia maior associada, sendo mais
proxima da solugao analitica, e um valor com maior possibilidade de ser obtido empiricamente.

Figura 3 — Solugao fuzzy de LMZ para a temperatura de 30° C
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Fonte: Elaboragéo dos autores.
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Figura 4 — Solugao fuzzy de GOM para a temperatura de 30° C
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Fonte: Elaboragéo dos autores.

4.2 SOLUGAO FUZZY INTERATIVA PARA O MODELO

Introduzimos agora a solugao interativa fuzzy para modelos de crescimento de microrganis-
mos no leite, a saber, os modelos logistico modificado e Gompertz modificado, como apresen-
tado por Longhi et al. (2013). Observamos que os parametros ji,.. € A dos modelos LMZ e
GOM podem ser relacionados da seguinte forma:

Yifz — Yo

Hmax

(7)
Assim, ao tomarmos fi,,x COMo um numero fuzzy, particularmente um namero fuzzy triangu-
lar da forma (a; u; b), teremos:

Yifz — Yo

™ e

(8)

Note que \ e ... S@0 hiberbolicamente correlacionados, conceito apresentado por Cabral
e Barros (2015). E, sendo os a-niveis de um nimero fuzzy triangular da forma [pimax]® = [a(u —
a) + a, a(u — b) + b], obtemos:

Yife — Yo
[a(u—a)+a,alu—>b)+0b]

P\]a - tzfz - (9)

Agora, finalmente, obtemos a distribuicao de possibilidade conjunta J, nogao estudada por
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Carlsson, Fullér e Majlender (2005) dos numeros fuzzy A € fipax:
a(@y) = ex@xg,  new_ 1 (7). (10)

Passamos a denotar, por simplicidade, B = t;7, € C' = v, — 0. Assim, poderemos escrever,

C

=B g

(11)

Tomamos agora o modelo Logistico, porém com A e pn.. sendo nameros fuzzy. A sua
solugéo interativa fuzzy é obtida quando usamos a igualdade anterior para trabalharmos com
apenas um parametro.

Deste modo, a solugdo interativa fuzzy do modelo Logistico modificado é dada por:

v (t) = < (12)

exp [umax (%) (B-& —t)+2] +1

Mmax

De forma anéloga, a solugao interativa fuzzy do modelo de Gompertz modificado é dada por:

e
Y(t) = Aexp {—eXp [(umaxz> + (B - P t) + 1] } . (13)
Por fim, podemos escrever a solugao da seguinte forma:
[Y' ()7 (ptmaxs M]™ = {ye(p, A)s i, A € [J]} (14)

Os graficos das Figuras 5 e 6 representam a solugao interativa fuzzy para os modelos logis-
tico modificado e de Gompertz modificado. As regides mais destacadas indicam maior grau de
pertinéncia, e uma possibilidade maior de obter dados empiricos nestas regides.
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Figura 5 — Grafico da solugao interativa fuzzy de GOM para 30° C
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Fonte: Elaboragéo dos autores.

Figura 6 — Gréfico da solucao interativa fuzzy de LMZ para 30° C
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Fonte: Elaboragédo dos autores.
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5 MEDIDA DE INTERATIVIDADE ENTRE )\ E 1

Agora, utilizamos métodos estabelecidos na literatura para quantificar a dependéncia dos
parametros jin.c € A nos modelos LMZ e GOM, ou seja, queremos estimar se pequenas pertu-
bacdes em um dos valores causam grandes pertubagdes em outro, por exemplo.

Se para « € [0, 1] qualquer, [A]* = [a$,a$] e [B]* = [b$,b3], com A e B sendo hiperbolica-
mente correlacionados, entdo, de acordo com Carlsson, Fullér e Majlender (2005), a medida de
interatividade entre os numeros fuzzy Ae B, g € R é:

af — a3)’

L.([A],(B]) :4_—%/0 ( w(a)da. (15)

ajag

Agora, calculamos o indice de interatividade entre os numeros fuzzy A e p,.x €m relagéo
aos seus a-niveis no modelo logistico modificado. Para isto consideramos o caso em que a
temperatura do meio é de 30° Celsius. Para os calculos tomamos o numero fuzzy triangular
[0,369;0,417;0,465] visto por Longhi et al. (2013). Assim, os seus a-niveis, para qualquer « €
[0, 1] séo da forma [0, 048 +-0, 369, 0,465—0, 048a/], af = 0,048a+0, 369 e a§ = 0, 465—0, 048c.

C
De acordo com Carlsson, Fullér e Majlender (2005), sabendo que [A]* = B — TE
at —ay = 0,096 — 0,096« pela segdo anterior, teremos: e
¢ [ (0,096 — 0, 0960x)>2
folmas A) = £ ’ ’ da, 16
(bimass 2) = %9 /0 (0,048a + 0, 369)(0, 465 — 0,048a>W(a) a (16)

Calculamos entdo o indice de interatividade tomando:

B Oéa_l(l o Oé)b_l 17
wle) = fol a1 —a)lda an

isto €, w tem distribuicdo de probabilidade 3, dada por:

Bla,b) = /1 a1 - ) tda. (18)
0

Os valores a seguir apresentados foram extraidos do artigo de Longhi et al. (2013). Entao,
para os valores: yp = 0,1 e y;s, = 1,5,temos C' = 1,4, alémde A = 2,63 e B = 6. Assim,
1,4

Al =6 — ) 19
g [0,048« + 0, 369, 0,465 — 0, 048« (19)

Por fim, apresentamos a Tabela 1 com o indice de interatividade dos parametros A € fiyax,
com alguns valores de 3(a, b). Observamos que, em geral, estes indices sdo consideravelmente
baixos, indicando pouca interagao entre os parametros. Isto significa que variagcdes na taxa de
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crescimento especifico maximo ndo causam grandes desvios na duracao da fase lag.

Tabela 1 — Verificagbes numéricas

Bla,b) p(2,1) 53,2) p(4,3)
Ly(ftmax» A) | 0,0031081295 | 0,003727605 | 0,0000665434

p(a,b) A3 1) p4,2) p(5,3)
Lo(Hmax, A) | 0,0018620385 | 0,002659769 | 0,0031028515

B(a,b) B(5,1) 5(10,5) 5(1000, 50)
Lo(Hmax, A) | 0,0008852795 | 2.3220410~7 | 0,00004286485

Fonte: Elaboragéo dos autores.

6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho encontramos a solugao fuzzy dos modelos logistico modificado e de Gom-
pertz modificado, contemplando, assim, as incertezas dos parametros p e A. Verificamos que
estes parametros se relacionam, entdo encontramos a solucao fuzzy interativa dos modelos LMZ
e GOM e a medida de interatividade entre os modelos para o crescimento de microrganismos no
leite. Os indices de interatividade que foram obtidos s&o considerados baixos, levando a poucas
alteragbes no comportamento de um parametro fuzzy quando os valores do outro sdo alterados.
Em suma, ainda que possamos relacionar incertezas nos parametros com as incertezas nos mo-
delos e possamos definir um parametro em fungao do outro, na pratica, ha pouca interacao entre
0s parametros, isto é, possiveis desvios em um parametro ndo causam desvios significativos no
outro.
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