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Resumo: A inversao geométrica € uma importante transformacéo que permite converter problemas apa-
rentemente complicados em problemas analogos, mas com solugdes mais simples. No artigo apresen-
tamos a definicdo da inversdo geométrica, a caracterizacao do que ocorre com retas e circunferéncias
quando submetidas a uma inverséo e a propriedade de preservagao de angulos dessa transformagéo. O
objetivo do trabalho é a aplicacdo da inversdo geométrica na resolugéao do problema de construgédo com
régua e compasso dos pontos de intersecgédo de uma reta com uma hipérbole e na solugao do seguinte
Problema de Regiomontanus: Determinar um triangulo dada a diferencga entre dois lados, a altura relativa
ao terceiro lado e a diferenca entre os segmentos em que a altura divide o terceiro lado. A solucao original
desse problema é feita apenas para um caso particular especifico, de maneira algébrica, via a determi-
nacao da raiz de uma equacao quadratica e, difere substancialmente da solucao geométrica apresentada
neste artigo que contempla o caso geral, aborda o problema usando uma linguagem moderna e faz uso
de uma hipérbole e da inversdo geométrica em sua solugéao.

Palavras-chave: inversdo geométrica; hipérbole; Problema de Regiomontanus.

Abstract: Geometric inversion is an important transformation that allows to convert apparently complicated
problems into analogous ones, but with simpler solutions. In the article we present the definition of geo-
metric inversion, the characterization of what happens with straight lines and circles when submitted to an
inversion and the angle-preserving property of this transformation. The aim of the work is the application of
geometric inversion in solving the problem of constructing with ruler and compasses the intersection points
of a straight line with a hyperbola and in solving the following Regiomontanus’s Problem: to determine a
triangle given the difference between two sides, the height relative to the third side and the difference
between the segments in which the height divides the third side. The original solution of this problem is
made only for a specific particular case, in an algebraic way, via the determination of the root of a quadratic
equation and, differs substantially from the geometric solution presented in this article which contemplates
the general case, approaches the problem using a modern language and makes use of a hyperbola and
geometric inversion in its solution.

Keywords: geometric inversion; hyperbola; Regiomontanus’s problem.

Resumen: La inversiébn geométrica es una transformacién importante que permite convertir problemas
aparentemente complicados en problemas analogos, pero con soluciones mas simples. En el articulo
presentamos la definicion de inversién geométrica, la caracterizacion de lo que sucede con las rectas y
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circunferencias cuando se someten a una inversion y la propiedad de preservacion de los angulos en esta
transformacion. El objetivo del trabajo es aplicar la inversion geométrica en la resolucion del problema de
construir, con regla y compas, los puntos de interseccién de una recta con una hipérbola, asi como en
la resolucién del siguiente Problema de Regiomontanus: determinar un triangulo dada la diferencia entre
dos lados, la altura relativa al tercer lado y la diferencia entre los segmentos en los que la altura divide
dicho lado. La solucion original de este problema se realiza sélo para un caso particular particular, de
forma algebraica, mediante la determinacion de la raiz de una ecuacién cuadratica. Esta solucion difiere
sustancialmente de la solucion geométrica presentada en este articulo, la cual contempla el caso general,
se aproxima al problema utilizando un lenguaje moderno y hace uso de una hipérbola y de la inversion
geométrica en su solucion.

Palabras clave: inversién geométrica; hipérbola; problema de Regiomontanus.

1 INTRODUCAO

A inversdo geométrica tem sido utilizada como uma ferramenta fundamental na resolu¢ao
de problemas de geometria. Ela possui uma série de propriedades interessantes, como a pre-
servagao de tangéncias, a inversdo de pontos no infinito e a preservacao de angulos entre os
elementos transformados. Devido as suas propriedades, a inversao geométrica permite simpli-
ficar e transformar problemas complexos em situagdes mais simples, facilitando a compreenséo
e a resolucdo dos mesmos. E uma transformagao de grande importancia no estudo da Geome-
tria Hiperbdlica Plana, especificamente, as isometrias do modelo do semiplano superior para o
espaco hiperbolico sdo constituidas de composigcées das inversdes ordinarias em retas e das
inversdes em circulos (veja Rocha) (1990) para mais detalhes). O plano hiperbdlico, junto com o
plano euclidiano e as esferas mergulhadas em 13, constituem todos os exemplos de superficies
de dimensao dois simplesmente conexas de curvatura seccional constante. Sua importancia no
estudo de Geometria Diferencial é inestimavel.

Diante da relevancia do tema, este artigoﬂ tem como objetivo explorar os principais aspectos
da inversdo geométrica, particularmente estabecendo algumas de suas propriedades, introdu-
zindo o leitor ao estudo do tema de forma motivacional por meio da apresentacao de duas apli-
cacgdes no contexto da geometria plana, especificamente na construgdo com régua e compasso
dos pontos de interseccao de uma reta com uma hipérbole e na solugdao do seguinte problema
de construcao de um tridangulo devido a Johann Mller (1436—1476), mais conhecido como Re-
giomontanus, enunciado 23 do Livro Il de sua obra De Triangulis Omnimodis (Regiomontanus),
1967, p. 127-128): Determinar um triangulo dada a diferenga entre dois lados, a altura relativa
ao terceiro lado e a diferenga entre os segmentos em que a altura divide o terceiro lado.

De acordo com |Eves| (2011), na obra De Triangulis Omnimodis, Regiomontanus revela par-
ticular interesse na determinacao de um triangulo, satisfeitas trés condi¢ées dadas, como por
exemplo, 23 do Livro Il. A demonstracdo apresentada por ele aplica algebra. Segundo Boyer
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(1974) e Eves| (2011) a algebra é retérica, achando-se uma parte incégnita da figura como raiz
de uma equacgao quadratica e essa raiz pode ser construida por métodos familiares de Os Ele-
mentos de Euclides. Embora seus métodos possam ser considerados gerais, ele atribuia nas
demonstragdes valores numéricos especificos as partes dadas. No caso especifico os valores
considerados na demonstracao sao 3, 10 e 12, assumidos segundo a ordem do enunciado (veja
demonstracdo em Regiomontanus| (1967, p. 127-128)). Embora essa demonstragdo possa ser
adaptada para o caso geral, nosso objetivo € apresentar uma solugdo geométrica, utilizando o
método das construcées geométricas (via régua e compasso) de forma a utilizar 23 como uma
aplicacéo da inversdo geométrica, exibindo uma abordagem muito diferente da solugéo particular
algébrica apresentada em Regiomontanus| (1967).

A denominacgao Problema de Regiomontanus para se referir a 23 do Livro Il se encontra em
Spira (2004) e Eves (2011). E, a ideia dessa solugdo geométrica foi extraida de Spira (2004),
cujo objetivo do texto € muito mais amplo e, nessa parte especifica, muitas das afirmacdes sao
deixadas como exercicios ou carecem de mais detalhamento para uma maior entendimento do
texto.

Esperamos que este artigo embasado em sélida fundamentagao teérica e complementado
com algumas ilustragdes, contribua para um melhor entendimento dos aspectos mateméaticos
tedricos, aplicados e geométricos da inversdo em circunferéncia, facilite a compreensao do
enunciado do Problema de Regiomontanus, bem como de sua solugdo de um ponto de vista
geométrico muito diferente da solugao original, fazendo uso dos pontos de intersec¢do de uma
hipérbole com uma reta os quais emergem como possibilidades de aplicagdes da inversao em
uma circunferéncia, e seja uma referéncia para todos os estudantes que pretendam aprofundar
seus estudos nesse tema.

2 INVERSAO GEOMETRICA: DEFINICAO, PROPRIEDADES E CONSTRUGCAO GEOMETRICA
Iniciamos a secao com a definicdo de inverso de um ponto em relagdo a uma circunferéncia.

Definicdao 2.1 (Inverso de um ponto (Spira, 2004, p. 7)) Sejam ¢ a circunferéncia em R? de
centro O e raio r e P um ponto em R? distinto do ponto O. O inverso do ponto P relativo a
circunferéncia ¢ é o ponto P e R? que satisfaz as seguintes condigées:

), P pertence a semirreta com origem em O e passando pelo ponto P.

ii) O produto da distancia de O a P, d(O, P), pela distancia de O a P, d(O, P), é igual ao
quadrado do raio da circunferéncia ¢, isto é, d(O, P) - d(O, P) = r2.

E importante observar que se P € % entdo P coincide com P. Também, é importante
destacar que essa definicdo ndo faz sentido quando aplicada ao centro O da circunferéncia %,
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mas podemos estender o conceito de inverso de um ponto em relagcdo a % para o ponto O
observando que a condicdo d(O, P) - d(O, P) = r% implica em d(O, P) — 0 se, e somente
se d(O, P) — oo. Assim, se queremos definir o inverso do ponto O, este inverso deve estar
infinitamente longe de O, ou seja, fora do plano. Postulamos entdo a existéncia de um ponto
ideal, que denotamos por oo, tal que O = oo e, observando também que d(O, P) — oo se, e
somente se, d(O, P) — 0, devemos também postular 5o = O. O plano euclidiano R? ao qual se
adicionou 0 oo, R? U{oo}, sera denotado por E, e denominado o plano inversivo.

Segue, entao, a definicdo da transformacgéao de inversao relativa a uma circunferéncia.

Definicdo 2.2 (Inversdo geométrica (Spira, 2004, p. 8)) Seja ¢ uma circunferéncia em R? de
centro O e raio r. A transformacéo i4: E..—E., que leva qualquer P € E., em seu inverso com
relacdo a ¢ é dita a inversdo com respeito a ¢. O ponto O é dito o centro ou polo de invers&o,
% a circunferéncia de inversdo e r a poténcia de invers&o.

Dado uma circunferéncia 4 em R? de centro O e raio r e um ponto PeR? P#0, P¢ %,
vamos descrever um procedimento para a construgdo geométrica (via régua e compasso) do
inverso de P relativo a %'.

Construcao geométrica (com régua e compasso) do inverso de P
1. Trace a semirreta O?;
2. Trace o diametro AB da circunferéncia ¢, perpendicular a (ﬁ%;
3. Trace a semirreta ﬁ;
4. Construa o ponto () distinto de A, ponto de intersecgéo de ﬁ com a circunferéncia %’;
5. Trace a semirreta Lﬁ;

6. Construa o ponto P, ponto de interseccéo de Lﬁ com (ﬁ

Afirmacao: O ponto P, assim construido, é o inverso do ponto P relativo a ¢, independente
se P é exterior ou interior a €.
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Figura 1 — Construgéo do inverso de um ponto P € R? relativo a circunferéncia
¢ comP ¢&%

Fonte: Elaboragcao dos autores.

Justificativa: Note que os triangulos QPP e OP B séo triangulos retangulos e semelhantes
pelo caso Angulo-Angulo, uma vez que:

a. ZQPP =~ /OPB;
b. m(£LPQP) = m(ZPOP) = 90°.

Note também que os triangulos OAP e QPP séo tridngulos retangulos e semelhantes pelo
caso Angulo-Angulo, uma vez que:

c. m(LAOP) = m(£LPQP) = 90°;
d. ZAPO = /PPQ.
Com isso, tem-se:

d(0,P)  d(O,B) | . | | .
d(0,4) ~ 4(0. D) = d(0, P) -d(O, P) = d(0, A) - d(O, B) = d(O, P) - d(O, P) = r*.

Portanto, temos que P é o inverso de P.

Propriedades da inversao geométrica

A seguir vamos enunciar algumas propriedades da inversdao geométrica que serao de utili-
dade neste artigo. Demonstragcbes dessas propriedades sdo encontradas em Spira (2004). Nas

cinco proposigbes que seguem, considere a circunferéncia de inversido 4 em R? de centro O e
raio r.

Proposicao 2.3 (Inversdo de uma reta que nao passa por O) Se o é uma reta em R? tal que
O ¢ «, entdo i4(a U o0) € a circunferéncia que tem o segmento OP como didmetro, sendo P o
ponto de intersecgdo de o com a reta perpendicular a o que passa pelo ponto O e P= i¢(P).
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Proposicao 2.4 (Inversdao de uma reta que passa por O) Se o é uma retaemR?, Oca e
a=aU {0}, entaoiyz(a) = a.

Proposicao 2.5 (Inversao de uma circunferéncia que nao passa por O) Se ¥ é uma circun-
feréncia tal que O ¢ 2 entao, i+(Z) € a circunferéncia, que também ndo passa por O, cujo
didmetro é o segmento NM sendo MN o didmetro da circunferéncia 9 contido na reta que
passa por O, ix(M) = M, ix(N) = N, M entre O e N.

Proposicao 2.6 (Inversao de uma circunferéncia que passa por O) Se & é uma circunferén-
cia em R? tal que O € 9, entéo i (2) = aU{oo} sendo «a a reta perpendicular a O P passando
pori4(P) onde P é o ponto em % diametralmente oposto ao ponto O.

Proposicdo 2.7 (Angulo entre as inversas de duas retas concorrentes) Sejam m e n duas
retas concorrentes em P diferente de O. Entao, ix(m) = m e iy(n) = n se interceptam em
iw(P) = P e o dngulo entre m e n em P tem a mesma medida que o dngulo entre as retas m e

n.

3 DUAS DEFINICOES DE HIPERBOLE E UMA CONSTRUCAO NO GEOGEBRA

Comecgamos lembrando a definicdo usual da cbnica hipérbole que aparece nos livros de
Geometria Analitica.

Definicao 3.1 (Hipérbole dados os focos (Delgado; Frensel; Crissaf, 2017, p. 122)) Uma
hipérbole ¢ de focos I, e F» é o conjunto de todos os pontos P do plano para os quais o
modulo da diferenga de suas distancias a F, e I, é igual a uma constante 2a > 0, menor do que
a distancia entre os focos 2¢ > 0.

H = {P||d(P,F\) —d(P, Fy)| = 2a},0 < a < ¢, d(F}, F,) = 2c.

Para o nosso trabalho, vamos utilizar a definicdo equivalente que se encontra em Spira
(2004).

Definicao 3.2 (Hipérbole dados uma circunferéncia e um ponto exterior a ela (Spira, 2004,

p. 20)) Sejam 2 uma circunferéncia e F' um ponto exterior a 9. Uma hipérbole ¢ = (F, ) é
o lugar geomeétrico dos centros das circunferéncias que passam por F' e sdo tangentes a &.

Vamos mostrar agora que a Definicao [3.1] e a Defini¢do 3.2/ sdo equivalentes, tomando I =
F, F5 = O (centro da circunferéncia &) e 2a = r (raio de 2).
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Figura 2 — Hipérbole com os dados da Defini¢éo 3.2

N

Fonte: Elaboracdo dos autores.

De fato, de acordo com a Definicdo P é o centro de uma circunferéncia ¢ de raio s
tangente (exteriormente ou interiormente) a circunferéncia & de raio r. E isso ocorre se, e
somente se,

i) d(O,P)=r+soud(O,P)=|r—s|.
Além disso, como % passa por F', devemos ter:

i) d(P,F) =s.
Também, a hipbtese de F ser exterior a & impde, no caso de ¥ ser tangente interiormente
a 9, a condicao:

i) s > .

Assim, usando i), ii) e iii), temos: P € o centro de uma circunferéncia que passa por F' e €
tangente a 7, sendo I exterior a Z se, e somente se, d(O,P) = r + d(P, F) ou d(O, P) =
d(P,F) —r se, e somente se, |d(O, P) — d(P, F)| = r; ou seja, a Defini¢ao [3.1]e a Definicao 3.2
sao equivalentes.

A seguir, apresentaremos a construgcao de uma hipérbole que se encontra em Delgado, Fren-

sel e Crissaf (2017) e pode ser implementada no GeoGebra utilizando o recurso lugar geomé-
trico.
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Construcao no GeoGebra: Hipérbole de Focos F; e F5
1. Escolha dois pontos Fj e F; e trace a semirreta r de origem F;, passando por Fi;
2. Escolha um ponto A na semirreta r entre Fi e Fy;
3. Trace a circunferéncia & de centro F, que passa pelo ponto A;
4. Escolha um ponto B que pertenca a circunferéncia & e que seja diferente de A;
5. Trace areta s que passa por F; e B;
6. Trace a mediatriz m do segmento BF7;
7. Determine o ponto P de interseccao da reta s com a mediatriz m;

8. Construa o lugar geométrico do ponto P, quando o ponto B move-se ao longo da circun-
feréncia 2.

Afirmacao: O ponto P descreve a hipérbole de focos F} e F;, com comprimento do eixo focal
igual ao raio de &, quando o ponto B se move ao longo da circunferéncia .

Figura 3 — Hipérbole de focos Fi e F,

Fonte: Elaboragédo dos autores.

Justificativa: Da construcao realizada, o ponto P pertence a mediatriz do segmento BF)
e, portanto, d(P, B) = d(P, F}). Sendo 2a o raio da circunferéncia &, segue que |d(P, F,) —
d(P, Fy)| = |d(P,B) £ d(B, F») —d(P, F1)| = | £ d(B, F)| = | £ 2a| = 2a, uma vez que F;,, B e
P sao colineares e F} é exterior a 2. Logo, P pertence a hipérbole de focos F; e F; e eixo focal
de comprimento 2a.
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Reciprocamente, da equivaléncia entre a Definicao e a Definicao de hipérbole, o
ponto P pertence a hipérbole de focos F} e F, com comprimento focal igual ao raio 2a se, e
somente se, P é o centro de uma circunferéncia que passa por F tangente a circunferéncia &
de centro F, e raio 2a. Denotando por B o ponto de tangéncia, segue que: se P pertence a
hipérbole 7 = (F|, Z), entdo P, B e F, séo colineares e d(P, F}) = d(P, B); logo, P é o ponto
de interseccao da reta s determinada por £, e B com a mediatriz m do segmento BFj.

4 CONSTRUCAO GEOMETRICA DOS PONTOS DE INTERSECCAO DE UMA HIPERBOLE
COM UMA RETA

O objetivo agora é apresentar a solucdo de um belo problema devido a Johann Miller Regi-
omontanus (1436—1476) extraido de Regiomontanus| (1967).

Antes porém, precisamos construir os dois pontos de intersec¢do de uma reta s com uma
hipérbole 77 = (F, 2). E claro que a existéncia desses dois pontos de interseccdo impde
algumas condigbes restritivas aos elementos dados s, F' e . Em linguagem de circunferéncias,
temos de solucionar o seguinte problema de constru¢cdao geométrica:

Problema I: Construcao geométrica dos pontos de interseccao de uma hipérbole com uma
reta

Dados uma reta s, uma circunferéncia 2, um ponto ' exterior a Z tal que F' ¢ s, construir
(com régua e compasso), caso existam, os dois pontos de intersec¢cdo O; e O, da hipérbole
H = (F,2) com areta s, um em cada ramo da hipérbole.

Figura 4 — Visualizacao dos dados e das solucdes do Problema |

Fonte: Elaboracdo dos autores.
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Solucdo: Usando a Definicdo de hipérbole, deduzimos que os pontos O; e O,, caso
existam, sdo o0s pontos em s que sdo centros das circunferéncias %, e %> que passam por F' e
sdo tangentes a ¥, digamos %) tangente exteriormente e %, tangente interiormente.

Figura 5 — Visualizagao das solugdes do Problema | no contexto da
Definicéo [3.2|de hipérbole

Fonte: Elaboragéo dos autores.

Utilizando a inversao geométrica, apresentamos na sequéncia os passos da construgcao que
solucionam o Problema I.

1. Construa uma circunferéncia de inversao .« com centro em F.

2. Construa 3, a inversa da reta s em relacdo a «7. E claro, da Proposigao que s € uma
circunferéncia que passa por F’;

3. Construa @ a inversa da circunferéncia & em relagdo a «7. A Proposm;ao afirma que
2 & uma circunferéncia qgue nao passa por F'. E, é claro que 7N35=0, pois Z N's =

4. Construa as duas retas u e t que passam pelo centro de s e sdo tangentes a & (aqui
precisamos impor a condigao restritiva: centro de s exterior a %);

5. Construa as respectivas inversas @ e ¢ de u e t relativas a «7. A Proposigdo garante
que 7 e ¢ sdo circunferéncias que passam por F'

6. Construa os centros O; e O, de U e t, respectivamente.

REMAT: Revista Eletronica da Matematica e302-10



Afirmacao: O, e O, sao as solugdes do Problema I.

Justificativa: Do passo 5), & e ¢ sdo circunferéncias que passam por F. Do passo 4) u e
t sdo tangentes a 7 e isso implica que % e t sédo tangentes a 2, pois a condi¢do de tangéncia
€ preservada pela inversdo. Segue entdo, da Definicao de hipérbole, que os respectivos
centros O, e O, de 4 e t pertencem a hipérbole .7 = (F, 2).

Além disso, como u e t sdo ortogonais a s pois passam pelo centro da circunferéncia s segue
que U e ¢ sdo ortogonais & s e, portanto, seus respectivos centros O, e O, pertencem 3 s.

Conclusao: O, e O, sdo os dois pontos de intersecgdo da hipérbole .77 = (F, Z) com a reta

Figura 6 — Solucao do Problema | via inversao geométrica

‘e
‘e
.
.........

-

~
-~
-~ -
e —————

Fonte: Elaboragcao dos autores.

5 UM RESULTADO DE GEOMETRIA PLANA

O problema de Regiomontanus que vamos apresentar consiste em fazer o trajeto no sentido
inverso do seguinte resultado de Geometria Plana.
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Proposicao 5.1 Considere um tridngulo ABC comd(B,C) = aed(A,C) = b, em que supomos
a > b. Sejam: Ho pé da perpendicular tragada de C' a reta que passapor A e B, d(C,H) = h a
altura relativa ao lado AB, d(B,H) = m, d(A, H) = n se 0 /ZBAC é agudo, d(A,H) = 0 se 0
/BAC éretoed(A,H) = —n se 0 ZBAC é obtuso. Entao,m >nea—b<m —n.

Demonstracao: Temos trés situagbes a considerar:
1. O angulo ZBAC é reto;
2. O angulo ZBAC' € agudo;
3. O angulo ZBAC é obtuso.
« Supondo a situagao 1 (Figura[7),

Figura 7 — Visualizacdo dos dados da Proposi-
¢do[5.1] para um triangulo ABC retangulo em A

“ta

Fonte: Elaboragao dos autores.

tem-se b = h, n = 0 e, entdo, m > 0(m > n). E a desigualdade triangular junto com
m>0dizquea<b+m<e<a—-b<m(m=m-—0=m—n).
« Supondo a situagéo 2 (Figura[g),

Figura 8 — Visualizagdo dos dados da Proposi-
¢a@o([5.]para um tridngulo ABC acuténgulo em A

Fonte: Elaboragao dos autores.
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e usando o Teorema de Pitagoras nos triangulos ACH e HC' B, tem-se:

a2 = h? + m?
b = h% +n?
Do sistema acima, obtém-se:
a? — b =m?—n2 (1)
Por outro lado,
a>b>0=da>>b>0. (2)

De (1) e (@) segue que m* —n? > 0 = m > n, vistoque m > 0 e n > 0.

Também, lembrando que o comprimento da hipotenusa de um tridngulo retadngulo é maior
que o comprimento de seus catetos, tem-se:

a>m,b>n=a+b>m+n. (3)

Assim, de (1) e ) segue que: (a — b)(a +b) = (m +n)(m —n) = (m +n)(m —n) >
(a —b)(m+n) =m —n > a— b. Eisso finaliza a demonstracéo.

« Supondo a situagéo 3 (Figura[9),

Figura 9 — Visualizagdo dos dados da Proposicao para um tri-
angulo ABC obtusangulo em A

Fonte: Elaboragédo dos autores.

tem-se m > 0 > n (pois, por hipétese, m é positivo e n é negativo). E a desigualdade
triangular nos dizque a < b+ (m+n) < a—b < m+n. Alémdisso,n < 0em > 0
= m+n < m — n. Segue dessas duas desigualdades que a — b < m — n.
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6 PROBLEMA DE REGIOMONTANUS

Enunciado do problema: Dados trés numeros reais positivo z, y, z, com x < y, construir,

com régua e compasso, um triangulo ABC' como na Proposicao 5.1] tal que + = a — b, y =
2 2
Yy —x

m —n € z = h. Mais ainda, se = z o triangulo ABC tem angulo reto em A (como na

y? — 22

situacao 1), se < z o triangulo ABC tem angulo agudo em A (como na situagao 2), e
2 2
Yy —x

2

T

se > z o triangulo ABC' tem angulo obtuso em A (como na situacao 3).

Solucao: Passos da construgao.
1. Construa um segmento 'B de comprimento y;

2. Construa uma reta r paralela ao segmento F B e a distancia » da reta suporte s que contém
FB;

3. Construa a circunferéncia & de centro B e raio z;

4. Construa o ponto C' de intersecgdo da hipérbole s = (F, %) com a reta r, conforme
construcdo descrita na solugdo do Problema |, de tal forma que C seja o centro em r da
circunferéncia tangente exteriormente a Z;

5. Denote por H o pé da perpendicular tracada de C' a reta s;

6. Construa a circunferéncia . de centro C e raio C'F; Denote por A o outro ponto de inter-
secgao de s com .Z.

Afirmacao: O triangulo ABC satisfaz as condi¢cdes estabelecidas.

Justificativa: Precisamos verificar que:
a.r=a—-b=4d(B,C)—dA,C);

b.y =mseAéreto;y =m—n = d(B,H)—d(A H)se Aéagudo;ey = m —n =
d(B,H) + d(A, H) se A é obtuso.

Da construgdo realizada, C € 5 = (F, ) e, entdo, d(B,C) — d(F,C) = z = a — b. Além
disso, o ponto A foi construido satisfazendo d(A, C') = d(C, F'). Portanto, temos que a expressao
que se encontra em a. se verifica. Também da construgédo feita, temos d(A, H) = d(H, F),
d(B, F) =y e entdo:

1. Se H = F = A, umdos focos da hipérbole /¢, tém-se d(A, H) =n =0,y =m = d(B, H)
2 2

ez=b=d(C,F) = i Q_xx = z, pois C' € 7 e a projecao ortogonal de C sobre a reta
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2 .2
focal é I'. Neste caso, o angulo Z/BAC é reto vistoque b = z = Y 5 ' 2?4 2xb—1y? =

T
0 (z—b?—y*=22a®—y? =22

2. Se I esta entre B e H, tem-se d(B,H) — d(A,H) = d(B,F) +d(F,H) — d(A,H) =
d(B,F),d(A,H) =n (comn > 0), d(B, H) = m. Neste caso, o triangulo ABC construido
2 2

€ acutangulo em A e satisfaz

< z pois, utilizando o Teorema de Pitagoras nos

n a—b m+n x
triangulos CAH e CHB, segue que: a?> — m? = b? — n? & = & = =
m—n a+b Y
2 222
y+ n<:>ac2+2xb:y2+2yn<:>y :b—gn<z, umavezquen >0,y >ze

x+20 _ 2z x
vale a desigualdade triangular b < z + n.

2 .2
Figura 10 — Construgéo da solugao do problema de Regiomontanus se — <z

Fonte: Elaboracdo dos autores.

3. Se A estaentre H e B, tem-se d(B,H) + d(A,H) = d(B,H) + d(H,F) = d(B,F),
d(A,H) = —n (com n > 0), d(B,H) = m. Neste caso, o triangulo ABC construido

yz — 2
€ obtusangulo em A e satisfaz

> 2z, pois, novamente utilizando o Teorema de
2 2

Pitagoras nos triangulos CAH e CHB, segue, de forma analoga ao caso 2), que i 5 A
X

b— i > z, visto que n < 0, y > x e vale a desigualdade triangular z < b — n.
X
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y? — 2

T

Figura 11 — Construcao da solugédo do problema de Regiomontanus se >z

Fonte: Elaboracao dos autores.

Um exemplo. Considere o seguinte caso particular do Problema de Regiomontanus: = =1,
. 2 a? 15 A
y = 4 e z = 2. Esses dados satisfazem Y 5 g 5 > z, portanto o triangulo ABC' que

xz
soluciona o problema é obtusangulo em A (como na situagcédo 3). Veja o triangulo solugdo na

1 /31
Figura Neste caso especifico, fazendo os calculos, obtém-se: m = 2 + —\/1—5, -n =

2
1 /31 1 31 1 31
2- 4 a=—42 )/ eb=—2+2/Z.
V1 2= 2 45 ° 5 TV 15
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Figura 12 — Construgéo da solugao do problema de Regiomontanussex =1,y =4e z =2

0

d(C,H)=2=2

(O EEEEEEE TP EEY

d(F,B)=y=4
d(D,B)=x=1

Fonte: Elaboragéo dos autores.

7 CONSIDERAGOES FINAIS

Usando a inversao geométrica e uma hipérbole apresentamos, neste artigo, uma solugao
geométrica do Problema de Regiomontanus, Teorema 23 do Livro Il (Regiomontanus, 1967, p.
127-128), que difere substancialmente da solugao original. Outras possibilidades de aplicacdes
da inversdao geométrica estdo presentes nas solugcées dos seguintes problemas classicos de
Geometria Euclidiana Plana: Problema de Apolénio, Teorema de Ptolomeu, Propriedade de
tangéncia da Circunferéncia de Feuerbach relativa a um tridngulo com as quatro circunferéncias
tritangentes a esse tridngulo, Férmula de Euler que estabelece a relagdo entre os raios das
circunferéncias inscrita e circunscrita de um triangulo.
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