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Resumo: O objetivo deste trabalho Âe apresentar uma galeria de fractais gerados no GeoGebra usando o

conceito de semelhancËa, pr Âoprio da ÂAlgebra Linear, o qual consiste em uma composicËão de transformacËões

como a rotacËão, o deslocamento e a homotetia. São apresentadas construcËões iterativas classificadas em:

fractais pela Fronteira, por RemocËão, do tipo DÈurer e do tipo ÂArvore. São usadas as metodologias explo-

rat Âoria e explicativa, pois busca-se investigar e descobrir, por meio de exemplos visuais e iterativos, como as

semelhancËas junto com o software GeoGebra, reproduzem fractais. Como principal contribuicËão deste tra-

balho apresentamos quadros com os parâmetros matemÂaticos necessÂarios no algoritmo de construcËão para

reproduzir vinte e uma animacËões que podem ser usadas em sala de aula como uma aplicacËão de ÂAlgebra

Linear ou por qualquer leitor que aprecie a beleza da matemÂatica.

Palavras-chave: software educativo; construcËão iterativa e dinâmica; ÂAlgebra Linear.

Abstract: The aim of this paper is to present a gallery of fractals generated in GeoGebra using the concept
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anÂalise formal, conceituacËão, escrita ± revisão e edicËão, investigacËão e software. Contato: manolorh@unifesspa.edu.br.
3CurrÂıculo sucinto: Licenciado em MatemÂatica pela Universidade Federal do Sul e Sudeste do ParÂa, mestrando em EducacËão pela

Universidade Federal do Tocantins, licenciando em Pedagogia pela Universidade Pit Âagoras Unopar, licenciando em Letras Português±

Inglês pelo Centro Universit Âario UniFael. Professor de EducacËão BÂasica Municipal com atuacËão nos anos finais do Ensino Fundamental.

Assistente Administrativo da Secretaria Municipal de EducacËão de Santana do Araguaia, ParÂa. ContribuicË ão de autoria: escrita ±
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of similarity, inherent to Linear Algebra, which consists of a composition of transformations such as a rotation,

a translation and an homothety. Iterative constructions classified as fractals by Border, by Removal, of the

DÈurer type, and of the Tree type are presented. Exploratory and explanatory methodologies are used because

the aim is to investigate and discover through visual and iterative examples, how the similarities along with

the GeoGebra software, reproduce fractals. As the main contribution of this work, we present tables with the

mathematical parameters required in the construction algorithm to reproduce twenty-one animations that can

be used in the classroom as an application of Linear Algebra or by any curious reader who appreciates the

beauty of mathematics.

Keywords: educational software; iterative and dynamic construction; Linear Algebra.

Resumen: El objetivo de este trabajo es presentar una galerÂıa de fractales en el GeoGebra utilizando con-

ceptos de ÂAlgebra Lineal, como rotaci Âon, translaci Âon y homotecia. Se presentan construcciones iterativas

clasificadas en cuatro categorias: fractales por Frontera, por Remoci Âon, Tipo DÈurer y Tipo ÂArbol. Se emplean

las metodologias exploratoria y explicativa para investigar y descubrir mediante ejemplos visuales e interac-

tivos, cÂomo las transformaciones del ÂAlgebra Lineal y el GeoGebra, reproduzen fractales. La contribuci Âon

principal de este trabajo es la presentaci Âon de cuadros con parÂametros matemÂaticos necesarios para que

el algoritmo de construci Âon reproduzca veintiuna animaciones. Estas pueden ser utilizadas en el aula como

aplicaci Âon de ÂAlgebra Lineal o por lectores interesados en la belleza de la matemÂatica.

Palabras clave: software educacional; construcci Âon dinÂamica e iterativa; Algebra Lineal.

Data de submissão: 12 de junho de 2024.

Data de aprovacË ão: 27 de outubro de 2024.

1 IntroducË ão

O objetivo deste trabalho Âe apresentar aplicacËões prÂaticas de conceitos de ÂAlgebra Linear,

mais especificamente, uma das vinte e uma propostas no livro ÂAlgebra Linear com AplicacËões (An-

ton; Rorres, 2012). Utilizamos o ambiente do software GeoGebra e seus comandos Sequência,

Lista, Homotetia, Transladar, Girar e Controle Deslizante para criar animacËões de frac-

tais. O processo de construcËão Âe explicado passo a passo, com foco nos conceitos matemÂaticos

subjacentes, visando auxiliar professores do Ensino Superior em sua prÂatica docente.

Apresentamos a construcËão de fractais usando funcËões iterativas, abordando quatro cate-

gorias: fractais pela Fronteira, por RemocËão, do tipo DÈurer e do tipo ÂArvore. Nessas abordagens
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dinâmicas, acessÂıveis atravÂes de links externos para pÂaginas do GeoGebra, os leitores podem alte-

rar os passos de construcËão dos fractais e apreciar a auto-semelhancËa que os caracteriza.

No caso dos fractais do tipo DÈurer, o leitor pode escolher polÂıgonos de três a doze lados, ob-

servando que, à medida que o nÂumero de lados aumenta, o fractal mantÂem sua forma caracterÂıstica.

TambÂem introduzimos o conceito de fractais do tipo ÂArvore, incluindo a ÂArvore PitagÂorica e um fractal

tipo ÂArvore aplic Âavel a qualquer tipo de triângulo, contribuindo assim, com uma abordagem original.

Na FundamentacËão TeÂorica apresentamos alguns trabalhos com essa temÂatica, assim como

conceitos de ÂAlgebra Linear relevantes nesta atividade. Na secËão Metodologia descrevemos como

são usadas as metodologias explorat Âoria e explicativa nesta proposta. Na secËão de Resultados e

Discussões descrevemos o Algoritmo 1 e um exemplo de como usÂa-lo com os parâmetros descritos

nos quadros para construir os fractais; o exemplo usado Âe o fractal a curva de Koch. TambÂem

apresentamos uma galeria de vinte e uma construcËões juntamente com os links externos para a

plataforma GeoGebra. Finalmente, expomos as conclusões deste trabalho.

2 FundamentacË ão Te Âorica

O software GeoGebra tem sido utilizado em pesquisas relacionadas a fractais; veja por exem-

plo o trabalho de Friske e Mathias (2015) onde são construÂıdos os fractais do tipo DÈurer de maneira

simples e de f Âacil compreensão. Pereira e Borges (2017) realizam uma categorizacËão de trabalhos

acadêmicos brasileiros em peri Âodicos online, desde 2007 atÂe 2016, que tinham os fractais como ob-

jeto de estudo, resultando em cinco categorias, sendo a primeira delas o ensino de geometrias não

euclidianas por meio de softwares educacionais. Nessa categoria, são apresentados cinco trabalhos

que utilizam o GeoGebra como ferramenta que enaltece o ensino e a aprendizagem por meio de ge-

ometria dinâmica, pois proporciona ao discente vantagens como: melhor visualizacËão, construcËão

e manipulacËão de figuras de forma mais precisa e rÂapida, maior facilidade na generalizacËão de

f Âormulas e conceitos, entre outros.

Em trabalhos mais recentes, como por exemplo em Barbosa e Silva (2019), os autores ex-

ploraram o pensamento computacional em estudantes de matemÂatica que criaram fractais por meio

desse software. J Âa em Santos e Coutinho, foi realizado um mapeamento sobre o estado da arte para

compreender como a Geometria Fractal est Âa sendo inserida no ensino de matemÂatica. Esse traba-

lho destaca nove artigos, apresentando qual fractal Âe explorado em cada um deles (veja o Quadro

CASTRO, Cecilia Orellana; HEREDIA, Manolo Rodriguez; SOUZA, Ruan Lion Costa de. ConstrucËão de fractais

no GeoGebra: uma aplicacËão da ÂAlgebra Linear. REMAT: Revista Eletrônica da MatemÂatica, Bento GoncËalves,
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1). Observamos que o Triângulo de Sierpinsky Âe o fractal mais explorado e que nenhum desses ar-

tigos apresenta uma quantidade significativa de construcËões que se compare com a proposta deste

trabalho.

Quadro 1 ± RelacËão de fractais e os respectivos trabalhos

Fractais Trabalhos

ÂArvore PitagÂorica Rezende et al. (2018a)

Cartão Fractal Degraus Centrais Fadin e Tortola (2019)

Conjunto de Cantor Paula e Souza (2017) e Ferreira e Julio (2019)

Curva de Koch Paula e Souza (2017)

Esponja de Menger Paixão, AraÂujo e Nascimento (2019)

Flocos de Neve Ferreira e Julio (2019)

HexÂagono de DÈurer Rezende et al. (2018b) e Moran e Rezende (2020)

Tapete de Sierpinski AraÂujo e Marins (2019)

Triângulo de Sierpinski

Paula e Souza (2017), Ferreira e Julio (2019),

Barbosa e Silva (2019)

e Paixão, AraÂujo e Nascimento (2019)

Fonte: Adaptado de Santos e Coutinho (2022, p. 12567).

Exploramos a construcËão de vinte e um fractais usando o conceitos de ÂAlgebra Linear. Inicia-

mos apresentando a classificacËão desses fractais e, posteriormente, alguns conceitos matemÂaticos

que serão usados no GeoGebra para a construcËão dos mesmos. Segundo Barbosa (2007) e Rabay

(2013), os fractais por funcËões iteradas se classificam como segue. Fractais pela Fronteira: são

definidos pela substituicËão de uma parte especÂıfica pelo seu gerador, resultando em um aumento

do seu comprimento. Exemplos conhecidos incluem a curva de Peano, a curva de Koch e a curva

do Dragão ou de Herter-Heighway. Fractais por RemocËão: nesse tipo de fractal, partes do objeto

são removidas de forma iterativa, conforme o prÂoprio nome sugere. Alguns exemplos not Âaveis são

o Conjunto de Cantor, o Triângulo de Sierpinski, o Tapete de Sierpinski, a Esponja de Menger e a

Pirâmide de Sierpinski. Fractais do Tipo DÈurer: são construÂıdos com base em polÂıgonos regula-

res e, a cada iteracËão, polÂıgonos menores com o mesmo nÂumero de lados são adicionados a cada

vÂertice do polÂıgono. Fractais do Tipo ÂArvore: são gerados por funcËões iterativas semelhantes a

ramificacËões de Âarvores. A sua construcËão parte de um segmento vertical ou um quadrado (que

serÂa o tronco), e a partir deles teremos ângulos de bifurcacËão onde o tronco se ramificarÂa gerando,

a partir de um fator de homotetia, novos galhos.
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A seguir, apresentamos alguns conceitos e teoremas matemÂaticos necessÂarios para a construcËão

dos fractais que podem ser encontrados em Anton e Rorres (2012).

DefinicË ão 2.1. (Homotetia em R
2). Considere s ∈ R, o operador T : R2 → R

2 tal que (x, y) 7→ s(x, y)

Âe chamado homotetia de razão s. Em particular, se 0 < s < 1, T Âe uma contracËão, se s > 1, T Âe uma

dilatacËão.

DefinicË ão 2.2. (RotacËão em R
2). Seja θ ∈ R, o operador T : R

2 → R
2 definido por: (x, y) 7→

(x cos(θ)− y sin(θ), x sin(θ) + y cos(θ)), Âe chamado rotacËão de ângulo θ.

DefinicË ão 2.3. (TranslacËão em R
2). Dado (c, d) ∈ R

2, a aplicacËão afim T : R
2 → R

2, dada por

(x, y) 7→ (x, y) + (c, d), Âe uma translacËão na direcËão do vetor (c, d).

A transformacËão que resulta da composicËão de uma homotetia, uma rotacËão e uma translacËão

Âe chamada semelhancËa. Assim, temos a seguinte definicËão.

DefinicË ão 2.4. (SemelhancËa em R
2). Uma semelhancËa com fator de escala s ∈ R, Âe uma transfor-

macËão T : R2 → R
2, dada por (x, y) 7→ s(x cos(θ)− y sin(θ), x sin(θ) + y cos(θ)) + (c, d).

As semelhancËas que usamos neste trabalho, são as semelhancËas contrativas, isto Âe, consi-

deramos 0 < s < 1.

DefinicË ão 2.5. (Conjuntos congruentes). Dois conjuntos são ditos congruentes se pudermos fazê-

los coincidir exatamente ao sobrepor usando translacËões, rotacËões e reflexões.

DefinicË ão 2.6. (Conjunto compacto em R
n). Um conjunto M ∈ R

n Âe dito compacto se Âe fechado e

limitado.

DefinicË ão 2.7. (Conjunto autossimilar). Um conjunto compacto M Âe dito autossimilar se pode ser

descrito da forma:

M = M1 ∪M2 ∪ · · · ∪Mp,

onde M1,M2, . . . ,Mp são conjuntos não sobrepostos, cada um dos quais Âe congruente a uma

contracËão de M pelo mesmo fator s.

Teorema 2.8. Se T1, T2, . . . , Tk são semelhancËas contrativas da mesma razão, então existe um Âunico

conjunto não vazio compacto U do plano euclidiano tal que:

U = T1(U) ∪ T2(U) ∪ T3(U) ∪ . . . ∪ Tk(U).

AlÂem disso, se os conjuntos Ti(U) são não sobrepostos, para i = 1, 2, . . . , k, então U Âe autossimilar.
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Na Figura 1, observamos um conjunto autossimilar U que resulta da união não sobreposta de

8 imagens de semelhancËas Ti, i = 1, . . . , 8, sendo o fator de contracËão s = 1

3
e o ângulo de rotacËão

θ = 0, para todas as semelhancËas.

Figura 1 ± Conjunto autossimilar U = T1(U) ∪ . . . ∪ T8(U)

Fonte: Elaborada pelos autores, 2024

3 Metodologia

Esta pesquisa quanto aos objetivos Âe explorat Âoria pois pretende-se investigar e descobrir, por

meio de exemplos visuais e iterativos, como as transformacËões lineares e afins, junto com o software

GeoGebra, reproduzem fractais.

Podemos tambÂem classificar esta pesquisa como sendo explicativa usando o mÂetodo ex-

perimental pois Andrade (2010, p. 113) afirma que ªo que caracteriza a pesquisa experimental Âe

a manipulacËão e o controle das vari Âaveis, com o objetivo de identificar qual a vari Âavel indepen-

dente que determina a causa da vari Âavel dependente ou do fenômeno em estudo”. Para cada

fractal apresentado neste trabalho, explicaremos detalhadamente o processo de construcËão descre-

vendo os parâmetros matemÂaticos necessÂarios, as transformacËões aplicadas e como iterar essas

transformacËões no GeoGebra para obter o fractal desejado.

4 Resultados e Discussões

Este trabalho tem como principal contribuicËão fornecer os parâmetros necessÂarios que serão

utilizados no Algoritmo 1 implementado no software GeoGebra para gerar vinte e um fractais por

funcËões iteradas. Embora existam outros algoritmos, como o Algoritmo de Monte Carlo, neste traba-
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lho usamos somente o algoritmo apresentado a seguir, que Âe o foco deste trabalho e est Âa disponÂıvel

em Anton e Rorres (2012, p. 635).

Algoritmo 1: Algoritmo que gera fractais iterativos com semelhancËas contrativas

Entrada: SemelhancËas contrativas Ti com fatores de contracËão si; ângulo de rotacËão θi;

vetores de deslocamento de coordenadas (ci, di), para i = 1, . . . , k.

NÂumero de iteracËões: m.

SaÂıda: Um tal que limm−>∞ Um = U , sendo U o fractal desejado.

1 inÂıcio

2 Escolha um conjunto não vazio, fechado e limitado U0 no plano R
2;

3 j = 0

4 enquanto j < m facËa

5 Calcule Uj+1 = T1(Uj) ∪ T2(Uj) ∪ . . . ∪ Tk(Uj)

6 j = j + 1

Fonte: Anton e Rorres (2012, p. 635).

4.1 Construindo o fractal: Curva de Koch

Para entender como usar o Algoritmo 1 com as ferramentas matemÂaticas e computacionais

do GeoGebra, consideremos o exemplo do fractal Curva de Koch. Os parâmetros usados para a

construcËão deste fractal encontram-se no Quadro 2.

De acordo com a DefinicËão 2.4 e os dados do Quadro 2, observamos que para construir a

Curva de Koch são necessÂarias quatro semelhancËas T1, T2, T3 e T4, definidas por:

T1(x, y) =
1

3
(x cos 0◦ − y sin 0◦, x sin 0◦ + y cos 0◦) + (0, 0),

T2(x, y) =

√
5

6
(x cos 63, 4◦ − y sin 63, 4◦, x sin 63, 4◦ + y cos 63, 4◦) + (1, 0),

T3(x, y) =

√
5

6
(x cos 63, 4◦ + y sin 63, 4◦,−x sin 63, 4◦ + y cos 63, 4◦) + (

3

2
, 1),

T4(x, y) =
1

3
(x cos 0◦ − y sin 0◦, x sin 0◦ + y cos 0◦) + (2, 0).

Todos os dados de Entrada do Algoritmo 1 são dados no Quadro 2, com excecËão do ªNÂumero

de iteracËões: m”. Fazendo testes computacionais escolhemos m = 5, pois para valores maiores o

fractal gerado apresenta mudancËas imperceptÂıveis. Embora teoricamente os fractais sejam gerados

de maneira infinita, os recursos de memÂoria e processador do computador são finitos.
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Quadro 2 ± Parâmetros para reproduzir fractais pela Fronteira

Fractal

Në de

seme-

lhancËas

Fator de

ContracË ão

Ângulos

de rotacË ão

Vetores de

deslocamento

Curva de Koch 4
s1 = s4 =

1

3

s2 = s3 =
√
5

6

θ1 = 0◦, θ2 = 63, 4◦

θ3 = −θ2, θ4 = 0◦

v1 = (0, 0), v2 = (1, 0)

v3 = (3/2 , 1), v4 = (2, 0)

Curva de Peano 9

si =
1

3

para

i = 1, . . . , 9

θi = 0◦ para

i = 1, 3, 5, 6, 8

θj = 90◦

para j = 2, 4

θk = −90◦

para k = 7, 9

v1 = (0, 0), v3 = (1, 1)

vi = (1, 0)

para i = 2, 5, 7

vj = (2, 0)

para j = 4, 6, 9

v8 = (1,−1)

Curva do Dragão 2 s1 = s2 =
1√
2

θ1 = −45◦, θ2 = 225◦ v1 = (0, 0), v2 = (4, 0)

Fonte: ElaboracËão dos autores (2024).

Na linha 2 do Algoritmo 1, U0 Âe um segmento de reta com pontos extremos A = (0, 0) e

B = (3, 0). O comando que gera U0 Âe: Segmento(A,B) (veja a Figura 2). Por motivos est Âeticos, os

nomes dos pontos A e B são apagados e U0 fica de cor vermelha. O comprimento Âe 3 apenas por

simplicidade, pois precisaremos dividir esse segmento em três partes iguais nos seguintes passos.

Quando j = 0, entramos pela primeira vez na condicËão enquanto da linha 4 do Algoritmo

1. Para obter U1 = T1(U0) ∪ T2(U0) ∪ T3(U0) ∪ T4(U0) realizamos o seguinte trabalho no GeoGebra:

definimos os vetores v1 = (0, 0), v2 = (1, 0), v3 = (3/2, 1) e v4 = (2, 0), e com eles criamos a lista

LV = {v1, v2, v3, v4}. Definimos os ângulos de rotacËão θ1 = 0◦, θ2 = 63, 4◦, θ3 = −63, 4◦ e θ4 = 0◦,

e com eles criamos uma lista chamada LA = {θ1, θ2, θ3, θ4}. Definimos os fatores de contracËão

s1 = 1/3, s2 = s3 =
√
5/6 e s4 = 1/3, com eles criamos uma lista chamada LH = {s1, s2, s3, s4}.

Para construir uma semelhancËa no GeoGebra usamos os comandos: Transladar, Homotetia

e Girar, para aplicar um deslocamento, uma homotetia e uma rotacËão, respectivamente. Ora, como

se trata de quatro semelhancËas a serem aplicadas em U0, em lugar de fazer separadamente, usamos

o comando Sequência, o qual varia de um atÂe quatro, isto Âe, o nÂumero de semelhancËas necessÂarias

para construir a Curva de Koch. O comando Sequência do GeoGebra tem a seguinte estrutura:

Sequência(<Express~ao>,<Vari Âavel >, <Valor Inicial >,<Valor Final >,<Incremento>)
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Assim, U1 Âe obtido digitando a seguinte instrucËão no Campo de Entrada do GeoGebra:

U1 = Sequência(Transladar(Girar(Homotetia(U0, LH(i)), LA(i)), LV (i)), i, 1, 4, 1). (1)

Na Figura 3, podemos observar como ficou U1 na Janela de visualizacËão do GeoGebra.

Na linha 6 do Algoritmo 1, j = 0 + 1 = 1, como a condicËão j < m Âe satisfeita, entramos

novamente no ciclo enquanto. U2 Âe obtido com a instrucËão no Campo de Entrada do GeoGebra:

U2 = Sequência(Transladar(Girar(Homotetia(U1, LH(i)), LA(i)), LV (i)), i, 1, 4, 1), (2)

onde U1 Âe dado na instrucËão (1). A Figura 4, representa U2 na Janela de visualizacËão do GeoGebra.

Voltando à linha 6 do Algoritmo 1, j = 1+1 = 2, como a condicËão j < m ainda Âe satisfeita, entramos

novamente no ciclo enquanto. U3 Âe obtido digitando a seguinte instrucËão no Campo de Entrada do

GeoGebra:

U3 = Sequência(Transladar(Girar(Homotetia(U2, LH(i)), LA(i)), LV (i)), i, 1, 4, 1), (3)

onde U2 Âe dado na instrucËão (2). Na Figura 5, apresentamos U3. Novamente, voltando à linha 6 do

Algoritmo 1, j = 2 + 1 = 3, como a condicËão j < m ainda Âe satisfeita, entramos novamente no ciclo

enquanto. U4 Âe obtido digitando a seguinte instrucËão no Campo de Entrada do GeoGebra:

U4 = Sequência(Transladar(Girar(Homotetia(U3, LH(i)), LA(i)), LV (i)), i, 1, 4, 1), (4)

onde U3 Âe dado na instrucËão (3). Na Figura 6, apresentamos U4 na Janela de visualizacËão.

Finalmente, voltando à linha 6 do Algoritmo 1, observamos que para j = 3+1 = 4, a condicËão

j < m = 5 Âe satisfeita, entramos no ciclo enquanto por Âultima vez. U5 Âe obtido com:

U5 = Sequência(Transladar(Girar(Homotetia(U4, LH(i)), LA(i)), LV (i)), i, 1, 4, 1), (5)

onde U4 Âe obtido por (4). Na Figura 7, apresentamos U5 na Janela de visualizacËão.
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Figura 2 ± U0 do Fractal a Curva de Koch

Fonte: ElaboracËão dos autores (2024).

Figura 3 ± U1 do Fractal a Curva de Koch

Fonte: ElaboracËão dos autores (2024).

Figura 4 ± U2 do Fractal a Curva de Koch

Fonte: ElaboracËão dos autores (2024).

Figura 5 ± U3 do Fractal a Curva de Koch

Fonte: ElaboracËão dos autores (2024).

Figura 6 ± U4 do Fractal a Curva de Koch

Fonte: ElaboracËão dos autores (2024).

Figura 7 ± U5 do Fractal a Curva de Koch

Fonte: ElaboracËão dos autores (2024).

A construcËão do fractal pode ser repetida diversas vezes, no entanto, as mudancËas são im-

perceptÂıveis devido ao tamanho reduzido dos segmentos. Utilizamos o comando Controle deslizante
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que chamamos de ªPassos”, para exibir cada figura Uj+1, com j = 0, . . . , 4. Isso permite uma

construcËão progressiva e controlada do fractal.

Ressaltamos que no Quadro 2, al Âem de apresentar a Curva de Koch, tambÂem apresenta-

mos os parâmetros para construir a curva de Peano e a curva do Dragão; esses três fractais são

classificados pelo Tipo Fronteira.

No Quadro 3, apresentamos os parâmetros que permitem a construcËão dos fractais do Tipo

DÈurer para qualquer polÂıgono regular de n lados. No enlace externo do GeoGebra Fractais do Tipo

DÈurer, trabalhamos com polÂıgonos regulares com n = 3, . . . , 12, visto que para n ≥ 13, o processador

do computador teve muitas dificuldades para gerar a construcËão do fractal. O usuÂario tem a opcËão

de digitar o nÂumero de lados do polÂıgono, assim como acompanhar a construcËão desde dez fractais

(pois n varia de três at Âe doze), usando o Controle deslizante chamado de ªPassos”.

Quadro 3 ± Parâmetros para reproduzir fractais do tipo DÈurer para polÂıgonos de n lados

Fractal

Në de

seme-

lhancËas

Fator de

ContracË ão

Ângulos

de rotacË ão

Vetores de

deslocamento

Tipo DÈurer n

si =
1

r
para todo

i = 1, . . . , n

sendo

r = 1 +
sin

(

360
◦

n

2j+1

2

)

sin( 180◦

n )

onde j = ⌊n, 4⌋

θi = 0◦

para todo

i = 1, . . . , n

vi = (ci, di), onde

ci = (1− s) cos
(

360◦i
n

)

di = (1− s) sin
(

360◦i
n

)

para todo

i = 1, . . . , n

Fonte: ElaboracËão dos autores (2024).

No Quadro 4, apresentamos os parâmetros para a construcËão de alguns fractais do Tipo

ÂArvore. O primeiro deles Âe chamado de ÂArvore Simples, pois o caule e os galhos são segmentos

de reta. O fator de contracËão s, isto Âe, a proporcionalidade entre dois galhos consecutivos, pode ser

escolhida pelo usuÂario, assim como ele tambÂem pode decidir qual serÂa a abertura entre dois galhos

no mesmo nÂıvel (veja o ângulo β tanto no Quadro 4 como na construcËão deste fractal no GeoGebra).

Destacamos tambÂem que os ângulos usados nas semelhancËas, dependem do ângulo β.

O segundo fractal do Quadro 4 Âe o fractal ÂArvore PitagÂorica, os fatores de contracËão s1 e s2,

dependem dos comprimentos dos catetos e a hipotenusa do triângulo retângulo inicial (veja a Figura
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8). Observe tambÂem, no Quadro 4, que tanto os comprimentos d1, d2, d3, os ângulos θ1 e θ2 e os

vetores de deslocamento v1 e v2 estão dados em termos dos vÂertices do triângulo inicial.

Quadro 4 ± Parâmetros para reproduzir os fractais do Tipo ÂArvore

Fractal
Në de

sem.

Fator de

contracË ão

Ângulos

de rotacË ão

Vetores de

deslocamento

ÂArvore

Simples
2 0 < s < 1

θ1 = −β
2
, θ2 =

β
2

onde β Âe o ângulo

formado por galhos

do mesmo nÂıvel

v1 = (0, h), v2 = (0, h)

sendo h a altura do

galho inicial escolhido

ÂArvore

PitagÂorica
2

s1 =
d1
d3

, s2 =
d2
d3

ver a Figura 8

θ1 = −BĈA

θ2 = CÂB

ver a Figura 8

v1 =
−→
AE, v2 =

−→
AJ

ver a Figura 8

ÂArvore gerada

a partir de

um triângulo

arbitr Âario

2
s1 =

d1
d3

, s2 =
d2
d3

ver a Figura 9

θ1 = −BĈA

θ2 = CÂB

ver a Figura 9

v1 =
−→
AE, v2 =

−→
AJ

ver a Figura 9

Fonte: ElaboracËão dos autores (2024).

Figura 8 ± Distâncias d1, d2, d3 usa-

das na construcËão do fractal ÂArvore Pi-

tagÂorica

Fonte: ElaboracËão dos autores (2024).

Figura 9 ± Distâncias d1, d2, d3 usadas

na construcËão do fractal ÂArvore a partir

de qualquer triângulo

Fonte: ElaboracËão dos autores (2024).

O terceiro fractal, chamado de ÂArvore gerada a partir de um triângulo arbitr Âario, Âe uma

construcËão original com o intuito de generalizar o fractal ÂArvore PitagÂorica. Percebemos na construcËão
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dos parâmetros do fractal ÂArvore PitagÂorica que não foi usado o fato do triângulo ser retângulo, logo,

como pode se ver no Quadro 4 e na Figura 9, os parâmetros para a construcËão são obtidos da

mesma maneira.

No Quadro 5, apresentamos cinco fractais do Tipo RemocËão. O primeiro deles, o Conjunto

de Cantor, que Âe desenvolvido a partir de um segmento inicial de comprimento um, dividido em três

partes iguais e removendo a parte do meio. No plano, são desenvolvidos o triângulo e o tapete

de Sierpinsky, j Âa no espacËo, são desenvolvidos os fractais Tetraedro de Sierpinsky e Esponja de

Menger. Ressaltamos que em todos eles, os ângulos de rotacËão são todos nulos.
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Quadro 5 ± Parâmetros para reproduzir fractais do Tipo RemocËão

Fractal
Në de

sem.

Fator de

ContracË ão

Ângulos

de rotacË ão

Vetores de

deslocamento

Conjunto

de Cantor
2

s1 =
1

3
, s2 =

1

3
θ1 = 0◦, θ2 = 0◦ v1 = (0, 0), v2 = (2

3
, 0)

Triângulo de

Sierpinsky
3

si =
1

2

para

i = 1, 2, 3

θi = 0◦

para

i = 1, 2, 3

v1 = (0, 0), Os vetores v2 e v3,

são os pontos mÂedios dos lados do

triângulo inicial, ver a Figura 18.

Tetraedro de

Sierpinski
4

si =
1

2

para todo

i = 1, 2, 3, 4

θi = 0◦

para todo

i = 1, 2, 3, 4

v1 = (0, 0, 0), v2 = (0, 1
2
, 0)

v3 = (−9

20
, 1
4
, 0), v4 = (−3

20
, 13
50
, 41

100
)

Tapete de

Sierpinski
8

si =
1

3

para todo

i = 1, . . . , 8

θi = 0◦

para todo

i = 1, . . . , 8

v1 = (0, 0), v2 = (1
3
, 0)

v3 = (2
3
, 0), v4 = (0, 1

3
)

v5 = (2
3
, 1
3
), v6 = (0, 2

3
)

v7 = (1
3
, 2
3
), v8 = (2

3
, 2
3
)

Esponja

de

Menger

20

si =
1

3

para todo

i = 1, . . . , 20

θi = 0◦

para todo

i = 1, . . . , 20

v1 = (1, 0, 0), v2 = (1, 1
3
, 0), v3 = (1, 2

3
, 0),

v4 = (1, 0, 1
3
), v5 = (1, 2

3
, 1
3
), v6 = (1, 0, 2

3
),

v7 = (1, 1
3
, 2
3
), v8 = (1, 2

3
, 2
3
) v9 = (2

3
, 0, 0),

v10 = (2
3
, 2
3
, 0), v11 = (2

3
, 0, 2

3
)

v12 = (2
3
, 2
3
, 2
3
), v13 = (1

3
, 0, 0),

v14 = (1
3
, 1
3
, 0), v15 = (1

3
, 2
3
, 0),

v16 = (1
3
, 0, 1

3
), v17 = (1

3
, 2
3
, 1
3
),

v18 = (1
3
, 0, 2

3
), v19 = (1

3
, 1
3
, 2
3
),

v20 = (1
3
, 2
3
, 2
3
)

Fonte: ElaboracËão dos autores (2024).

Embora todas as construcËões de fractais realizadas neste trabalho possam ser acessas por

meio dos hiperlinks do GeoGebra dados no Quadro 6 (secËão 5), apresentamos a seguir uma galeria

de imagens do est Âagio inicial e final de cada construcËão.
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4.2 Galeria de imagens de fractais

Figura 10 ± Na esquerda, o conjunto inicial U0 da Curva de Koch no qual são aplicadas as quatro

semelhancËas do Quadro 2. Na direita, o fractal Curva de Koch U5 depois de cinco iteracËões.

Fonte: ElaboracËão dos autores (2024).

Figura 11 ± Na esquerda, o objeto inicial U0 da Curva de Peano no qual são aplicadas as nove semelhancËas

do Quadro 2. Na direita, o fractal Curva de Peano U4 depois de quatro iteracËões.

Fonte: ElaboracËão dos autores (2024).

Figura 12 ± Na esquerda, o conjunto inicial U0 da Curva do Dragão no qual são aplicadas as duas

semelhancËas do Quadro 2. Na direita, o fractal Curva do Dragão U10 depois de dez iteracËões.

Fonte: ElaboracËão dos autores (2024).
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Figura 13 ± Na esquerda, o polÂıgono inicial U0 do fractal do Tipo DÈurer de doze lados, nele são aplicadas as

doze semelhancËas do Quadro 3. Na direita, o fractal U4 obtido depois de quatro iteracËões.

Fonte: ElaboracËão dos autores (2024).

Figura 14 ± Na esquerda, o segmento inicial U0 do fractal ÂArvore Simples, nele são aplicadas as duas

semelhancËas do Quadro 4. Na direita, o fractal U6 obtido depois de seis iteracËões.

Fonte: ElaboracËão dos autores (2024).

Figura 15 ± Na esquerda, o conjunto inicial U0 do fractal ÂArvore PitagÂorica, nele são aplicadas as duas

semelhancËas do Quadro 4. Na direita, o fractal U4 obtido depois de quatro iteracËões.

Fonte: ElaboracËão dos autores (2024).
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Figura 16 ± Na esquerda, o conjunto inicial U0 do fractal ÂArvore para qualquer tipo de triângulo, nele são

aplicadas as duas semelhancËas do Quadro 4. Na direita, o fractal U5 obtido depois de cinco iteracËões.

Fonte: ElaboracËão dos autores (2024).

Figura 17 ± Na esquerda, o segmento inicial U0 do fractal Conjunto de Cantor, nele são aplicadas as duas

semelhancËas do Quadro 5. Na direita, o fractal U5 obtido depois de cinco iteracËões.

Fonte: ElaboracËão dos autores (2024).

Figura 18 ± Na esquerda, o triângulo inicial U0, nele são aplicadas as três semelhancËas do Quadro 5. Na

direita, o fractal U6 obtido depois de seis iteracËões.

Fonte: ElaboracËão dos autores (2024).
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Figura 19 ± Na esquerda, o quadrado inicial U0 do fractal, nele são aplicadas as oito semelhancËas do Quadro

5. Na direita, o fractal U4 obtido depois de quatro iteracËões.

Fonte: ElaboracËão dos autores (2024).

Figura 20 ± Na esquerda, o tetraedro inicial U0, nele são aplicadas as quatro semelhancËas do Quadro 5. Na

direita, o fractal Tetraedro de Sierpinski U3 obtido depois de três iteracËões.

Fonte: ElaboracËão dos autores (2024).

Figura 21 ± Na esquerda, o cubo inicial U0, nele são aplicadas as vinte semelhancËas do Quadro 5. Na direita,

o fractal Esponja de Menger U2 obtido depois de duas iteracËões.

Fonte: ElaboracËão dos autores (2024).
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Ressaltamos que nos fractais tridimensionais, isto Âe, a Esponja de Menger e o Tetraedro

de Sierpinski, o nÂumero de iteracËões ou passos do Algoritmo 1 foram dois e três, respectivamente,

devido ao fato de que o processador e a memÂoria do computador não suportaram mais iteracËões.

5 Conclusões

Este trabalho de carÂater experimental, apresenta os insumos, o equipamento e os produtos

oriundos desta pesquisa, para serem usados e reproduzidos por estudantes, professores e entusi-

astas da matemÂatica (veja o Quadro 6).

Quadro 6 ± Dados desta pesquisa experimental

Insumos Equipamento Produtos (fractais)

Parâmetros

dados nos

Quadros

2, 3, 4 e 5

Algoritmo 1

Curva de Koch, Curva de Peano, Curva do Dragão,

Tipo DÈurer,

ÂArvore Simples, ÂArvore PitagÂorica,

ÂArvore gerada a partir de um triângulo arbitr Âario,

Conjunto de Cantor, Triângulo de Sierpinski,

Tapete de Sierpinski, Tetraedro de Sierpinski,

Esponja de Menger.

Fonte: ElaboracËão dos autores (2024).

Usamos o fractal Curva de Koch como exemplo de uso do Algoritmo 1 junto com os dados

do Quadro 2 (veja a subsecËão 4.1, onde são descritas todas as linhas do algoritmo implementado

no GeoGebra). Os fractais trabalhados são categorizados em quatro tipos: Fronteira (Quadro 2,

contendo os parâmetros de três fractais: Curva de Koch, Curva de Peano e Curva do Dragão),

Tipo DÈurer (Quadro 3, contendo os parâmetros de dez fractais com polÂıgonos regulares de três

a doze lados), Tipo ÂArvore (Quadro 4, contendo os parâmetros de três fractais: ÂArvore Simples,

ÂArvore PitagÂorica e ÂArvore gerada a partir de qualquer triângulo) e RemocËão (Quadro 5, contendo

os parâmetros de cinco fractais: Conjunto de Cantor, Triângulo de Sierpinski, Tapete de Sierpinski,

Tetraedro de Sierpinski e Esponja de Menger).

Os resultados ou produtos de nossa pesquisa podem ser acessos por meio dos enlaces

externos à plataforma GeoGebra que se encontram no Quadro 6, onde Âe possÂıvel manipular dina-
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micamente cada etapa da construcËão. TambÂem podem ser encontrados na subsecËão ªGaleria de

Fractais” (4.2). Acreditamos que este trabalho pode contribuir na compreensão dos conceitos da dis-

ciplina de ÂAlgebra Linear, muitas vezes considerada pelos estudantes abstrata ou pouco aplic Âavel.
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ENCONTRO NACIONAL DE EDUCACË ÃO MATEM ÂATICA, 13., 2019, CuiabÂa. Anais [. . .]. CuiabÂa:

UFMT, 2019.

FRISKE, AndrÂeia Luisa; MATHIAS, Carmen Vieira. Fractais do tipo DÈurer e GeoGebra: uma

aplicacËão para as TransformacËões Lineares. REMAT: Revista Eletrônica da MatemÂatica, Bento
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