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Resumo: A Geometria de Distancias consiste em uma forma diferente de estudar analiticamente a ge-
ometria: explora um espago métrico a partir de informacdes de distancias entre pontos e ndo de suas
coordenadas. Mesmo recente, ja apresenta contribuicoes relevantes na Matematica e na Computagéo,
com diversas aplicagbes em Robética, Cinematica Inversa, Protedmica, Engenharias, dentre outras. En-
tretanto, tal abordagem ainda nado é apresentada pelos docentes no ensino basico de matematica, os
quais geralmente abordam conteldos de maneiras tradicionais, pouco conectadas com a realidade do
aluno e com as inovagbes com as quais temos extenso contato. Este trabalho investiga a viabilidade de
incluir problemas de Geometria de Distancias no curriculo, modernizando o ensino basico de Mateméatica
a partir de novas perspectivas que promovem a resolu¢do de problemas e integram tecnologias no de-
senvolvimento das habilidades previstas na Base Nacional Comum Curricular (BNCC). Baseado em um
estudo de caso com atividades realizadas na escola Feliciano Pires, em Brusque, Santa Catarina, o tra-
balho sugere atividades que podem enriquecer a pratica docente e beneficiar o aprendizado dos alunos
sob essa nova perspectiva.

Palavras-chave: Geometria de Distancias; Ensino Médio; BNCC.

Abstract: Distance Geometry offers an alternative approach to analytically studying geometry: it explores
a metric space based on distance information between points, rather than their coordinates. Although it
is a relatively recent field, DG has already made significant contributions to Mathematics and Computer
Science, with various applications in Robotics, Inverse Kinematics, Proteomics, Engineering, and other
areas. However, this approach is still absent in basic mathematics education, where teachers generally
present content in traditional ways with limited connections to student’s real-world experiences or to cur-
rent innovations. This work investigates the feasibility of incorporating Distance Geometry problems into
the curriculum, aiming to modernize basic Mathematics education through new perspectives that foster
problem-solving and integrate technologies in developing the skills defined in the Brazilian National Com-
mon Core Curriculum (BNCC). Based on a case study with activities conducted at Feliciano Pires School in
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Brusque, Santa Catarina, this paper suggests activities to enrich teaching practices and enhance student
learning through this new perspective.
Keywords: Distance Geometry; High School; BNCC.

Resumen: La Geometria de Distancias consiste en una forma diferente de estudiar la geometria analiti-
camente, explorando un espacio métrico a partir de informacién de distancias entre puntos, en lugar de
coordenadas. Aunque reciente, ya presenta contribuciones relevantes en Matematicas y Computacion,
con aplicaciones en Robética, Cinematica Inversa, Protedmica, Ingenierias, entre otras. Sin embargo,
este enfoque aun no integra en la ensefanza basica de matematicas, donde los docentes suelen abor-
dar los contenidos de manera tradicional, desconectada de la realidad estudiantil y de las innovaciones
actuales. Este trabajo investiga la viabilidad de incluir problemas de Geometria de Distancias en el curri-
culo, modernizando la ensefanza basica de Matematicas mediante nuevas perspectivas que fomenten la
resolucion de problemas e integren tecnologias en el desarrollo de las habilidades previstas en la Base
Nacional Comun Curricular Brasilefia (BNCC). Basado en un estudio de caso con actividades realizadas
en la escuela Feliciano Pires, en Brusque, Santa Catarina, el estudio sugiere actividades que pueden
enriquecer la practica docente y mejorar el aprendizaje estudiantil desde esta nueva perspectiva.
Palabras clave: Geometria de Distancias; Escuela Secundaria; BNCC.

1 INTRODUCAO

O conteudo matematico ensinado nas escolas basicas do Brasil ainda se remete ao forma-
lismo classico adotado pelos professores até o final da década de 50 do século passado, isto
€, aos modelos Euclidiano e Platonico: definicdes, axiomas e resultados ja existentes e consoli-
dados sao ensinados verbalmente com o auxilio do quadro para que o estudante apenas copie,
memorize e repita por meio de exercicios (Fiorentini, {1995).

Com o intuito de aperfeicoar a pratica pedagdgica e de prover uma paradigma mais ade-
quado a contemporaneidade, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) foi homologada em
2017 no Brasil com o objetivo de servir como documento normativo a fim de fomentar o desen-
volvimento de habilidades e competéncias adequadas para os estudantes no lugar de apenas
prover contetdos e apelar a memorizacao e a repeticao (Brasil, 2018).

A chamada “Reforma do Ensino Médio”, que foi discutida em paralelo as novas demandas
da BNCC, regulamentada pela Lei 13.415/2017 (Brasil, 2017), tem por objetivo corrigir deman-
das como quantidade excessiva de disciplinas, formagao técnica e profissional desalinhada ao
mundo do trabalho e grande evasao escolar devido ao distanciamento entre o conhecimento
construido e realidade do estudante (Silva, |2018); é notério, para professores e estudantes, que
a falta de motivacao para os processos de aprendizagem residem nessa fase da educacéo, acar-
retando principalmente nos avassaladores dados de fuga escolar (Alves; Lavor; Pereira, 2017).

Neste contexto, o objetivo principal deste trabalho consiste em propor a discussao sobre a
integragdo da chamada Geometria de Distancias (GD) como tema a ser abordado no Ensino
Médio. A motivagao dos autores € permitir a exploracao de habilidades da BNCC de uma forma
que os estudantes relacionem conceitos estudados com situacdes reais, de aplicagdes que estao
presentem em seu cotidiano e que fazem sentido a eles, tal que sigam empenhados em alcangar
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as competéncias desejadas nessa fase da educacao.

A Geometria de Distancias pode ser entendida como uma abordagem diferente para a Ge-
ometria Euclidiana, onde distancias sao os itens principais em vez de pontos no espago, retas
e/ou planos (Liberti; Lavor, [2017). Seu estudo ganhou forga e forma definida na segunda me-
tade do século XX, com o trabalho de Blumenthal (1953). Além disso, as aplicacdes para este
tema sdo inumeras, tais como em Astronomia, com a descoberta da posicao de estrelas; em
Bioquimica, com a determinacao de estruturas moleculares a partir do calculo das posi¢des
dos nucleos dos atomos; em Roboética, com a movimentacédo e o posicionamento de robds no
espago-tempo; em Telecomunicagdes, com a localizagao de redes sem fio e GPS; dentre outras
(Liberti; Lavor; Maculan et al., [2014).

Neste sentido, ensinar a GD para estudantes do ensino basico pode ser um novo caminho
a ser explorado no eixo tematico “Matematica”, aproximando-se da realidade do estudante, con-
siderando a utilizagdo de tecnologias na Educagao e o desenvolvimento de habilidades e com-
peténcias previstas pela BNCC. Também, esta abordagem tem potencial para contribuir com
o desenvolvimento dessa area de pesquisa futuramente, formando uma nova geracao de es-
tudantes pensantes e prontos para alcangar novas descobertas e aplicacées da Geometria de
Distancias.

Este artigo esta organizado da maneira que segue. Na Secao 2, fazemos uma revisao da
literatura abrangendo os materiais e legislagdes propostos para a abordagem da Geometria no
Ensino Médio, os topicos resumidos sobre o tema especifico do trabalho e, também, o arcabouco
que temos para conectar Geometria de Distancias e o Ensino Médio. Na Secao 3, descrevemos
a metodologia que utilizamos nesta pesquisa, com seus objetivos e o estudo de caso propria-
mente dito. Na Sec¢éao 4, apresentamos os resultados de nosso estudo de caso com a aplicagao
em sala de aula com alunos dos primeiro e segundo anos do Ensino Médio. Por fim, na Secao 5,
trazemos a luz as nossas perspectivas sobre o trabalho realizado, bem como as consideracdes
finais com apontamentos de trabalhos futuros a fim de, com efeito, consolidar a Geometria de
Distancias como um topico a ser abordado no Ensino Médio.

A presente pesquisa é um excerto da dissertagcdo de mestrado “Novos Caminhos na Ma-
tematica do Ensino Médio com a Geometria de Distancias” (Haag, 2022), no qual é dado um
enfoque maior em verificar a possibilidade de aplicar a Geometria de Distancias seguindo as
habilidades e competéncias previstas na BNCC para o Ensino Médio.

2 REVISAO DE LITERATURA

2.1 GEOMETRIA NO ENSINO MEDIO

Diferente de outros documentos anteriores, que eram apenas norteadores, como os Para-
metros Curriculares Nacionais (PCNs), a Lei 13.415/2017 (Brasil, 2017) da BNCC ¢é obrigatoria
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e, por este motivo, o presente artigo considera este contexto e este instrumento com o objetivo
nortear a construcdo das habilidades e competéncias do curriculo de Matemética no Ensino Mé-
dio. O conceito de competéncia utilizado na BNCC é derivado dos escritos de pensadores sobre
a Educagéo do Brasil das ultimas décadas, definindo de maneira clara e objetiva o que os alunos
precisam “saber” e “saber fazer”.

Na BNCC, competéncia é definida como a mobilizagdo de conhecimentos (con-
ceitos e procedimentos), habilidades (praticas, cognitivas e socio-emocionais),
atitudes e valores para resolver demandas complexas da vida cotidiana, do pleno
exercicio da cidadania e do mundo do trabalho. (Brasil, 2018, p. 8).

Ela divide as habilidades e competéncias em quatro areas do conhecimento, a saber: Lin-
guagens e suas Tecnologias, Matematica e suas Tecnologias, Ciéncias da Natureza e suas Tec-
nologias, Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas (Brasil, 2018). A area de Matematica e suas
Tecnologias para o Ensino Médio € uma continuagdo do compéndio das habilidades e compe-
téncias conquistadas no Ensino Fundamental, em que tal tema é dividido em cinco subareas do
conhecimento: Nimeros, Algebra, Geometria, Grandezas e Medidas e Probabilidade e Estatis-
tica.

Essa divisdo ndo acontece no Ensino Médio, porque o objetivo da BNCC nessa fase da edu-
cacao é aproveitar todo o potencial do aluno, mobilizando-o a raciocinar, representar, comunicar
e argumentar, esperando que os alunos estabelecam relagdes entre as areas da Matematica.
Nesse sentido, os campos do Ensino Médio estao integrados em quatro ideias fundamentais:
movimento e posi¢ao; variagao e constancia; certeza e incerteza; relagdes e inter-relagdes (Bra-
sil, [2018).

No caso do ensino de Geometria especificamente, as no¢des fundamentais mais importantes
a serem ensinadas sao movimento e posigao (Brasil, 2018, p. 521):

Movimento e posicao estdo presentes na localizacdo de numeros em retas,
de figuras ou configuragbes no plano Cartesiano e no espago tridimensional;
direcdo e sentido, angulos, paralelismo e perpendicularidade, transformacoées
geométricas isométricas (que preservam as medidas) e homotéticas (que
preservam as formas) e padroes das distribuicdes de dados. O uso de mapas,
GPS e de outros recursos implica a observagao e estudo desse par de ideias.

Atividades investigativas com softwares dindmicos que inter-relacionem movi-
mento e posicdo podem também promover o desenvolvimento dessas ideias,
importantes em cartografia e na movimentacéo diéria do cidaddo comum. Por
vivermos em um mundo conectado com celulares as maos, aparelhos de geo-
localizagao, TVs a cabo, cdmeras de vigilancia etc., o estudo do movimento e
posicdo tem muitas finalidades em diversas areas.
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Note que os conceitos matematicos nessa area nao possuem especificacdes de conteudos,
0 que abre a possibilidade de trabalhar o que faz mais sentido para o aluno dentro de suas
realidades e vivéncias. Assim, tais aplicagbes em situa¢des cotidianas incitam modificagcoes
no padrdo que os professores utilizam ao seguir uma sequéncia de conteudos rigidos, mantido
tradicionalmente nessa disciplina (Brasil, [1997).

Ha vérios estudos relativamente recentes que unem o ensino de Geometria e a tecnologia
por meio do GeoGebra. E o caso, por exemplo, de [Lopes| (2013), Amado, Sanchez e Pinto
(2015) e [Faria e Maltempi (2019), mas poucos que utilizam a GD, um exemplo apenas, como o
de Francal (2016). Uma das possiveis razées deste cenario € o fato das escolas normalmente
abordarem apenas as Geometrias Euclidianas Plana, Espacial e Analitica.

Propor uma abordagem matemaética diferente do tradicional, como a GD, pode ser um dos
caminhos para conectar de maneira mais concreta a Matematica com as suas aplicagdes, con-
forme requer a BNCC, dada a riqueza dessa area principalmente com tecnologias conhecidas
pelos alunos como, por exemplo, redes de sensores sem fio, GPS e smartphones.

2.2 GEOMETRIA DE DISTANCIAS

Varios estudos ao longo da histéria da matematica contribuiram para desenvolvimento da
Geometria de Distancias (Cauchy, 1813]; |Cayley, 1841}, |Menger, [1928; Schoenberg, (1935; Blu-
menthal, [1953; Connelly, |[1977).

Todos os estudos supramencionados formalizaram conceitos importantes para o que cha-
mamos de Problema de Geometria de Distancias (PGD) que, inicialmente, era resolvido apenas
quando eram conhecidas todas as distancias. Foi somente em 1978 que Yechiam Yemini carac-
terizou uma definicdo mais contemporanea, que devido ao avango computacional, permitiu uma
generalizagdo do conceito para qualquer conjunto de distancias. Na época, ele utilizou o termo
“Problema de Posicionamento”: “[...] O Problema de Posicionamento surge quando € necessa-
rio localizar um conjunto de objetos geograficamente distribuidos usando medidas de distancias
entre alguns pares de objetos [...]" (Yemini, 1978, p. 138).

A partir dessa generalizacao, o problema fundamental da Geometria de Distancias ganhou
uma forma definida pela Teoria dos Grafos. Essa Teoria € uma vertente importante para a
definicdo da GD, que surgiu no século XVII, advindo da resolugdo do Problema das Sete Pontes
de Kdénigsberg solucionada por |Euler| (1741), que posteriormente deu origem a Teoria de Grafos
(Biggs; Lloyd; Wilson, 1986).

Para compreender a definicao do problema fundamental da GD é necessario elucidar alguns
conceitos basicos sobre grafos. Um grafo GG consiste em dois conjuntos, um de vértices (V) e
outro de arestas (F£) conectando alguns pares de vértices (Liberti; Lavor; Maculan et al., 2014).
Um grafo é dito simples quando todas as arestas conectam vértices diferentes no conjunto V' e
€ dito ndo direcionado quando as arestas entre dois vértices admitem comutatividade. Assim,
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com a teoria dos grafos, a definicdo do PGD é (Liberti; Lavor; Maculan et al., 2014, p. 5):

Seja um grafo simples e néo direcionado G = (V, E),emque V = {1,2,3,...,n}
€ um conjunto de n objetos e E um conjunto de pares n&do-ordenados (a,b)
em V. Conhecendo as distancias (d4p) de £ por uma fungdo ndo-negativa
d: E — R, é possivel determinar realizagées = : V — R* para qualquer k& > 0
tal que:
VY a,beFE, ||ze — xp|| = dan
onde ||.|| representara a norma euclidiana durante todo o trabalho. Desse modo, entende-se que
a geometria de distancias busca determinar as posicoes de objetos em R” satisfazendo todas as
restricdes de distancias conhecidas entre elas. Um conjunto S de todas as solugdes para esse
tipo de problema é denominado de realizacao e pode ser vazio, finito ou infinito ndo-enumeravel
(Liberti; Lavor; Maculan et al., 2014).
Sobre essa cardinalidade, a desigualdade triangular é um fator determinante de sua interpre-
tacdo. Dadas as distancias entre os pares nao-ordenados, trés a trés, temos que:

1. S é vazio quando algumas das distancias dadas néo satisfazem as desigualdades triangu-
lares;

2. S é finito quando conhecemos todas as distancias entre os pares ndo ordenados e, estas,
néo ferem a desigualdade triangular;

3. S é infinito ndo-enumeravel quando ndo sdo conhecidas todas as distancias e, dessa
forma, alguns pares ficardo “livres”, determinando infinitas possibilidades.

Note que, se existir uma solucao para o problema, a congruéncia é uma transformacao linear
que consegue modificar as posi¢coes dos objetos sem alterar as distancias entre eles, entdo
teriamos infinitas solu¢des possiveis realizando translacoes, rotacdes e reflexdes de uma unica
solucéao (Dolce; Pompeo, [1993).

Assim, a congruéncia demonstra que, se ha uma realizacédo para o problema de geometria
de distancias, entdo temos infinitas realizagdes congruentes por meio dessas transformacoes,
denominadas de isometrias. Sabendo disso, a PGD também necessita de estratégias para pa-
dronizar as realizac6es e fornecer uma estrutura util para a solugéo do problema.

Nesse sentido, o PGD € um modelo abstrato e possui diversas aplicagdes relacionadas com
a Matematica, ciéncia e engenharia, conforme destacado por Gongalves| (2020, p. 13); algumas
dessas aplicacdes sao os seguintes problemas:
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[...] o problema de sincronizacao de reldgios [103], a localizacdo em rede
de sensores [114, 18, 104, 55, 9], a determinagao de estruturas de pro-
teinas a partir de dados experimentais [51, 112, 71, 82, 5, 16], algumas
aplicacoes em processamento de sinais [31] e em ciéncia de dados [20,
29, 76], além da forte relagdo com rigidez de grafos e estruturas [58, 41,
11,12, 25, 54, 3%

4Relagao das referéncias do trabalho original com este: [...] o problema de sincro-
nizagao de relégios (Singer, |2011), a localizagdo em redes de sensores (So; Yel 2007;
Yemini, (1978} |/Anderson et al., 2010} Biswas et al., |2006; [Krislock; Wolkowicz, 2010),
a determinacao de estruturas de proteinas a partir de dados experimentais (Alipanahi
et al.,[2013;|Billinge et al., [2018};|Havel; Wuthrich| [1985; [Lavor et al.,|2010; |Liberti; Lavor;
Mucherino, |2013; |Wu; Wu; Yuan, |2008), algumas aplicagbes em processamento de si-
nais (Dokmanic et al.,|)2015) e em ciéncia de dados (Borg; Groenen, |2005; Cunningham;
Ghahramani, 2015, [Liberti, [2020), além da forte relagdo com rigidez de grafos e estru-
turas (Alfakihl 2013} |Asimow; Roth| (1978 [1979; |Connelly, |2005; |Gluckl, |1975} |Jackson;
Jordan, [2005;|Laman), [1970).

Cada area de pesquisa costumava atuar de forma independente, dada as diferentes aplica-
¢Oes, mas, em 2013, foi realizado o primeiro Workshop (Andrioni et al., |2013) especifico para
a geometria de distancias, que proporcionou uma unificagdo dessas diferentes areas de aplica-
¢cOes da GD. Antes, cada pesquisa era publicada e conhecida apenas dentro da sua respectiva
area. A realizacao do evento contribuiu para o avanco dessa area de pesquisa, no sentido de
compartilhar os métodos e explorar mais os problemas de GD. As areas tém diferentes abor-
dagens e métodos, perfazendo uma série de classificagbes da PGD, cujos nomes e acrénimos
foram sintetizados em |Liberti, Lavor, Maculan et al. (2014).

Note que o campo da Geometria de Distancias € relativamente recente para a Matematica e
muito fértil para um futuro desenvolvimento, o que corrobora com a intengéo de apresenta-lo no
Ensino Médio, fornecendo subsidios para os préximos pesquisadores desenvolverem e contri-
buirem para a GD e para a sociedade. Algumas das aplicacbes mencionadas serdo exploradas
quando em contato com a geometria do Ensino Médio.

2.3 HABILIDADES DO ENSINO MEDIO E SUAS APLICAGOES NA GEOMETRIA DE DISTAN-
CIAS

Nesta segao, abordaremos onde a Geometria de Distancias se localiza frente as habilidades
da BNCC, visando estruturar em qual momento da educagéao é possivel inseri-la no Ensino Mé-
dio. Cabe salientar que essa andlise ndo leva em conta o alcance completo de cada habilidade,
mas sim a viabilidade da aplicagdo da GD nesta fase do ensino.

Como mencionado anteriormente, a BNCC determina as competéncias e habilidades que os
alunos devem alcangar ao longo do Ensino Médio, assim, foram analisadas as competéncias
especificas da matematica e as habilidades dentro de cada competéncia para verificar quais
possuem afinidade com os assuntos da GD.
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A primeira competéncia especifica esta relacionada com a interpretacdo e compreensao da
realidade. No que tange a GD, temos as habilidades 3 e 5 cujos objetivos consistem em anali-
sar elementos da natureza e diferentes produg¢des humanas juntamente com suas unidades de
medida:

(EM13MAT103) Interpretar e compreender o emprego de unidades de medida de
diferentes grandezas, inclusive de novas unidades, como as de armazenamento
de dados e de distancias astronémicas e microscépicas, ligadas aos avangos
tecnologicos, amplamente divulgadas na sociedade. (Brasil, 2018, p. 525).

(EM13MAT105) Utilizar as nogdes de transformagdes isométricas (translagao, re-
flexao, rotacao e composicdes destas) e transformagdes homotéticas para cons-
truir figuras e analisar elementos da natureza e diferentes produgcdées humanas
(fractais, construgoes civis, obras de arte, entre outras). (Brasil, 2018, p. 525).

Nas habilidade supracitadas € possivel visualizar aplicagbes da Geometria de Distancias
conectando a matematica e a quimica com as ligacoes entre moléculas tomando as distancias
microscépicas como parametro para analisa-las e reconhecer suas transformagdes isométricas
(Alipanahi et al., [2013; Billinge et al., 2018; [Havel; Wuthrich, [1985; |Lavor et al., |2010; Liberti;
Lavor; Mucherino, |2013; Wu; Wu; Yuan, [2008).

A segunda competéncia especifica tem o objetivo de articular os conhecimentos relativos a
sustentabilidade, sociedade e ética, mais voltada para a parte de pesquisa social e educagao
financeira, sobre 0 qual ndo associa-se a geometria de maneira geral.

A terceira competéncia especifica busca utilizar os conceitos da Mateméatica do ensino fun-
damental para aprimorar as habilidades sobre os campos — Aritmética, Algebra, Grandezas e
Medidas, Geometria, Probabilidade e Estatistica — sendo uma das competéncias que possui ha-
bilidades com maior afinidade com a GD, principalmente por integrar os conceitos algébricos e
geométricos que perfazem a base da Geometria de Distancias.

As habilidades dessa competéncia que apresentaram algum conceito correlacionados com
a GD foram a 1, 10 e 15. A habilidade 1 no quesito de resolugdes de equacdes algébricas e
graficas como a trilateragdo. A habilidade 10 explorando os problemas de contagem de solucdes
da GD e resolucao por diagrama como o problema de sincroniza¢ao do reldgio. A habilidade 15
trazendo a resolugéo de algoritmos de maneira geral, reconhecendo-os e solucionando-os como
€ realizado em todos os problemas da Geometria de Distancias.
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(EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matematica e
de outras areas do conhecimento, que envolvem equagoes lineares simultaneas,
usando técnicas algébricas e graficas, incluindo ou ndo tecnologias digitais.
(Brasil, 2018, p. 528).

(EM13MAT310) Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo dife-
rentes tipos de agrupamento de elementos, por meio dos principios multiplicativo
e aditivo, recorrendo a estratégias diversas como o diagrama de arvore. (Brasil,
2018, p. 529).

(EM13MAT315) Reconhecer um problema algoritmico, enuncia-lo, procurar uma
solucéo e expressa-la por meio de um algoritmo, com o respectivo fluxograma.
(Brasil, [2018, p. 529).

Todas essas trés habilidades fazem conexdes com as resolugdes e algoritmos apresentados
na Geometria de Distancias, como equagdes simultdneas na resolugao dos sistemas para a
trilateracao (Tolani; Goswami; Badler, 2000; Eren et al., 2004; Yemini, [1978), solu¢des pela
arvore de possibilidades na sincronizacao de relégios (Singer, [2011), que podem ser aplicados
em resolugdes de problemas e em movimentagdes no campo da robdtica.

A quarta competéncia especifica apresenta a parte de fungdes e representagbes no plano
Cartesiano na busca de solucdo e comunicagao de resultados de problemas. No caso da GD
aborda-se principalmente as fungdes do 2° grau, no caso das circunferéncias e esferas, porém,
no escopo dessa competéncia seriam apenas as fungdes polinomiais, 0 que nao é o caso dos
problemas na GD.

A quinta e ultima competéncia especifica ird realizar investigagcdes e estabelecer conjecturas
a respeito de diferentes conceitos, por meio de reconhecimento de padrdes e utilizagdo de tec-
nologias para validar as conjecturas formalizadas. Nessa competéncia temos habilidades que
buscam investigar o comportamento de variaveis e conjecturar os padrdes observados, muito
semelhante ao que é necessario para resolver um PGD.

(EM13MAT501) Investigar relagdes entre nimeros expressos em tabelas para
representa-los no plano Cartesiano, identificando padrdes e criando conjecturas
para generalizar e expressar algebricamente essa generaliza¢do, reconhecendo
quando essa representagao é de fungéo polinomial de 12 grau.(Brasil, 2018} p.
533).

(EM13MAT510) Investigar conjuntos de dados relativos ao comportamento de
duas variaveis numéricas, usando tecnologias da informacao, e, se apropriado,
levar em conta a variagao e utilizar uma reta para descrever a relagao observada.
(Brasil, 2018, p. 533).

(EM13MAT512) Investigar propriedades de figuras geométricas, questionando
suas conjecturas por meio da busca de contraexemplos, para refuta-las ou reco-
nhecer a necessidade de sua demonstracao para validacdo, como os teoremas
relativos aos quadrilateros e triangulos. (Brasil, 2018, p. 533).
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Todas as habilidades supracitadas possuem conexdes com a Geometria de Distancias, no
que diz respeito a investigacdo de padrbes algébricos e utilizando tecnologias da informacao
para identificar e conjecturar solu¢cdes aos problemas. Pode-se buscar problemas que utilizam
em sua resolugao assuntos como: desigualdade triangular, distancia entre pontos, teorema de
Pitagoras, transformacdes isométricas e analise de figuras poligonais dadas as distancias entre
seus vértices no plano Cartesiano.

Nesse sentido, foi verificado que ha 8 habilidades da BNCC que estdo conectadas com os
problemas da GD, assim, a Figura [1] apresenta uma sintese da conexdo da Geometria de Dis-
tancias com a BNCC. Em vermelho tem-se as trés competéncias especificas da matematica no
Ensino Médio, em azul tem-se as habilidades de cada competéncia e, em amarelo, o0 assunto
dentro da GD que possui algum contexto de aplicacao para o Ensino Médio.

Figura 1 — Conteudos da Geometria de Distancias por habilidade

Distdncias microscépicas e
avangos tecnolégicos.

Transformagdes isométricas

___ Equacgdes simultaneas; Técnicas
graficas e tecnologias digitais.

Problemas de contagem;
Agrupamentos de arvore.

Reconhecer um problema
algoritmico e resolvé-lo

___ Relagbes em tabelas e identificar
padroes algébricos.

1

___ Utilizar tecnologias da informacéo
para investigar dados.

___ Investigar propriedades de figuras
geométricas e conjecturar.

Fonte: elaboragdo prépria.

Convém destacar que, embora exista uma vasta gama de estudos sobre matrizes dentro
do GD, nao ha qualquer habilidade na BNCC que possui em seu escopo a representacao ou
calculo envolvendo matrizes, podendo ser uma lacuna para futuras pesquisas sobre a BNCC e os
motivos que levaram a remog¢ao de um conhecimento tdo importante na disciplina de Mateméatica
e com tantas aplicagdes. Inclusive, observa-se um movimento dos professores para incluir esse
conteldo novamente no curriculo.

Assim, comparando as normas e objetivos da BNCC para a disciplina de Matematica no
Ensino Médio, documentalmente apresentou-se que ha contetudos da Geometria de Distancias
alinhados com as habilidades e competéncias propostas, sendo apenas necessario adaptar de
maneira adequada aos interesses dos estudantes, dos professores e da sociedade.

Salienta-se que esse estudo ndo busca substituir o modelo tradicional ja difundido entre os
professores, mas sim, fornecer novos caminhos e fontes de conteddos que estao engajados com
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as pesquisas e com alguma vivéncia ou realidade do aluno, para que este possa compreender
a importancia do estudo e da Matematica e seguir com maior motivagéo para aprendé-la.

3 METODOLOGIA

De acordo com|Yin|(2015), a pesquisa caracteriza-se como um estudo de caso aplicado, com
abordagem qualitativa dos dados.

A aplicacao deste estudo foi realizada na Escola de Educacao Bésica Feliciano Pires, locali-
zada na cidade de Brusque, no estado de Santa Cataria, cuja selecao foi feita por acessibilidade
do autor, resultando em uma amostra nao probabilistica de alunos de primeira série (44 alunos)
e segunda série (53 alunos) do Ensino Médio, totalizando 97 alunos do Ensino Médio. Vale
salientar que os alunos da primeira série estavam frequentando o novo modelo do Ensino Mé-
dio, com a nova disposi¢cao de disciplinas obrigatérias e eletivas. Os alunos da segunda série
estavam no modelo tradicional de disciplinas.

Critérios de inclusdo (na amostra): ser estudante de primeira ou segunda fase do Ensino Mé-
dio na Escola de Educacao Basica Feliciano Pires e o respectivo responsavel terem preenchido
e assinado o Termo de Assentimento Livre e Esclarecido e o Termo de Consentimento Livre e
Esclarecido.

Critérios de exclusao (na amostra): o respectivo aluno ou o seu responsavel legal nao ter
assinado o Termo de Assentimento Livre e Esclarecido e o Termo de Consentimento Livre e
Esclarecido e, portanto, ndo ter assentido com a participagdo do estudante na pesquisa.

Foram excluidos da amostra aproximadamente 20 alunos, os motivos foram a auséncia dos
termos assinados ou a auséncia do participante na aplicagao. Devido ao critério supramencio-
nado, os alunos que nao forneceram dados para a pesquisa, mas que eram integrantes da turma
em que se aplicou as atividades desta pesquisa, assistiram e participaram normalmente da aula
e das atividades propostas, mas sem terem suas informagodes utilizadas.

Aplicou-se um plano de aula que explora os conceitos de Geometria de Distancias, conforme
previsto na Revisao de Literatura (secao , com a utilizagéo do software GeoGebreﬂ para uma
atividade na qual os alunos acessaram o link pelo celular e utilizaram o conceito de encontro
de trés circunferéncias para determinar a localizagdo de um jogador em um mapa; a atividade
constrdi circunferéncias de modo automatico quando dado o valor do raio com um controle de
barra deslizante. Essa aplicagdo é vista na Geometria de Distancias para a localizagcao de
sensores em rede (Biswas et al., |2006) e corrobora com o incentivo da BNCC para o uso de
novas tecnologias.

Apds a aplicacao do plano de aula foi aplicado um questionario estruturado com perguntas
sobre o tema da Geometria de Distancias, a fim de verificar o quanto os alunos assimilaram os

' Atividade aplicada disponivel em: https://www.geogebra.org/m/bwngkagsé.
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conceitos da matematica e com perguntas autoafirmativas para verificar o interesse dos alunos
pelo tema diferente do habitual.

Como a amostra foi por acessibilidade, ndo foi possivel inferir os resultados para todos os
alunos de escolas publicas da regiao, todavia, isso néo fere o objetivo do estudo que consiste em
verificar a insercao e aceitacdo do tema pelos alunos do Ensino Médio, assim como o alcance
das habilidades propostas, pois dessa forma entende-se que a GD tem a possibilidade de ser
inserida no curriculo de matematica de acordo com as habilidades da BNCC.

4 RESULTADOS DA APLICACAO EM SALA DE AULA

Inicialmente, foi apresentado aos alunos o problema fundamental da Geometria de Distancias
abordando um exemplo do calculo inverso do teorema de Pitagoras aplicado no plano Cartesi-
ano, junto com as desigualdades triangulares, para a existéncia de solugéo para trés pontos,
pois esses sdo conhecimentos do Ensino Fundamental.

Os alunos, notoriamente, tinham pouco ou nenhum conhecimento sobre o teorema de Pita-
goras, assim como varios conceitos matematicos como a desigualdade triangular e a posicao
relativa entre circulos. Mesmo apds a explicacao do aplicador/autor, eles alegaram nao ter ad-
quirido esse conhecimento no Ensino Fundamental.

Tal dificuldade e falta de conhecimento matematico podem ser efeitos de mudancgas no ensino
dos ultimos anos como as aulas a distancia, porém, é necessario que se fagca novos estudos para
investigar tais efeitos e a situacao da educagdo matematica ocasionada apds a pandemia.

Assim, uma recapitulacdo sobre esses conceitos matematicos prévios se fez necessaria e,
posteriormente, foi demonstrada a realizagdo de trés pontos em R? utilizando o GeoGebra para
criar e modificar as informagdes dos raios (distancias) de circunferéncias para encontrar suas
interseccdes e por meio dessas informacdes encontrar uma localizacdo especifica no plano
cartesiano. Concluiu-se nesse momento que a Geometria de Distancias busca, por meio das
distancias conhecidas, as localizagbes dos objetos (no caso, pontos no plano Cartesiano).

No segundo momento do plano de aula, aplicou-se o problema da sincroniza¢ao dos reldgios
(Liberti; Lavor, 2017), resolvido e compreendido sem dificuldade aparente dos alunos por meio
de um fluxograma.

No terceiro momento da aplicagao, notou-se, particularmente ao mencionar o celular e os
sensores de rede sem fio, maior atencao dos alunos na aula, corroborando com a afirmacao de
Francal (2016), de que esse seria um assunto de maior interesse por parte dos alunos. Este
foi realizado sem contratempos, e, ao relacionar as aplicagdes sobre a posigao de estrelas,
estruturas de proteinas, analise do movimento de robds, localizagdo de sensores em redes sem
fio, localizacao e controle de submarinos (Liberti; Lavor; Maculan et al., 2014), observaram-se
alguns comentério expressando que o conteldo da GD estéa sendo reconhecido e relacionado

2Aluno X: — Ah, entdo é assim que o celular funcional

REMAT: Revista Eletronica da Matematica e201-12



com a sua realidade.

O quarto momento da aplicagdo envolveu a atividade do jogo para encontrar o jogador no
mapa, aplicado no GeoGebra e respondido em folha para verificar se os alunos aprenderam os
conceitos basicos apresentados de localizar um ponto por meio da trilateragéo. O percentual de
acertos e as respostas do jogo estao descritos na Tabela[l] a qual mostra o nome das cidades
que deveriam ser localizadas no mapa do jogo e o percentual de alunos que acertaram.

Tabela 1 — Resultados da aplicagéo do jogo

Ordem: Localizacao | Acertos (%) | Erros (%)
1: Draghir 99,0 1,0
2: Borgs 97.9 2,1
3: Melandria 96,9 3,1
4: Minkares 93,8 6,2
5: Vorak 90,6 9,4
6: Templo dos Imortais 84,4 15,6

Fonte: elaboragao prépria.
Nota: dados da pesquisa.

Observou-se que, imediatamente apds a explicacdo quando os alunos iniciaram a atividade,
praticamente todos compreenderam e acertaram a localizagdo. Na medida em que continuaram
a resolver os problemas de trilateracéo, a taxa de acertos foi decrescente, indicando que a re-
peticdo do mesmo processo na atividade provocou desinteresse ou desatencao na resolucao.
Mesmo com esse evidente decrescimento de acertos, é notdrio que a maioria dos alunos com-
preendeu os conceitos apresentados pelo plano de aula, com uma média geral de 93,75% de
acertos.

Com isso, entende-se que € possivel propor problemas com Geometria de Distancias para o
Ensino Médio, elaborando e aplicando um plano de aula no qual os alunos compreendam con-
ceitos matematicos e adquiram conhecimentos relacionados com as habilidades e competéncias
da BNCC.

Essa realizagdo com 3 distancias no plano Cartesiano é um conhecimento basico importante
dentro da GD, que desenvolve no aluno subsidios para compreender a trilateragdo, que séao
habilidades importantes para desenvolver as areas de localizacdo de sensores, equipamentos e
realizar movimentacdes autébnomas (Yemini, [1978;; [Tolani; Goswami; Badler, [2000}; Eren et al.,
2004).

Nesse sentido, utilizar os conteddos da Geometria de distancias pode ser benéfico para
ambos: na formagéo dos alunos por elucidar os conhecimentos da matematica com situagdes
aplicadas e mais proximas da sua realidade, e, no futuro desenvolvimento da GD, tanto na edu-
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cacgao quanto com uma nova geracao de pessoas aptas para avangos nessa area da matematica
que abrange desde uma molécula até uma estrela.

Conforme ja mencionado, a atividade desenvolvida ndo abrange totalmente as habilidades
supracitadas, como no caso da habilidade EM13MAT301, na qual nao foram resolvidas equa-
cOes lineares simultdneas usando técnicas algébricas. Isso pode ser uma lacuna para futuras
pesquisas, isto €, encontrar e demonstrar PGDs que possam ser resolvidos com equagoes line-
ares aplicaveis no nivel de Ensino Médio.

No caso da habilidade EM13MAT501 seria possivel continuar a aplicacdo desenvolvendo a
representagao algébrica das circunferéncias no plano Cartesiano, reconhecendo que nao é uma
equacao linear e criando conjecturas para resolvé-las. Nesse ambito, talvez seja possivel atingir
completamente essa habilidade por meio da Geometria de Distancias, o que nao foi explorado
neste estudo.

A andlise segue para o questionario estruturado, avaliando a opinidao dos alunos sobre o tema
e confirmando a aprendizagem dos conceitos do PGD.

4.1 RESULTADOS DO QUESTIONARIO ESTRUTURADO

O primeiro bloco do questionéario estruturado identificou caracteristicas sociodemogréficas
da amostra. Destacamos aqui que cada turma teve uma quantidade préxima de participantes
com idade escolar dentro da faixa de sua respectiva série. Em questao de género e trabalho se
pode afirmar que ha proporcionalmente participantes mulheres e homens, assim como alunos
que trabalham ou ndo, sendo uma amostra bem estratificada, reduzindo algum viés sobre as
repostas advindo de grandes grupos semelhantes dentro da amostra.

O segundo bloco do questionario esta estruturado com 7 questdes em escala Likert de 5
pontos sobre a opinido dos participantes e duas questdes verificadoras de conhecimento sobre
os conceitos da Geometria de Distancias.

Para verificar a consisténcia interna do questionario estruturado foi aplicado alfa de Cronbach
(Cronbach| [1951), que verifica a consisténcia interna de um questionario analisando a relagao
entre a soma dos quadrados das variancias (.5;) de cada questao com o quadrado da variancia
total (S;) do questionério, conforme descreve a Equacéo (i}

k
ok (1_22-153)7 0

T k+1 52

onde k representa a quantidade de questdes, no caso da presente pesquisa temos k£ = 9.
O calculo das variancias sera considerado para a escala os valores de —2 até +2 e, para as
questoes de escolha, o nimero 1 para acertos e 0 para erros, obtendo assim as variancias
quadradas, conforme Equagéo [2;
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9 (1_O,73+1,07+O,24+0,76+O,8+0,88+O,84+0,03+0,01

o ~0,80. (2
“ 462, 32 ) 0.89. (2)

T 9+1

De acordo com Landis e Koch|(1977), um coeficiente aIf maior que 0, 8 possui uma consis-
téncia interna quase perfeita, indicando que é possivel medir um mesmo constructo de opinides
entre os participantes por meio deste questionario.

Os resultados percentuais de cada item da escala estdo apresentados na Tabela[2|

Tabela 2 — Respostas sobre a aplicacao do plano de aula em percentual

Questao/Afirmacao Escala (%)
1 2 3 4 5

A [ r n rtaram
s aulas sobre esse assunto despertara 41| 72 | 412|289 186

meu interesse pela matematica.

Eu aprendi os conceitos basicos sobre

Geometria de Distancias que foram abordados.
Conhecidas trés distancias fixas de um determinado
lugar é possivel determinar a sua localizagao.

3,1 114,41 10,3 | 46,4 | 25,8

1 1 8,2 | 49,5 | 40,2

: i P
Consigo utilizar o software do GeoGebra para 0 | 72 | 124|299 | 505

localizar pontos e a distancia entre eles.

; | | — :
Consigo resolver problemas simples de Geometria 41| 155 | 299 | 381 | 12,4

de Distancias como o da sincronizagéo de reldgios.

Consigo resolver problemas de localizagao simples

. : A 1 1103 |27,8 | 35,1 | 25,8
baseado no que aprendi com Geometria de Distancias.

; X Distancias f
Gostaria que a Geometria de Distancias fosse 31| 52 | 144 32 | 454

ensinada na disciplina de matematica.

Fonte: elaboragéao prépria.
Nota: dados da pesquisa.

A primeira questao argumenta sobre o interesse dos alunos pela matematica em relagao
ao que foi aprendido por meio da Geometria de Distancias. A maioria dos alunos (41,2%) de-
monstrou indiferenca em relagdo ao seu interesse pela matematica. Esse resultado pode néo
ter relagdo com a GD e apenas que os alunos simplesmente ndo se interessam pelos estudos
de maneira geral.

Em conjunto com a sétima questao, que verifica a opinido dos alunos quanto a incluir a GD

30s valores apresentados foram calculados utilizando-os integralmente pelo software Excel, arredondado para
duas casas decimais apenas na apresentacao dos valores no texto.
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na disciplina de matematica, podemos entender que, mesmo nao apresentando interesse ime-
diato pela matemética na primeira questdo, a maioria dos alunos (45,4%) concorda totalmente
a respeito de adicionar a GD na disciplina de matematica. Esse resultado esta alinhado com o
objetivo dessa pesquisa, corroborando com a inser¢do da GD no ensino de matematica.

A segunda, terceira, quarta e sexta questoes se referem aos conceitos de Geometria de Dis-
tancias que foram abordados, sendo consideradas as relagdes entre trés distancias, utilizagao
do software GeoGebra e localizacao de vértices no plano Cartesiano. A maioria dos alunos
demonstrou que compreendeu os conceitos abordados sobre a Geometria de Distancias.

Essas questdes estdo indicando uma possivel validagdo do objetivo geral da pesquisa, pois
constatam que os alunos gostariam de ter esse conteudo de matematica ao mesmo tempo que
alcancam habilidades e competéncias por meio de problemas da Geometria de Distancias. Po-
rém, mesmo com a validagdo do objetivo, isto ndo comprova que a Geometria de Distancias
alcanca as habilidades e competéncias previstas na BNCC em sua totalidade, mas sim que é
possivel utiliza-la no Ensino Médio como um modo moderno e tecnolégico de ensinar matema-
tica.

A quinta afirmativa esta associada com o problema de sincronizagdo de reldgios, na qual
houve uma resolugao intuitiva por meio de um algoritmo binério. Durante a aplicacao foi percep-
tivel a participacao dos alunos e a compreensao na resolugao do problema. Porém, ao responder
0 questionario, nao houve uma concordancia sobre o tema, embora haja um grande percentual
que concorda (38,1%), outra grande parte discorda ou esta indeciso sobre o problema.

Nesse interim, percebe-se que mesmo com a atividade sendo compreendida pelos alunos,
nao foi um aprendizado suficiente para fornecer confianca em suas habilidades sobre o tema,
indicando a necessidade de outros problemas para fixar melhor a aprendizagem dos alunos.

As ultimas duas questdes sao verificadoras, determinando se as respostas das afirmacdes
2, 3, 4 e 6 estdo de acordo, ou seja, se os alunos compreenderam 0s conceitos da Geometria
de Distancias, entdo eles devem conseguir responder corretamente questdes sobre o assunto.

A Figura [2| apresenta as respostas confirmando que a maioria dos alunos (79,4%) respon-
deu corretamente a questdo, compreendendo que sédo necessarias trés distancias relativas para
localizar um ponto no plano.
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Figura 2 — Respostas da Questao 6 (ENEM 2015)

® Uma
@® Duas
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@® Cinco

Fonte: elaboragao prépria.
Nota: dados da pesquisa.

A Figura[3|apresenta a questdo 7, confirmando que a maioria dos alunos realmente compre-
endeu o0s conceitos basicos que foram ensinados pelo plano de aula elaborado e aplicado.

Figura 3 — Respostas da Questdo 7 (ENEM
2015))

® sSim
® Nio

Fonte: elaboragéao prépria.

Nota: dados da pesquisa.

Nesse sentido, revisitando 0s objetivos especificos, foram propostos problemas de Geometria
de Distancias para os alunos, por meio de um plano de aula elaborado e aplicado, relatando os
efeitos da aplicacdo e a opiniao do ponto de vista dos alunos sobre essa area de pesquisa.

De acordo com o que foi proposto na revisdo de literatura sobre Geometria de Distancias
(subsegdo [2.2), sua compatibilidade com as habilidades apresentadas na subsecéo eo
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plano de aula aplicado, constatou-se que € possivel inserir a Geometria de Distancias como
proposta de modernizagdo do conteudo de Matemética e, por meio dela, desenvolver habilidades
e competéncias da BNCC utilizando tecnologias ativas com o uso do GeoGebra.

Constatar que a GD pode ser aplicada no Ensino Médio ndo mede a extensao de seu al-
cance de habilidades e competéncias da BNCC, sera necessario mais pesquisas para investigar
as areas nao exploradas nesta pesquisa como: resolugao algébrica de sistemas de equacdes
quadraticas da trilateracao (Yemini, 1978), aplicagdes interdisciplinares com as distancias entre
as moléculas de proteina (matematica e biologia) (Crippen; Havel, [1988), matrizes e determinan-
tes que nado estao previstas na BNCC mas que sdo de conhecimento do Ensino Médio (Laurent,
1997).

Todavia, este trabalho j& indica que a Geometria de Distancias € uma area fértil para os pes-
quisadores buscarem e adaptarem conceitos matematicos que estdo presentes nas realidades
e vivéncias dos alunos para que sejam utilizados pelos professores em sala de aula, de modo
com que as novas tecnologias sejam interessantes e conectadas com a realidade dos alunos.

5 CONSIDERAGCOES FINAIS

A BNCC traz a luz todas as habilidades e competéncias necessérias para a nossa sociedade
atual, fornecendo de maneira clara o objetivo da Matematica no processo de aprendizagem.
Contudo, os conteudos e praticas dos professores continuam, em grande parte, semelhantes ao
que eram antes desse documento, sendo necessario refletir sobre como ensinar Matematica com
significado e incorporar algumas praticas que se demonstram bem-sucedidas (Dante, 2021).

A Geometria de Distancias € uma area da Matematica que possui muitas aplicagcdes na
sociedade moderna e ja é conhecida superficialmente pelos alunos, servindo como ponte entre
as realidades e vivéncias dos alunos com a Matematica da escola. Nesse sentido, este trabalho
propds inserir a GD no curriculo de Matematica do Ensino Médio, de modo que alcance os
objetivos da BNCC e esteja relacionado com situagdes reais para motivar os alunos em sua
aprendizagem. Além disso, a GD possui sua base fundada na Mateméatica e na Computacao,
sendo ideal para utilizagdo de novas tecnologias digitais em sala de aula, pratica que esta em
grande evidéncia na BNCC, inclusive como competéncia geral.

Na revisdo de literatura (secéo |2) foi possivel perceber que ha alguns conteudos da Geo-
metria de Distancias que estao alinhados com alguns contetddos de acordo com a BNCC, logo,
foi possivel localizar a GD por meio de habilidades e elaborar um plano de aula considerando
conhecimentos prévios para aplicar no Ensino Médio.

Os resultados (se¢ao 4) demonstraram-se positivos para a amostra, indicando que a Geome-
tria de Distancias pode compor algumas habilidades da BNCC e ser utilizada no Ensino Médio.
Desse modo, buscar, elaborar e sintetizar problemas dessa area para utilizar em sala de aula
poderia contribuir para ambas as partes interessadas: para os alunos conseguirem relacionar
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a Matematica com situacdes e reais e seguirem motivados nos estudos; € para a area de pes-
quisa que recebera novos pensadores e pesquisadores com um arcabouco teérico sobre GD
muito mais rico.

Este resultado foi verificado por meio de um estudo de caso, logo, ndo se pode inferir que a
GD é aplicavel em qualquer escola do Ensino Médio. E indicado que outras pesquisas busquem
aplicar essa area tao rica em aplicagdes a fim de verificar e, possivelmente, inserir formalmente
a GD na prépria BNCC.
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