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Resumo: O presente trabalho apresenta os resultados de uma dissertacdo de mestrado que investigou o
impacto de um poluente nas dindmicas populacionais de espécies que interagem entre si em um mesmo am-
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biente. E apresentado um sistema de Equagdes Diferenciais Parciais de Dispersao-Migracao, que foi discreti-
zado espacialmente através do Método de Galerkin via Elementos Finitos e temporalmente através do Método
de Crank-Nicolson. Sao aqui apresentadas as equacdes nao-lineares do sistema empregado na modelagem
e suas formulagdes variacionais. Também é apresentado o sistema ndo linear discreto resultante, com o qual
foram realizadas as simulagdes numéricas. Este estudo contribui significativamente para a compreensao dos
impactos da presenca de materiais poluentes advindos de acdes antropogénicas em um determinado ambi-
ente, principalmente no que tange aos seus efeitos nas densidades populacionais de espécies coexistentes.

Palavras-chave: equagdes diferenciais parciais; método de Galerkin; método de Crank-Nicolson; formulagao
variacional; discretizac@o espacial e temporal.

Abstract: This work presents the results of a master’s thesis that investigated the impact of a pollutant on the
population dynamics of species that interact with each other in the same environment. A system of Dispersion-
Migration Partial Differential Equations is presented, which was discretized spatially using the Galerkin Method
via Finite Elements and temporally using the Crank-Nicolson Method. The non-linear equations of the sys-
tem used in modeling and their variational formulations are presented here. The resulting discrete nonlinear
system, with which the numerical simulations were carried out, is also presented. This study significantly con-
tributes to understanding the impacts of the presence of polluting materials arising from anthropogenic actions
in a given environment, especially with regard to their effects on the population densities of coexisting species.

Keywords: partial differential equations; Galerkin method; Crank-Nicolson method; variational formulation;
spatial and temporal discretization.

Resumen: Este trabajo presenta los resultados de una tesis de maestria que investigd el impacto de un con-
taminante en las dindmicas poblacionales de especies que interactdan entre si en un mismo ambiente. Se
presenta un sistema de Ecuaciones Diferenciales Parciales de Dispersién-Migracion, el cual fue discretizado
espacialmente mediante el Método Galerkin via Elementos Finitos y temporalmente empleando el Método
Crank-Nicolson. Se presentan aqui las ecuaciones no lineales del sistema utilizado en el modelizacion y
sus formulaciones variacionales. También se presenta el sistema discreto no lineal resultante, con el cual
se realizaron las simulaciones numéricas. Este estudio contribuye significativamente la comprensién de los
impactos de la presencia de materiales contaminantes derivados de acciones antropogénicas en un ambiente
determinado, principalmente en lo que respecta a sus efectos sobre las densidades poblacionales de especies
coexistentes.

Palabras Clave: ecuaciones diferenciales parciales; método Galerkin; método Crank-Nicolson; formulacién
variacional; discretizaciéon espacial y temporal.
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1 Introducao

Ha um longo periodo em que os modelos que se concentram em uma Unica espécie tém sido
contestados, com base na ideia de que nenhuma espécie existe e opera de maneira isolada, sem
interagir com outras. Desde os estudos realizados por Lotka (1925) e Volterra (1926), sistemas de
Equacdes Diferenciais Ordinarias que abarcam as interacdes entre diferentes espécies comecaram
a ser empregados de varias maneiras para investigar e compreender diversos fenbmenos ligados a

sua coexisténcia. No entanto, esses modelos somente levavam em considera¢cdo as mudancgas ao
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longo do tempo, assumindo uma distribuicao uniforme das populagdes no espago. Os processos
de dispersao e interacao, presentes em praticamente todas as populagdes naturais, levaram a ne-
cessidade de incorporar elementos espaciais nos modelos, sendo Skellam (1991) um dos pioneiros
nesse aspecto.

Neste trabalho apresentaremos o estudo de um sistema de Equagbes Diferenciais Parciais de
Dispersao-Migragéo envolvendo termos do tipo Lotka-Volterra e dindmicas vitais do tipo Verhulst
(Murray, 2003). Pode-se encontrar os primeiros estudos sobre esta ideia no trabalho de Sossae
(2003), que apresenta um sistema de um convivio entre relagdes do tipo presa-predador com com-

peticdo. Para a modelagem desse sistema, consideraremos os seguintes fenémenos:
» Dispersao populacional de cada espécie;
» Processos migratérios de cada espécie;

» Decaimento das espécies devido a presenga de um poluente;

Dinamicas vitais;
* Relagdes inter e intra-especificas.

A partir dos fenbmenos descritos, iremos levar em conta duas populacées P; € P, que interagem
entre si. O sistema nao-linear (Salvatierra, 2005) que descreve os fenbmenos considerados para as

densidades populacionais P (z,y,t) € Pa(z,y,t), com (z,y) € Q C R> e t € (0,T), € dado por:

oP, P +P
aTl —div(ayVP) + div(T Py) + pro Py = 1 P, (1 - 1;2> — 5P\ Py,
(1)
oP: — P +P
372 — div(aaV P) + div(W Py) + pao Py = B2 Py (1 - 1;;2> — 5,P\ Py,

com os significados bioldgicos dos parametros descritos por:

a1 = aj(z,y,t) e as = as(x,y,t) S&0 0s coeficientes de dispersédo populacional de cada espé-

cie;

ﬁ = (Ui(z,y,t),Us(z,y,t)) € I?/ = (Wi(x,y,t), Wa(x,y,t)) sdo os vetores velocidade de mi-

L —
gracao populacional ou advectiva de cada espécie, com div(ﬁ) = div(IW) = 0;

« 0 =o(z,y,t) é a fungdo decaimento populacional das duas espécies no meio 2 € R?;

* p1 € po SA0 as taxas da fungdo decaimento populacional de cada espécie devido a mortalidade

causada pela presenca do poluente o;
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» (1 € B2 sdo as taxas de crescimento intrinsecos de cada espécie;
+ K é a capacidade de suporte do meio para as duas espécies;

* )1 € Jo Sao as taxas de relagao interespecifica.

. — . - .
Considera-se que ﬁ, W, a1 € as sejam constantes e, entdo, podemos reescrever o sistema (1)
com as condi¢des iniciais e condi¢gdes de contorno de Dirichlet homogéneas em I'y e Von-Neumann

homogéneas em I'; da seguinte forma (Oliveira, 2024):

0P,
87151 — AP+ V- (ﬁpl) + p1oP = 1Py — 1 P2 — 6, P Py,
V(z,y) € QCR?  Vte (0,T),
oP. —
87; — AP, + V- (WP) + pao Py = BoPy — 72 P§ — 0P P,
Pl(‘rvyvo):Plo(xay) e P2($7y70):P20<$7y)7 V(x,y)EQ,
P =P =0,
To To
vt € (0,7], com T’y e I'; tais que T’y UT'; = 992,
or| _on| _,
on I, on I,
(2)
B B, _
onde vy = 2= K,91 =1+ 01 € O3 = 72 + do.

Os parametros 6, e 0, definidos acima sao as taxas de relagao interespecifica entre as espécies
P, e P,. Assumindo #; e 6, ndo nulos para que existam as interagdes, podemos considerar as

seguintes situagdes:

(i) Se 6; < 0 e #, > 0, o sistema € chamado presa-predador onde o parametro com indice 1

representa a densidade populacional da presa e o indice 2 a do predador;
(i) Se #; < 0e b, <0, ha uma competicao entre as populagdes P, € P;
(iii) Se 6; > 0 e 6, > 0, tem-se mutualismo ou coopercao ou simbiose;
(iv) Sef; <0efy =0 (oub; =0e by <0), hA comensalismo;

(v) Se; >0e 6y =0 (ou b, =0e b >0), tem-se amensalismo.

Pode-se encontrar a fundamentagéo das relagdes ecolégicas mencionadas de (i)-(v) no trabalho
de Santos (2023).
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2 Formulacao Variacional

Nesta secdo, desenvolveremos a formulagdo variacional do sistema de Equagbes Diferenciais
Parciais (EDPs) em questédo, que encontra-se fundamentada na dissertagdo de mestrado de Oli-
veira (2024). Para isso, € preferivel usar a formulagdo fraca ou variacional em vez da formulagao
classica, pois a primeira permite parametros menos restritos e é especialmente util para obter solu-
¢cOes aproximadas de forma construtiva. A seguir, € apresentado o sistema em estudo que descreve

as equacdes das populagdes Py (x,y,t), Py(z,y,t) € Vp,

O g~ /(alAP1>¢du+/V-<ﬁP1>¢du+p1/oP1¢du—61/Puﬁdu
Q Q Q Q
—_—

(7)
tmn / P2 dyu + / 6, P Pogs du = 0,
Q Q

“odn— [ (@aaP)sdu+ [ V- (WPyodu+on [ aPaodu—s [ Pavd
Q Q Q Q
N

(i)
T / P2 du + 0, / PiPspdu =0, Yo eV,
Q Q

oP 0P,
ot ot
das fungdes quadrado integraveis no sentido de Lebesgue sobre um dominio 2 e H;(2) o espaco

onde Vp = {P1,P» € L2((0,7],H1(Q)) : Ly(Q), Yt € (0,T]}, sendo Ly(f2) 0 espaco

das funcoes integraveis, cuja as derivadas primeiras existem e sdo quadrado integraveis (Espaco de
Sobolev).

Pode-se observar que o espago Vp restringe o desenvolvimento da formulagéo fraca, pelo fato
de exigir a pertinéncia das derivadas primeiras em L2 (2). Recorrendo-se ao Teorema de Green

(I6rio, 2018) nos termos (i) e (iz) do sistema (3), obtém-se:

8P1¢du+/a1VP1 V(;Sd,u—al/ ¢daQ+/v (U P)édu
Q o0

+p1/aP1¢>du—[J’1/P1¢du+71/Pf¢du+91/P1P2¢du=0,
Q Q Q Q

0
ngdu—i-/agVPg Vo du — aQ/ ¢daQ+/v-(v7P2)¢du
Q

o0 / o Podpi — o / Papdp + 72 / P26 du + 0, / PiPybdp =0, Yoev,
\ Q Q Q Q

. . : - — . . .
Considerando a1, as 0s coeficientes de disperséo e 7, W os campos vetorias de migragéo inde-
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pendentes do tempo, espaco e das proprias populacdes e aplicando as condi¢cées de contorno de

Dirichlet homogénea e Von-Neumann homogéna no sistema (4), obtemos:

0P, 0P, 0P,
1¢>du+a1/vpl-wdu+m/ 1¢>du+U2/ 1¢du+p1/oP1¢du
o Ot Q o Ox o Oy Q

—/31/mesdum/QPfqbduwl/QPledu=0,
(5)
oP,

oP oP,
¢du+a2/vpz-v¢du+wl/ 2¢du+Wz/2¢du+pz/chz¢du
o Ot Q o Or o Oy Q

—52/P2¢du+72/ P22¢du+02/P1P2¢d,u:0, Vo € V).
Q Q Q

Escrevendo o sistema (5) em nota¢do de produto interno no espago Ly(£2), obtemos:

(G 10) + @R 1 7o)+ 02 (G2 16) 402 (G 16) +mlam | o) si(pi ] 0
+71(PE | ¢) +01(PIP | ¢) =0,
©

(%]:2 | d>> +a2(VP, || Vo) + W <%];2 | ¢> Wy <%ZQ | ¢> +p2(0 B [ ¢) = P22 | )

[ +72(P5 | ¢) +02(P1Py | §) =0, Vo€ Vp,

sistema que representa a formulacdo variacional para as populagdes P, e P,. Nota-se que foi uti-
lizada a notagdo (- | -) com uma barra, para produto interno entre fungdes e a notacdo (- || -) com

duas barras, para produto interno entre vetores.

3 Discretizacao Espacial pelo Método de Galerkin via MEF

Nesta secao faremos a discretizacao espacial (Oliveira, 2024) através do Método de Galerkin
via MEF (Método de Elementos Finitos) (Kardestuncer; Norrie, 1987) da formulacao variacional do
sistema (6). O objetivo é obter uma solugdo numérica aproximada do modelo em desenvolvimento.

Consideremos o subespago Vp, C Hi(2), de dimensao finita, gerado pela base Bp = {¢1, ¢2,
.-+, ¢nN} sendo a solucdo para o sistema (6) definida como a combinacao linear de elementos dessa
base Bp. Construiremos uma aproximagao da solugdo nesse espaco realizando uma separagao

entre as varidveis espaciais e a variavel temporal dadas da seguinte forma:

OLIVEIRA, Vitor Hugo Muniz; KRINDGES, André; MONTEIRO, Daniela Ribeiro; MEYER, Jo&do Frederico da

Costa Azevedo; SALVATIERRA, Marcos Marreiro. Modelagem e simulagdo numérica de um modelo

|@ @ | presa-predador com competi¢do sob o efeito de um poluente na BSFA: dispersdo-migracdo. REMAT: Revista
Eletronica da Matematica, Bento Gongalves, RS, v. 10, n. especial, p. €4012, 12 jul. 2024.
https://doi.org/10.356819/remat2024vi0iespecialid7108.




REMAT: Revista Eletrénica da Matematica 7

Pi(z,y,t) = Py, (z,y,t ZPI )65 (z,y),
oP N ap (t ) ap v 1a¢> oP N 9o )
1n _ 1 ) 1n J I _ j
ot ; dt 28 Z (®) oy ;Plj(t) oy’
PQ(Z',y, ) P2h €T y7 ZPQ ¢] z y
(8)
8P2h . dPQ ( ) 8P2h . N 8@ 8P2h . N 8(%
ot _Z % on _ZPQJ'“) or’ Oy _ZPQJ'“) Ay
J=1 J=1 j=1
e, para a concentracao do poluente o,
N
U(iﬁ,y,t) = O'h(l’,y,t) = Zuk(t)¢k(x7y)v com ¢] e ¢k’ € %P- (9)
k=1

Substituindo os termos das densidades populacionais de P, e P, por P, e P, , respectivamente,
em sua formulag&o variacional dada pelo sistema (6), tomando v, € Vp, e aplicando os termos

definidos em (7), (8) e (9) e na funcao da concentracao de poluente o, segue que:

=z

il vn) +a ZP (Vo || Vin) +UZP %w +U§:P (t) %w
h 1 1, J h 1 1; o h 2j:1 1 ay h

—&ZH ¢j|¢h+p1<§juk )(ZH mwh)

(@)

m(éak )(ZH ¢j|wh)+01<ZP2k )(ZH ¢J|wh)=,

(i1) (ii3)

4P 09, N O
; ()(¢J | ¥n) +OZ2ZP2 )(V; || Vibn) +W1ZP2 (;;j | 7ﬁh) +W2;P2j(t) (;;j | lffh)

Jj=1 Jj=1

—ﬁzzpzj (t)(05 | ¥n) + p2 <Z ug(t ) (Z Py, () | W)

k=1

(iv)

w(i 2 (¢ )(sz ¢j|wh)+92<ZP1k )(sz ¢J|wh)=o, Yibn € Vb,

k=1 k=1

(v) (ve)
(10)
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Rearranjando convenientemente os termos nao-lineares (:)-(vi) do sistema (10), utilizando o Mé-
todo de Garlerkin, pelo fato de garantir que as funcoes teste i, € Vp, sejam da mesma classe das

funcdes de base ¢; e fazendo algumas manipulacdes algébricas, obtemos

N

160+ 3 By {m(wj 1960 +0 (52 1) + 0 (52 16:) =ty 1)
j=1 7=1

+p1 Zuk ) (Pkd5 | ¢i) +m ZP1k ) (Drd; | &) + 01 Zsz ) (P05 | ¢z)} =0,

dPQ()

>

J=1

(95 | &) +ZP2 {az(v¢j | Vi) + Wi <8;;] | ¢i> + W <a;; | ¢i) — B2(95 | ¢:)

+p2§juk (6105 | &) +72ZP27€ (6105 | &) +922P1k m@l@)}zo, Vi € Vp,.
k=1 k=1
(11)

Os campos vetoriais de migragao relacionados aos termos advectivos U(z,y) = (Ui(z,y),
Us(z,y)) e W(x,y) = (Wi(x,y), Wa(z,y)), respectivamente, descritos em suas equagdes no sis-
tema (11) possuem valores pontuais aproximados e sdo obtidos através da resolugdo numérica do
Método de Krigagem fundamentado em Landim (2000). Interpolando U (z,y) e W (x,y) através das

funcoes de base % p, obtém-se

N
Ur(w,y) = Y Utdm(@,y), Us(z,y) ZU2p¢p z,y),

m=1 p=1

N
Wi(z,y) => Wydi(z,y) e Wa(z,y) ZWQ q(,).
=1 qg=1
Substituindo os valores dos campos de velocidade de dispersao populacional Ui (x,y), Us(z,y),
Wi(z,y) e Wa(z,y) dados em (12) e fazendo algumas manipulagbes algébricas no sistema (11),
obtemos

N

160+ 3Py 0 {m(w | Vi) +ZU1 Om (a“” |@)+ZUQ %(8% |¢z)
j=1

p=1

N
—B1(¢ | &) + > [prun(t) + 1Py, (1) + 01 Py ()] (616 | 9251:)} =0,
k=1

(13)
sz ( )

-

N 96, N 96,
(95 | &:) +ZP2 {az(v¢j I Vi) + > Wi, é (8; | ¢i> +)  Wa, ¢4 ((9; | ¢1:)
=1 q=1

1 7j=1

J

N
—Ba(5 | 6i) + Y [p2un(t) + 72 Pa, (1) + 02 P, ()] (5 | @)} =0, Vo; € Vp,.
k=1
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O sistema (13) pode ser escrito na forma matricial como
ch)™ +D (uf’, PIY) Pt =0,
BP0 + F (u”, PI) Po(t)™) =0,

onde

C=cji = (95| ¢i)r()
E=eji=(9j| o)L,

N N
* dP1 . (t)
(n) — J (n) — E _
e j=1 dt ' h(t) — B, (1)
N N
* dPs,(t)
(n) — AN (n) _
=3 T 0 =3

N 8¢' N 3¢'
D=dj; =o(V; | Vi) + ) Urom ((% | @) +_ U,y (ay | @) —Bi(05 | 6:)
m=1 p=1

N
+ 3 [prun(t) + 71 Pry () + 61 Po (8)] (615 | 1) ,
=1

Y 8925] al 8¢]
F=fi =0a(Vey| Vi) + > Wi (&U | ¢i> + ) Wa,dy <8y | ¢i) — B2(95 | i)
=1 q=1
N
+ 3 lpun(t) + 2Py, (1) + 02P1, (0] (9165 | 64).
k=1

caracterizando-se como um Sistema de Equacodes Diferenciais Ordinarias Nao-Lineares na va-
riavel t com as condic¢des iniciais ja discretizadas e dadas implicitamente por meio da formulagéo

variacional

N N
DR (65100 = (P, 160) e D P05161) = (Pyy, | 60) (14
Jj=1

2;
Jj=1

4 Discretizacao Temporal pelo Método de Crank-Nicolson

Nesta secdo desenvolveremos a discretizacdo temporal para o modelo de Dispersédo-Migracao
, . ) : -~ At
dado pelo sistema (2). A partir do método de Crank-Nicolson (Martinelli, 2020). Tomaremos t,, + -5

onde n representa o passo no tempo e o termo dado € definido como diferenga centrada no tempo.
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Assim, para as derivadas temporais, temos as aproximag¢des dadas por:

onde o indice n representa o passo no tempo.

Para os valores de P,

Utilizando as aproximagdes dadas em (15) e

por At, obtemos:

n+ TL+ 1
dpi? P - PP N (15)
dt N At dt N At ’
Py, Py, Py, e uy, tém-se as aproximagdes definidas por
s P+ R P+
K 2 2 (16)
% B P27Lj+1 _'_PQ'H; Pn—&-% B Pn+1 +P2k n+% B n+1 +uk
N 2 R 2 ke 2

(16), e multiplicando as equagdes do sistema (13)

N

ZP”“{ b5 | i) +

N At
ZP"“{(@WZH a1(Ve; || Vi) +ZU1 <z>m( % |¢z>+ZU2 ¢p( 00; |¢1) — B1(8; | &)
j=1 m=1
N n+1 n+1 n n+1
+ P4 P Pyt + Py
+; PR S R s F R m@@}
N 06, N 06,
—ZP{;{(@ 60 — 2t an(Vo; || Vo) +ZU1,n¢m< s m) 3 s, (ay¢> — 5165 | 64)
Jj=1 p=1
N n+1 Pn+1 4 pr PnJrl 4 P
+; Pluk 2+u 2 5 Le gy —2 5 (Or0; | d4) }

90, al 90,
az(Vo; || Vi) + ZWMM (ax | ¢i> +)  Wa, ¢4 (8y | ¢i> — Ba(dy | &4)
qg=1

£ |pe

k=1

n+1 + uk

n+1 PnJrl Pn Pn+1 Pn
“‘k Y2t ; o Gyt ; | (0 | @)}
At N 06, al 0,
(@51 ¢1) = 5|2V || Vi) + > W <8x | ¢7:) + Wa, ¢ <8y \ ¢i) — Ba(; | &:)
=1 q=1

Pyt + Py Lo, P+ P

O sistema ndo-linear (17) caracteriza-se pela relagéo Pl(k)

e ul™ = ug(z, yr,

+ 72 5 5

(Proj | ¢i)}, Vo, € Vp,.
(17)

Pl(zk‘vykh ) PZ(k) PQ(ZEk,yk»tn)

t,) € pode ser reescrito

Cls
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C(P(n+1) P(n) 1:)2(:+1)7

1k7

E<P(”+1) P( n) P(”Jrl) PZ(:)’

1k’

e as matrizes C, D, E e F, tornam-se:

Pt ”,u,(j)) Pt = p (P<”“> P, pty

(n+1) u}(ﬂn)) P2(n+1) —F (P(n+1) pm P(n+l) J

n n+1 n
P (D), <>)P<>

1k7

n+1 Pn

1k’ Qk’

C=cj [1 - 51} (651 60) + 5 {al(v% Vi) +Un (C?aij | ‘bi) 0 <(¥ | ¢i>
+k§:: up + ug IP&H; P a2 pn+12 J (95 | ¢z‘)},
D=d, [ m} (65 | ) At{m(V% | Vé:) + U (aai | ‘m’) + U @2 | ‘f’i>
+i ui” + Ui PnH; i + 6, PnH; % (x| @)}
B =[1-a5] @100+ At{azwqﬁa 1900+ Wi (G2 10) + W (521 )
+§: ut +uk ngl; 7 2P”+12+ Py (6065 ¢l)}
P
F=fp =145 6100 - At{o@(wj w00+ W (52 o) + w2 (52 161)
+§: 5 "+12+ up P2r;+12+ P zpﬁﬂ; Py (600 @)}'
e

Esse sistema sera resolvido iterativamente a cada passo no tempo, a partir das condigdes iniciais

Py, e P, ja apresentadas pelos termos em (14). Com isso, podemos considerar as condi¢des iniciais

dadas por Pfg) = Pi(zk, yk, tn) © Pz(,?)

variacional na forma:

N
ZP (P | ¢i) = (Pry, | ¢i)
k=1

= Py(xg,yk, tn) Ou implicitamente por meio da formulagao

N
ST P (6n | é1) = (P, | 60)-
k=1
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5 Discretizacao do Dominio

Para gerar o dominio da regi&o utilizamos o software Google Earth Pro. Foram demarcados 356
pontos de fronteiras. Em seguida, foram tragados segmentos de reta formados pela distancia entre
cada ponto. Implementamos no software GMSH, através de um arquivo de texto, os valores das
coordenadas delimitadas e assim geramos a malha com seus respectivos nimero de nés, numero
de nés da fronteira e nUmero de elementos.

Para o dominio em estudo, a malha gerada segue ilustrada na Figura 1, e possui os seguintes

dados de construgao:

Area = 357.433 Km2;

nte = 100.116 (NUmero total de elementos);

ntn = 50.504 (NUumero total de nés);

» nf = 890 (NUmero de nos da fronteira).

Figura 1: Malha da regido da Bacia Sedimentar da Foz do Amazonas

Fonte: Elaborada pelos autores no software GMSH.

Durante o processo de constru¢cdo da malha, um dos aspectos essenciais que recebeu atengéo

foi a determinagédo precisa das posi¢coes dos elementos geométricos. Essa abordagem permitiu a
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identificacao dos nos e, consequentemente, a distingdo entre segmentos e triangulos. A malha foi
gerada levando em consideragéo o critério de estabilidade, representado pelo Numero de Péclet.
Apébs a andlise dos valores de velocidade e do parametro de difusdo, conseguimos calcular um
valor maximo para o passo de malha, assegurando assim as condi¢cdes necessarias para o Péclet
(Oliveira, 2024).

6 Perfil de Velocidades

O perfil de velocidades foi desenvolvido a partir de uma estrutura de dados do Ocean Surface
Current Analysis Real-time (OSCAR) hospedada pelo Physical Oceanography Distribucted Active
Archive Center (PODAAC) (Lagerloef, Bonjean e Dohan, 2009).

A partir dessa estrutura de dados, extraimos para o software Matlab as informagdes para tornar
possivel a visualizacao das correntes oceanicas do globo terrestre. Para nosso estudo, desenvolve-
mos o algoritmo que gera o perfil de velocidades da regiao de estudo, a BSFA. Para isso, determina-
mos o perfil parabdlico de velocidades das entradas de dgua de cada saida da foz do rio Amazonas

e de outros pequenos afluentes.

Apoés a implementacao, foi feita uma interpolacao pelo Método de Krigagem possibilitando gerar
o perfil de velocidades da BSFA como mostra na Figura 2. Observamos que esta figura contém setas
em vermelho para descrever as dire¢cdes das correntes maritimas da BSFA. Pelo fato da malha ser
muito refinada as setas em azul sdo tdo pequenas que ao ampliar ndo garantem uma boa resolugcéo
da imagem, optamos por fazer essa descricdo com as setas ao invés de gerar varias imagens

ampliadas.
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Figura 2: Perfil de velocidades da Bacia Sedimentar da Foz do Amazonas

Fonte: Elaborada pelo autores no software Matlab.

7 Simulacoes Numéricas

Para simular a concentragdo do poluente na BSFA foram inseridos dois focos (manchas) como
condicao inicial, assim sugerindo um derramamento de material impactante proveniente de poluigéo
urbana. Para o acompanhamento da dispersdo desse poluente foram escolhidos alguns nés que

estao distribuidos na extensdo da malha.

Observe na Tabela 1 os parametros utilizados na implementagéo do codigo executado no soft-
ware Matlab. Repare que o parametro At possui um valor considerado pequeno. Foi escolhido esse
valor, uma vez que algumas simulacées geraram instabilidades numéricas nos graficos quando se

escolhiam valores maiores.

Tabela 1: Parametros utilizados na simula¢do da disperséo de um poluente na BSFA

Parametros | Valores
o 0.75
Oc 0.001
At 0.002

Fonte: Elaborada pelos autores.
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Figura 3: Evolucao da disperséo do poluente na BSFA

0 iteragoes no tempo - condigao inicial 250 iteragoes no tempo x 107 500 iteragoes no tempo x10°

b e N

A

3 \

51 -50 49 48 -47 -46 51 -50 -49 48 -47 46 51 -50 49 48 -47 -46

Fonte: Elaborada pelos autores no software Matlab.

Na Figura 3, podemos observar a evolucado da dispersao do poluente na BSFA a partir das
duas saidas da foz do rio Amazonas. A primeira mancha de poluente encontra-se em um pequeno
arquipélago onde fica localizada a ilha de Marajé e a outra no canal do porto de Para. O algoritmo
foi executado com 2500 iteragdes no tempo, o que equivale a 5 unidades de tempo e os resultados

podem ser vistos nos graficos através de algumas iteragcoes que foram armazenadas.

Figura 4: Localizacao e analise do poluente do ponto 15103
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e
o
I

e
I
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0.05 [ i

0 100 200 300 400 500 600
NUmero de iteragdes no tempo

Fonte: Elaborada pelos autores no software Matlab.
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Figura 5: Localizacao e anélise do poluente do ponto 23127
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Fonte: Elaborada pelos autores no software Matlab.

Figura 6: Localizacao e analise do poluente do ponto 19502
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Fonte: Elaborada pelos autores no software Matlab.
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Figura 7: Localizagéo e analise do poluente do ponto 37360
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Fonte: Elaborada pelos autores no software Matlab.

Figura 8: Localizacao e anélise do poluente do ponto 4700
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Fonte: Desenvolvido pelos autores no software Matlab.

OLIVEIRA, Vitor Hugo Muniz; KRINDGES, André; MONTEIRO, Daniela Ribeiro; MEYER, Jo&do Frederico da

Costa Azevedo; SALVATIERRA, Marcos Marreiro. Modelagem e simulagdo numérica de um modelo

|@ @ | presa-predador com competi¢do sob o efeito de um poluente na BSFA: dispersdo-migracdo. REMAT: Revista
Eletronica da Matematica, Bento Gongalves, RS, v. 10, n. especial, p. €4012, 12 jul. 2024.
https://doi.org/10.356819/remat2024vi0iespecialid7108.




REMAT: Revista Eletronica da Matematica 18

Nas Figuras 4 e 5, temos os graficos dos pontos 15103 e 23127, respectivamente. Estes pontos
estao localizados nas regides onde o poluente se concentra inicialmente, observe que ha um rapido
decaimento na concentracio. A auséncia de uma fonte poluente continua, garante uma difusibilidade
e uma degradagao moderada sob a influéncia da circulagcao das correntes maritimas, que fazem com

que a dispersao do material impactante nesse ponto aconteca de forma gradativa.

Na Figura 6, temos o gréafico do ponto 19502, onde ndo ha concentracao inicial do poluente. Po-
demos perceber sua dispersao na regido deste ponto quando a curva do grafico aumenta e logo em

seguida diminui demonstrando o comportamento difusivo-advectivo do material impactante toxico.

Nas Figuras 7 e 8, temos os graficos dos pontos 37360 e 4700, respectivamente. Estes pontos
estao localizados mais distantes das regides onde se concentram inicialmente as manchas do polu-
ente, neles podemos observar a chegada do material impactante através da curva apresentada no
gréfico. Repare que a concentracao do poluente demonstram valores menores, isso se da também
pelo fendmeno difusivo-advectivo que nesta regidao apresentam um maior espalhamento devido ao

tempo que o poluente ja esté presente no local.

As localizag&os dos pontos foram escolhidas a partir da condic¢ao inicial dada pelas duas man-
chas de poluente definidas na regido (conforme Figura 3). A partir disso, foram escolhidos pontos
ao acaso com curta, média e longa distancia em relacao a condicao inicial, afim de obter o compor-

tamento em relagao a essas distancias a partir do inicio da dispersao do poluente.

Nas simulagdes também realizadas através do software Matlab do modelo de migragéo, as den-
sidades populacionais P;, e P, das duas espécies hipotéticas sdo consideradas distribuidas de
forma homogénea em todo o dominio, respeitando as condicbes de contorno e assumindo valores

pontuais iguais a 1. Sao apresentados na Tabela 2 os parametros considerados nas simulacgoes.

Tabela 2: Pardmetros utilizados na simulagao do convivio entre duas espécies competidoras sob o
efeito de um poluente na regiao da BSFA

Parametros | Valores Parametros | Valores
oq 0.05 1e%) 0.025
Uy —0.01 Wy 0.01
U,y 0.01 Wy —0.01
P1 0.05 P2 0.02
o 1.5 x 107° 3o 1x10°°
al 4 %1073 as 5x 1073
K 90.000 At 0.25

Fonte: Elaborada pelos autores.
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Figura 9: Distribuicao das densidades populacionais das duas espécies na BSFA concentradas nas

condigbes iniciais determinadas hipoteticamente

Espécie P1 com 0 iteragbes no tempo - condigao inicial

Fonte: Elaborada pelos autores no software Matlab.

Figura 10: Distribuicao das densidades populacionais das duas espécies na BSFA apds 250 itera-

¢des no tempo, o que corresponde a t = 62, 5 unidades de tempo
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Fonte: Elaborada pelos autores no software Matlab.

OLIVEIRA, Vitor Hugo Muniz; KRINDGES, André; MONTEIRO, Daniela Ribeiro; MEYER, Jo&do Frederico da
Costa Azevedo; SALVATIERRA, Marcos Marreiro. Modelagem e simulagdo numérica de um modelo
presa-predador com competi¢do sob o efeito de um poluente na BSFA: dispersdo-migracdo. REMAT: Revista
Eletronica da Matematica, Bento Gongalves, RS, v. 10, n. especial, p. €4012, 12 jul. 2024.
https://doi.org/10.356819/remat2024vi0iespecialid7108.




REMAT: Revista Eletronica da Matematica 20

Figura 11: Distribuicdo das densidades populacionais das duas espécies na BSFA apéds 500 itera-

¢bes no tempo, o0 que corresponde a t = 125 unidades de tempo
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Fonte: Elaborada pelos autores no software Matlab.

As Figuras 9, 10 e 11 representam dados significativos sobre as distribuicbes das densidades
populacionais das espécies P, e P, em resposta ao efeito de um poluente ao longo do tempo. A
andlise dessas figuras revela insights importantes sobre como o poluente impacta essas populagdes
e como elas evoluem ao longo de 500 iteragdes, correspondendo a um tempo final de 125 unidades

de tempo.

Primeiramente, as figuras apresentam uma variacdo consideravel nas distribuicdes das densi-
dades populacionais ao longo do tempo. Isso sugere que o poluente em questdo tem um impacto
din@mico e significativo nas espécies P, e P», levando a mudancgas substanciais em suas populag¢des

ao longo das iteracoes.

Além disso, é possivel observar que ha padrbes discerniveis nessas distribuicdes ao longo do
tempo. Por exemplo, ha periodos de aumento ou diminuicdo das populagbes em determinadas re-
gides do dominio em resposta direta ao aumento ou reduc¢do da concentragdo do poluente. Esses
padrbes fornecem insights sobre a relagdo causa-efeito entre o poluente e as populagcbes das espé-

cies estudadas.

Outro aspecto a considerar € que ha diferengas significativas nas respostas das espécies P, e P»

ao poluente. Por exemplo, a espécie P, é mais resiliente e capaz de se adaptar melhor as condigdes
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poluidas, enquanto P; € mais sensivel e sofre uma reducdo mais acentuada em sua populagao, o

que condiz com os parametros adotados nas simulagdes, ja que p2 < p;.

Figura 12: Localizacao e analise das migragdes populacionais no ponto 15103
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Fonte: Elaborada pelos autores no software Matlab.

Figura 13: Localizacao e analise das migracdes populacionais no ponto 23127

Evolucao de P1 e P2 - N6 23127
0.06 T T T

® No623127 e P

Densidades populacionais
o o
o o
w S
I T
. .

o

o

o
I

____—
-

0 - | | | |
0 100 200 300 400 500 600
NUmero de iteragdes no tempo

Fonte: Elaborada pelos autores no software Matlab.
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Figura 14: Localizacdo e andlise das migracdes populacionais no ponto 19502
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Fonte: Elaborada pelos autores no software Matlab.

Figura 15: Localizacao e analise das migracoes populacionais no ponto 37360
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Fonte: Elaborada pelos autores no software Matlab.
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Figura 16: Localizacao e anélise das migragdes populacionais no ponto 4700
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Fonte: Elaborada pelos autores no software Matlab.

As Figuras 12, 13, 14, 15 e 16 fornecem uma analise detalhada dos pontos escolhidos para es-
tudar a evolugao do crescimento populacional das espécies P; e P, sob a influéncia de um poluente,
considerando também a competicao interespecifica entre elas a cada etapa temporal.

Ao analisar essas figuras, é possivel observar como os pontos escolhidos representam diferentes
cenarios ou condigbes em relacao ao poluente e a competigcéo entre as espécies. Por exemplo, h&
pontos onde o poluente esta presente em niveis elevados, enquanto em outros pontos os niveis de
poluicdo sdo mais baixos (conforme Figuras 4, 5, 6, 7 e 8). Isso permite uma comparacao direta dos
efeitos do poluente no crescimento populacional das espécies em diferentes condi¢des ambientais.

Além disso, é pode-se observar que a presenca de uma espécie afeta diretamente o crescimento
da outra espécie em cada ponto analisado. Por exemplo, em areas onde as duas espécies competem
diretamente por recursos, ha uma redugao no crescimento populacional de uma das espécies devido
a competicdo mais intensa.

Outro aspecto a ser considerado é a evolugao temporal das populagées em cada ponto analisado.
E possivel observar que ha padrdes de crescimento, estabilizagao ou declinio ao longo do tempo e
como esses padroes se relacionam com a presenca do poluente e a competicao entre as espécies.
Observe que nas Figuras 15 e 16 esses padrdes de crescimento populacional sdo semelhantes,

porém na Figura 16 as densidades populacionais crescem mais rapido devido a concentragao de

OLIVEIRA, Vitor Hugo Muniz; KRINDGES, André; MONTEIRO, Daniela Ribeiro; MEYER, Jo&do Frederico da

Costa Azevedo; SALVATIERRA, Marcos Marreiro. Modelagem e simulagdo numérica de um modelo

|@ @ | presa-predador com competi¢do sob o efeito de um poluente na BSFA: dispersdo-migracdo. REMAT: Revista
Eletronica da Matematica, Bento Gongalves, RS, v. 10, n. especial, p. €4012, 12 jul. 2024.
https://doi.org/10.356819/remat2024vi0iespecialid7108.




REMAT: Revista Eletronica da Matematica 24

poluente ser mais baixa (conforme Figura 8).

8 Consideracoes Finais

No presente trabalho, o método dos elementos finitos, em conjunto com o método de Crank-
Nicolson, foi utilizado para estudar o efeito de um poluente nas dindmicas populacionais de duas
espécies em um cenario presa-predador. Os resultados obtidos a partir das simula¢gdes numéricas
permitiram que algumas consideracoes finais importantes emergissem.

Primeiramente, os resultados demonstram que a introdugao do poluente tem um impacto signifi-
cativo nas dindmicas populacionais das espécies envolvidas. Isso foi evidenciado pela alteracao nos
padrdes de crescimento e declinio das populagdes, bem como pela modificacao nas taxas de preda-
cao e competicdo. Além disso, a utilizagao dos métodos computacionais mencionados permitiu uma
analise detalhada e precisa dessas dinamicas, fornecendo insights valiosos sobre como o poluente
pode afetar ndo apenas as populagdes individuais, mas também as interagdes ecoldgicas entre as
espécies.

Essas constatagoes destacam a necessidade continua de monitoramento e gestdo ambiental
para minimizar os impactos negativos dos poluentes sobre os ecossistemas € as espécies que deles
dependem. Além disso, ressaltam a importancia de métodos computacionais consolidados, como
o método dos elementos finitos e o0 método de Crank-Nicolson, na andlise e previsdo dos efeitos
ambientais complexos.

Nesta direcao, pretende-se continuar esta pesquisa com dindmicas populacionais abordando os
mesmos métodos estudados, porém realizando uma analise mais detalhada de um modelo presa-

predador generalista na BSFA ja modelado e apresentar seus resultados numéricos.
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