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Resumo: Este trabalho apresenta uma formulagdo de Galerkin descontinua multiescala e nédo linear com o
objetivo de resolver problemas de convecgao-difusdo-reacdo. Considerando uma decomposicdo do espacgo
de aproximagao em duas escalas, macro e micro, 0 novo método introduz um operador nao linear de difusdo
artificial em ambas as escalas de discretizacdo, enquanto utiliza a abordagem descontinua somente na
macro escala. A micro escala € modelada através de fungdes bolha (fungbes polinomiais que se anulam
na fronteira dos elementos), permitindo a aplicagéo do processo de condensacgao estatica em cada elemento.
A discretizacdo do modelo numérico resulta em um sistema global de equacgdes associado aos pontos nodais
apenas da macro escala. Para avaliar as propriedades de estabilidade e convergéncia do esquema proposto,
foram realizados alguns experimentos numéricos e comparados com o método de Galerkin descontinuo
classico. A formulacdo proposta mostrou-se eficiente em eliminar as oscilagdes espurias que aparecem nas
regides de gradientes elevados em problemas com convecgcado/reagdo dominantes. Além disso, o método

apresentou taxas 6timas de convergéncia.
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Palavras-chave: Galerkin descontinuo; difuséo artificial; convecgao-difusao-reacao; fungdes bolha; métodos
multiescalas.

Abstract: This work presents a formulation of discontinuous multiscale and nonlinear Galerkin method aiming
to solve convection-diffusion-reaction problems. Considering a decomposition of the approximation space
into two scales, macro and micro, the new method introduces a nonlinear artificial diffusion operator at both
discretization scales, while employing the discontinuous approach only at the macro scale. The micro scale is
modeled through bubble functions (polynomial functions that vanish at the boundary of the elements), allowing
the application of the static condensation process in each element. The discretization of the numerical model
results in a global system of equations associated with nodal points only at the macro scale. To assess the
stability and convergence properties of the proposed scheme, several numerical experiments were conducted
and compared with the classical discontinuous Galerkin method. The proposed formulation proved to be
efficient in eliminating spurious oscillations that appear in regions of high gradients in problems with dominant
convection/reaction. Furthermore, the method exhibited optimal convergence rates.

Keywords: discontinuous Galerkin; artificial diffusion; convection-diffusion-reaction; bubble functions;
multiscale methods.

Resumen: Este trabajo presenta una formulacion de Galerkin discontinua multiescala y no lineal con el
objetivo de resolver problemas de conveccién-difusién-reaccién. Considerando una descomposiciéon del
espacio de aproximacion en dos escalas, macro y micro, el nuevo método introduce un operador no lineal
de difusion artificial en ambas escalas de discretizacion, mientras utiliza el enfoque discontinuo solo en la
macro escala. La microescala se modela a través de funciones burbuja (funciones polinomiales que se
anulan en la frontera de los elementos), permitiendo la aplicacion del proceso de condensacion estatica
en cada elemento. La discretizacion del modelo numérico resulta en un sistema global de ecuaciones
asociado a los puntos nodales solo de la macroescala. Para evaluar las propiedades de estabilidad y
convergencia del esquema propuesto, se realizaron algunos experimentos numéricos y se compararon
con el método de Galerkin discontinuo clasico. La formulacién propuesta se mostrd eficiente en la
eliminacién de las oscilaciones espurias que aparecen en regiones de gradientes elevados en problemas
con conveccién/reaccion dominantes. Ademas, el método presenté tasas 6ptimas de convergencia.
Palabras clave: Galerkin discontinuo; difusién artificial; conveccién-difusién-reaccion; funciones burbuija;
métodos multiescala.
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1 Introducao

A solucdo numérica de problemas de convecgido-difusdo-reacdo pode apresentar
instabilidades numéricas quando os termos de conveccao e/ou reacao preponderam em relacao
a difusdo. Isso acontece, em geral, com métodos convencionais, como 0 método de elementos
finitos de Galerkin (MEF) cléssico. A estratégia de refinamento de malha ndo é adequada neste
caso porque leva a um aumento consideravel no esforco computacional. Uma forma de superar as
fragilidades do MEF, para este tipo de problema, é recorrer a métodos de Petrov-Galerkin, também

chamados de métodos estabilizados.

Os métodos estabilizados introduzem uma difusao artificial no modelo numérico de modo que
a formulagéo resultante apresenta boas propriedades de estabilidade e convergéncia, fornecendo
solugbes numéricas livres de oscilagdes espurias. Essas estabilizagbes podem ser lineares ou
nao lineares. Como exemplos de formulacbes estabilizadas lineares para resolver problemas de
transporte dominados pela convecgao, mencionamos o método Streamline Upwind Petrov-Galerkin
(SUPG) (Brooks; Hughes, 1982), o método Galerkin-Least Square (GLS) (Hughes; Franca; Hulbert,
1989), o método Continuous Interior Penalty (CIP) (Burman; Hansbo, 2004), e o método Local
Projection Stabilization (LPS) (Barrenechea; Burman; Karakatsani, 2017). Todos esses métodos
fornecem solugdes numéricas globalmente estaveis, mas oscilagdes localizadas podem permanecer
em regides de altos gradientes. A eliminag@o dessas oscilagdes locais pode ser obtida através de

esquemas nao lineares, conhecidos como captura de descontinuidades (John; Knobloch, 2008).

Uma outra importante classe de métodos para resolver problemas predominantemente
convectivos é baseada na metodologia Galerkin descontinuo (GD). O método GD foi introduzido
por Redd e Hill, em 1973, para a solucdo da equacao hiperbdlica de transporte de néutrons (Reed;
Hill, 1973). Esses métodos possuem varias propriedades importantes, tais como, capacidade de
lidar com geometrias complexas, flexibilidade e adaptabilidade para refinamento h-p, facilidade no
uso de aproximacao de alta ordem e capacidade de paralelizacdo (Cockburn; Karniadakis; Shu,

2000).

Embora os métodos GD exibam boas propriedades de estabilidade para problemas
com convecgao dominante, eles podem apresentar solugdes nao fisicas (como densidade ou
concentracdo negativa) em regides de camadas limites, de modo que algum procedimento de
estabilizacdo adicional seja necessario para obtengdo de solugbes sem oscilagbes numéricas.

Existem vérias técnicas propostas para evitar essas oscilagbes indesejaveis em regides de
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gradientes acentuados, como limitadores de inclinagao (Cockburn; Hou; Shu, 1990); difusao artificial
(Persson; Peraire, 2006; Yucel; Stoll; Benner, 2013); multiescala nao linear (Arruda; Almeida; Do

Carmo, 2010a; 2010b) e técnicas de pds-processamento (Frerichs; John, 2021; 2022).

A metodologia multiescala nao linear apresentada em Arruda, Almeida e Do Carmo (2010g;
2010b), conhecida como Difusdo Dinamica (DD), considera uma decomposi¢cdo do espago de
aproximacao e do campo de velocidade em escalas resolvidas (macro) e nao-resolvidas (micro).
Um operador nao linear de difusdo artificial € adicionado a formulagdo numérica. A quantidade de
difusao artificial € determinada pela solugdo da equagao na escala resolvida a nivel de elemento,
conduzindo a um método auto-adaptativo e livre de parametros de estabilizacdo. Além disso, séo
necessarias duas malhas do dominio do problema: uma malha representando o espa¢co macro e
uma malha mais refinada, onde o problema é resolvido. Isso resulta em uma formulagdo com um
custo computacional elevado, em comparagédo com o método GD classico. Mais recentemente, o
método DD foi proposto no contexto continuo usando fungdes bolha na micro escala (Santos et
al., 2021; Valli et al., 2018), resultando em um método com boas propriedades de convergéncia
e estabilidade, além de ter um custo computacional da mesma ordem da formulagéo classica de

Galerkin continuo.

Neste trabalho apresentamos um novo método multiescala e nao linear utilizando uma
abordagem de Galerkin descontinuo para problemas com convecgdao dominante. O método pode
ser considerado uma versao descontinua do método DD apresentado por Valli et al. (2018). Além
disso, essa formulacdo € diferente da abordagem apresentada por Arruda, Almeida e Do Carmo
(2010a; 2010b), uma vez que utiliza fun¢des bolhas na micro escala, requerendo, dessa forma,
apenas uma malha de elementos finitos, associada a macro escala, para resolver o problema. O
método tem como ponto de partida uma formulacdo GD apresentada por Houston, Schwab e Suli

(2002), que € a mesma utilizada por Arruda, Almeida e Do Carmo (2010b).

O presente trabalho estd organizado da seguinte forma: apresentamos a equagao de
conveccgao-difusdo-reacdo, os conceitos e notacoes utilizados ao longo do texto, assim como a
formulacdo GD. Em seguida, o novo método é proposto. Por fim, alguns experimentos numéricos

séo apresentados.
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2 Meétodo Galerkin Descontinuo

Seja © € R? um dominio aberto limitado com fronteira de Lipschitz, I'. O problema de

convecgao-difusdo-reacao com condigao de contorno de Dirichlet é dado por

—kAu+ 3 -Vu+ou= fem(Q, )
1
u=gemI,
onde x > 0 é o coeficiente de difusdo, 3 € [WH*(Q2)]?> com V - 3 = 0 é o campo de velocidade,
o € L>®(Q) é o coeficiente de reagao, f € L*(Q2) é o termo de fonte e g € H/2(I'). A fronteira de

entrada é dada por

I_={z€eT; Bz) n(z) <0}, ()
onde n(x) representa o vetor unitario normal na direcao exterior a I' no ponto = € I'.

Considerando uma parti¢éo triangular regular do dominio €2, denotada por 7;, = {K'}, onde h
€ o parametro de malha, define-se o espaco quebrado de elementos finitos descontinuos da seguinte

forma:

Vi, ={veL*Q): v|lk € P1(K), VK € Tp}, (3)
onde P (K) denota o espaco de polindbmios lineares sobre K.

A fim de obter a formulagcdo Galerkin descontinua é necessario introduzir alguns conceitos
preliminares. Denotamos por &, o conjunto de todas as arestas em 7. Os conjuntos £) e £} contém
as arestas do interior e da fronteira, respectivamente. Dada uma fun¢ao escalar ¢ , suave por partes
em 7y, definimos o salto e a média, respectivamente, sobre uma aresta e € £ da seguinte forma:

elk, + ¢l
[[90]] = ()O‘Klnl + (p‘KerQ’ {SD} = #7 (4)
onde ¢|x, é a restricdo da fungéo ¢ ao elemento K;. Mais ainda, K; e K, sdo os elementos que
compartilnam a aresta e e n' e n? sdo os vetores unitarios normais a aresta e apontando para o

exterior do elemento K, e K, respectivamente. Para uma fungéo vetorial =, temos

T\, T TIK
[[T]]:T‘Kl'n1+T|K2'n27 {T}: | - 2 | z. (5)

Além disso, se e € &£, as definicdes de salto e média coincidem com os tragos sobre e das

respectivas fungoes.
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O método GD para o problema descrito na equagéo (1), definido em Houston, Schwab e Suli

(2002), consiste em achar u;, € Vj, tal que
Bap(up,vn) = Fap(vn), Vvp € Vi, (6)

onde

BGD(Uhavh Z/ HVU}L Vo, + 8- Vuh+auhvh)d

KeTy,
—K Z /{Vuh}[[vh]]ds + eok Z /[[uh {Vup}ds + kmoh ™ Z /[[uhﬂ [vn]ds
ect? ees? ect?
(7)
— Z / B [ur])vnds — Z / n)uyvpds
668 - eESh7
- K Z / Vuy, - n)vpds + €k Z /uh Vop, -n)ds + knrh™ Z /uhvhds
ecEf ecEf e€Ey

Fep(vp) / fopdx + ok Z / (Vup, -m)ds + knrh™ 1 Z /gvhds — Z / n)gupds,

KeTh ec€l ecE)l eeg -

(8)
em que ¢ = {—1,0,1}, o e nr sdo os parametros de penalizacdo das arestas do interior e
da fronteira, respectivamente. Na formulagao original, apenas um parametro de penalizagédo foi
utilizado, isto é, ng = nr. Porém, conforme discutido por Arnold et al. (2002), o parametro de
penalizagcao pode ser ajustado a fim de minimizar os saltos nas fronteiras dos elementos na solugao,
produzindo assim uma continuidade entre os elementos. Mais ainda, tal parametro pode fazer com
que a condicdo de contorno de Dirichlet seja satisfeita fraca ou fortemente, a depender do valor
assumido. Neste trabalho consideramos separadamente parametros de penalizagao no interior e na
fronteira do dominio, de forma a obter simultaneamente a continuidade inter-elementar e a satisfagao

forte ou fraca das condicdes de contorno de Dirichlet.

3 Meétodo Difusao Dinamica Descontinua com Fun¢c6es Bolha

Esta formulacido multiescala considera a metodologia descontinua aplicada apenas na escala
macro da discretizagdo. A escala micro ou fina é discretizada usando fungdes bolha. Além disso,
um operador de difuséo artificial ndo linear é adicionado a ambas as escalas. O método tem origem

nos trabalhos apresentados por Arruda, Almeida e Do Carmo (2010a) e Valli et al. (2018).
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O espaco definido na equacao € enriquecido com o espaco de fungbes bolha, definido
por
Vi ={we H(Q) : w|g € HY(K), YK € T,}. (9)

Uma funcéo bolha ¢, € V;, associada ao elemento K é positiva em K \ 0K e assume valor
1 no baricentro de K, conforme Figura Além disso, tal fungdo se anula no restante do dominio.
Neste trabalho utilizamos a fungéo bolha descrita por ¢, = 27N{* N5* N5¥, onde N* = N (x,y) sdo

as funcdes bases do espaco V. O espacgo enriquecido é representado pela soma direta

Ve =V, @V (10)

Figura 1— A esquerda tem-se a configuracdo dos nds no elemento triangular, onde os pontos azuis
sdo os pontos nodais em V}, € o ponto vermelho é o ponto nodal em V},; a direita tem-se a

representacao da fungao bolha utilizada

Fonte: Elaboracao dos autores (2023).

Portanto, a formulagdo Difusdo Dinamica Descontinua com fungcdes Bolha (DDB) consiste

em achar ug =up +up € Vg, comup € Vi, € up € V, tal que

Bep(ug,ve) + D(up;up,vg) = Fap(ve), Vv € Vg, (11)

7

onde vg = v, + vp, COM vy € Vi, € vy € V. O operador ndo linear de difusao artificial D(-;-,-) é

definido como

D(upiupg,vp) = Y / {(un)Vug - Vg de, (12)
KeT, 7K
onde
B [R(up)|
sTowt, S |[Vugll > tolg,
Elup) = { 2TVl noe (13)
0, caso contrario.

Na equagéo , h = coy/|K|, onde ¢y € uma constante, |K| é a area do elemento K,

R(up) = —kAup + B - Vuy, + oup, — f € o residuo da solugado da macro escala, uy,, no elemento K e
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tols € um namero positivo pequeno suficiente para evitar divisdo por zero. Neste trabalho utilizamos

tolg = 1075.

Dada a nao-linearidade do operador (12), utilizamos um processo iterativo para solugdo do

método DDB, definido por: dada a solugdo v no passo n, achar u”Jrl satisfazendo

BGD( n+1 )—|— D(uh, n+1,vE) = FGD(UE)a Yog € VEg. (14)

Substituindo v = u}*! + uy*! na equagéo (14) e considerando separadamente vt =
vt e vt = vt obtemos dois subproblemas; um macro dado por

Bep(uptt,vn) + Bap(up ™ v) + Y / E(up)Vupth - Vo do = Fgp(vp), Yo, € Vi;  (15)
KeTh

e um problema micro, descrito pela equagéo

Bap(up™,w) + Bap(up ™ o) + Y / E(up)Vutt - Vo do = Fap(w), Yo, € Vi, (16)
KeTn

uma vez que
/ Eup)Vultt . Wy, dz = / E(up) Vuptt - Wy, dz = 0. (17)
K K

Em cada elemento K € 7j, os problemas e resultam no seguinte sistema local

Apn Amp| |Un|  |[Fhr (18)
A, A | | Uy Fyk

onde Ay, € a matriz local associada ao termo Bgp(u}tt, v, N + S Eup) )Vupth - Vo, dz; Ap

é a matriz local associada ao termo BGD(u}}“,v ; Ay, € a matriz local associada ao termo

| g
Bap(up ™, w)] ;s Aw € a matriz local associada ao termo Bep (u) ', vp)| o+ [ E(uf) Vui - Vo, de;
Fy. i € o vetor local associada ao termo Fgp(vy }K e F, x é o vetor local associada ao termo
FGD(vb)\ - Os vetores Uy, e U, representam os valores das solugdes uy, € u, nos pontos nodais da

macro e da micro escala, respectivamente, em cada elemento K.

Como o suporte da fungéao bolha esta contido no elemento K, a solucado U, ndo depende
de outros elementos, sendo assim, utilizamos o processo de condensacao estatica para eliminar a

variavel Uy, na equagdo (18), resultando no sistema local reduzido
AgUp = Fr, (19)

onde Ax = Ann — Anp(Aw) T Apn € Fx = Fy ic — Anp(Aw) ' Fp . As matrizes e os vetores locais
do sistema reduzido sao utilizados para obter o sistema global que fornecera uma solugao

aproximada para o problema ().
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Para melhorar a convergéncia do processo iterativo nao linear, utiizamos o esquema de

relaxagao apresentado por Santos e Almeida (2007):

€ — w(up) + (1 - w)é(up™), (20)

onde o parametro w, neste trabalho, é definido por

0, se |[|[RuH)| = |RuP)|| < Chr,
e [[R(up, )| — [R(up)|] (22)

1/2, caso contrario,

com Cr =0, 2.

4 Resultados e Discussoes

Nesta secdo apresentamos o0s experimentos numéricos considerando dois problema de
conveccgao-difusdo com convecgcao dominante, um problema de difusdo-reacdo com reacédo
dominante e um problema com solugao suave para avaliarmos as taxas de convergéncia do método
proposto nas normas L?(Q2) e H'(Q). Os resultados numéricos sdo comparados com o método GD
descrito na equacgéao @ Vamos adotar ¢y = v/2, de modo que h = \/W Em todos os exemplos
o dominio espacial é dado por 2 = (0,1) x (0,1) e utilizamos uma malha triangular regular com 20

particdes nas direcoes x e y.
4.1 Exemplo 1: Problema com camada limite exponencial e parabdlica

Consideramos um problema bidimensional de convecgdo-difusédo onde x = 1074, 3 = (1,0),
f = 1 e com condi¢gbes de contorno de Dirichlet homogéneas, conforme descrito em Arruda,
Almeida e Do Carmo (2010b). A solucdo analitica possui camada limite exponencial em xz = 1 e
camadas limite parabdlicas em y = 0 e y = 1. Fora dessas camadas, a solugao é aproximadamente

igual a u(z,y) = =. A Figura[2 exibe as solugdes aproximadas obtidas pelos métodos GD e DDB.

Utilizamos de forma empirica, o = 60 e nr = 0, 15. Observamos que este valor do parametro
nr nao impds fortemente a condicdo de contorno de Dirichlet, mas foi suficiente para representar

as camadas limites em y = 0 e y = 1. Como consequéncia, o0 método GD apresenta oscilagdes
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Figura 2 — Solugdes obtidas com o0 método GD (a esquerda) e com o método DDB (a direita)

Fonte: Elaboragcao dos autores (2023).

espurias nessas camadas, enquanto o método DDB foi capaz de reduzir quase totalmente essas

oscilagdes numéricas.
4.2 Exemplo 2: Problema de conveccao-difusao com solucao analitica

Considere o problema bidimensional de convecgao-difusdo com x = 108 e B8 = (1,1). O

termo de fonte é definido de modo que a solugcao exata seja

w(z,y) = sin(rz/2) sin(ry/2) (1 — e@D/F)(1 — = 1)/k), (23)

Neste caso, a condicdo de contorno de Dirichlet € homogénea. A solucdo analitica e suas
aproximagdes obtidas pelos métodos GD e DDB s&o exibidas na Figura[3] Este exemplo foi extraido
de Oikawa (2014).

Neste experimento apresentamos dois cendrios: condigdo de contorno de Dirichlet imposta
fracamente e fortemente. Para o cenario onde a condicdo de contorno € imposta fracamente,
definimos 7y = nr = 4. Neste caso, o método GD apresenta uma boa aproximagao para a solugao.
O método DDB apresenta uma solucao semelhante. No segundo cenario definimos empiricamente
no = 3x10° e nr = 6 x 10%, de modo a satisfazer a condigao de contorno fortemente e a continuidade
inter-elementar. Neste caso, o método GD apresenta oscilagbes espurias por todo o dominio,

enquanto a solug¢ao obtida pelo método DDB é quase livre de oscilagdes numéricas.
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Figura 3 — Solugdo analitica (superior esquerdo), aproximacao obtida pelo método GD com condicéo

de Dirichlet imposta fracamente (superior direito) e fortemente (inferior esquerdo) e

aproximacao obtida pelo método DDB (inferior direito)

ML o =N A a

o

Fonte: Elaboragéo dos autores (2023).

4.3 Exemplo 3: Problema de difusao-reacao com reacao dominante

Neste experimento vamos avaliar o desempenho do método DDB para um problema
bidimensional de reag¢éo-difusdo, com x = 107°, 0 = 1 e f = 1. Além disso, a condi¢éo de contorno
é de Dirichlet homogénea. A Figura[4]apresenta as solugdes aproximadas obtidas pelos método GD
e DDB.

Neste caso, como o problema tem reacdo dominante, as oscilacbes restringem-se as regides
proximas as camadas limites. O método GD n&o é capaz de eliminar essas instabilidades numéricas,
enquanto que o método DDB apresenta uma solu¢cdao sem oscilagbes espurias. Os parametros de

penalizacéo utilizados foram 1y = 10* e nr = 10°.
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Figura 4 — Solugdes obtidas com o0 método GD (a esquerda) e com o método DDB (a direita)

Fonte: Elaboragcao dos autores (2023).

4.4 Taxas de convergéncia

Neste exemplo vamos avaliar as taxas de convergéncia do método DDB nas normas L?(12)
e H'(Q). Para isso, consideramos um problema bidimensional de convecgao-difusdo-reagdo onde
k=107 8 = (1,0)T e 0 = 1. O termo de fonte f e as condigdes de contorno de Dirichlet sdo

definidas de modo que a solugao exata (suave) do problema descrito na equacgao (1) seja

u(z,y) = sin(mx) cos(mx). (24)

A solugédo aproximada u;, € calculada em quatro malhas uniformes com 128, 512, 2048 e

8192 elementos. Os erros nas normas L?(2) e H' (), definidos por

le(@) |20y = /Q e@)? dz, le(@)|3 ) = le@)|20) + [ Ve@)| 220, (25)

onde e(x) = u(x) — up(x), sdo apresentados na Figura[5] considerando log h no eixo das abscissas
e log||e(z)| x no eixo das ordenadas. As integrais presentes na definicdo das normas séo resolvidas

através de integracdo numérica, a saber, quadratura gaussiana com quatro pontos nodais.

Taxas 6timas de convergéncia sao obtidas para ambos os métodos, GD e DDB, isto é, taxa
quadréatica na norma de L?(Q) e linear na norma de H'((2), conforme Figura 5l O método DDB

apresenta erros na norma de L?(f2) levemente maiores do que os erros obtidos pelo método GD.
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Figura 5 - Taxas de convergéncia dos métodos GD e DDB nas norma de L?(f2) & esquerda e de
H!(Q) a direita

log |[u - uhl|
log [ju - uhl|

loé " as a 2s ss s as loé b

Fonte: Elaboragao dos autores (2023).

5 Conclusoes

Apresentamos um método multiescala descontinuo e nao linear para solucdo numérica de
problemas de reagao-difusdo-convecgado. Um operador de difuséo artificial ndo linear é adicionado
a uma formulacdo GD descrita em um cenéario de discretizagdo de duas escalas, onde as
escalas finas sao discretizadas através de funcbes bolha. O método proposto é eficiente em
eliminar as oscilacées espurias que aparecem proximas as camadas limites de problemas com
convecgao/reagcao dominantes, conforme apresentado nos experimentos numéricos. Além disso,

0 esquema numérico apresentou taxas de convergéncia 6timas nas normas L?(2) e H(Q).

O método desenvolvido oferece uma abordagem promissora para resolver problemas
de transporte com convecgdo ou reagcao dominante. Como trabalhos futuros, destacamos o
ajuste correto dos parametros i e Cg, relacionados a difusao artificial e ao processo iterativo,
respectivamente; a insercao de algum tipo de estabilizacdo nas arestas dos elementos; o
desenvolvimento de estratégias para reducdo do custo computacional inerente as formulacdes
descontinuas; a descrigdo de estratégias para acelerar a convergéncia do processo iterativo nao

linear; a analise numérica do método; e a extensao para problemas transientes.
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