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Resumo: A rotulacédo de grafos é um dos topicos de pesquisa em Teoria de Grafos que associa um elemento
do grafo, como vértices ou arestas, a nimeros inteiros denominados rétulos. Existem muitos trabalhos na
literatura que investigam problemas relacionados a esse topico. Dado um grafo conexo G = (V,E) com
ao menos trés vértices, uma rotulagéo antimagica local é uma bijecéo f : E — {1,2,...,|E|} que induz,
naturalmente, uma rotulacdo de vértices em G, de modo que vértices adjacentes ndo admitem o mesmo
rétulo. A menor quantidade de rétulos de vértices, induzidos por todas as rotulagbes antimagicas locais
de G, denomina-se numero cromatico antimdgico local de G e, desde 2017, tal parametro tem recebido
muita atencdo dos pesquisadores. Neste artigo, construimos rotulagbes antimagicas locais para os grafos
pertencentes a classe dos grafos firefly e fornecemos expressdes que exibem o nimero cromatico antimagico

local para todos os grafos nessa classe.
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Palavras-chave: rotulagcdo antimagica local; nimero cromatico antimagico local; grafos firefly.

Abstract: Graph labeling is one of the Graph Theory research topics that associate a graph element, such as
vertices or edges, to integers called labels. There are many papers in the literature that investigate problems
related to this topic. Given a connected graph G = (V, E) with at least three vertices, a local antimagic labeling
is a bijection f : E — {1,2,...,|F|} which induces, naturally, a labeling of vertices in G, so that adjacent
vertices no admit the same label. The smaller number of vertex labels, induced by all local antimagic labels of
G, is called local antimagic chromatic number of G. Since 2017, this parameter has received a lot of attention
from researchers. In this article, we construct local antimagic labels for graphs belonging to the firefly graph
class and provide expressions that determine the local antimagic chromatic number for all graphs in this class.
Keywords: local antimagic labeling; local antimagic chromatic number; firefly graphs.

Resumen: El etiquetado de grafos es uno de los temas de investigacion de la Teoria de Grafos que asocian
un elemento del grafo, como vértices o aristas, a nimeros enteros llamados etiquetas. Hay muchos trabajos
en la literatura que investigan problemas relacionados con este tema. Dado un grafo conectado G = (V, E)
con al menos tres vértices, el etiquetado antimagico local es una biyeccién f : E — {1,2,...,|E|} que induce,
naturalmente, un etiquetado de vértices en G, de modo que los vértices adyacentes no tienen la misma
etiqueta. La menor cantidad de etiquetas de vértices, inducidas por todos los etiquetados antimagicos locales
de G, se llama numero cromatico antimagico local de G y, desde 2017, este parametro ha recibido mucha
atencion de los investigadores. En este articulo, construimos etiquetas antimagicas locales para los grafos da
clase firefly y proporcionamos expresiones que muestran el nimero cromatico antimagico local para todos los
grafos de esta clase.

Palabras clave: etiquetado antimagico local; nimero cromatico antimagico local; grafos firefly.
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1 Introducao

A Teoria de Grafos é usada em varios campos, como modelagem de redes, design de banco
de dados, agendamentos, problemas do caixeiro viajante etc. (Elumalai, 2020). A rotulagao de
grafos é um dos tépicos de pesquisa em Teoria de Grafos que associa um elemento do grafo, como

vértices ou arestas, a nimeros inteiros denominados rotulos.

Sejam G = (V, E) um grafo conexo simplese f: E — {1,2,...,|E|} uma bijecdo. Para cada

v €V, opesode v édado por f*(v) = > ek f(€), onde E(v) denota o conjunto das arestas que
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incidem em v. Se f*(v) # f*(u) para todo par de vértices distintos u,v € V, entdo f é denominada
rotulacdo antimagica de GG. Se uma tal rotulagédo existir, G é dito antimagico. Hartsfield e Ringel
(1990) introduziram o conceito de rotulacdo antimagica de um grafo e conjecturaram que todo grafo
conexo, com excecao do grafo completo K,, é antimagico. Desde entdo, a conjectura tem rece-
bido muita atengao, e foi provada para vérias classes especiais de grafos. Entretanto, a conjectura
ainda nao foi totalmente resolvida, mesmo para algumas classes de grafos particularmente simples,
como arvores. Para obter mais detalhes sobre classes conhecidas de grafos antimagicos, sugerimos
Gallian (2023).

Em 2017, dois grupos de pesquisadores, independentemente, consideraram uma condi¢ao
mais fraca de rétulos que distinguem vizinhos, ao invés de rétulos que distinguem vértices. De
acordo com Arumugam et al. (2017) e Bensmail, Senhaji e Lyngsie (2017), se f*(v) # f*(u) para
todo par de vértices adjacentes em G, entdo f é uma rotulagdo antimégica local de G. Ambos
0S grupos conjecturaram que todo grafo conexo, exceto Ko, é antimagico local. Tal conjectura foi
provada em Haslegrave (2018) usando métodos probabilisticos. Além disso, Arumugam et al. (2017)
definiram o nimero cromatico antimagico local para um grafo antimagico local. Tal invariante ja foi
estudada em algumas classes de grafos (Nazula; Slamin; Dafik, 2018; Sethuraman; Shermily, 2021).
Motivados por tal definicdo, neste artigo construimos rotulagdes antimagicas locais para os grafos
pertencentes a classe dos grafos firefly e exibimos expressdes para o nimero cromatico antimagico
local em cada caso. O texto esta organizado com os resultados preliminares na préxima segao e os

resultados originais na se¢ao seguinte.

2 Preliminares

Nesta secao, sao apresentados alguns conceitos e resultados basicos da Teoria de Grafos e
algumas defini¢cbes e teoremas relacionados ao numero cromatico antimagico local que sé&o neces-

sarios para compreensao do texto. Para mais detalhes, sugerimos Diestel (2017) e Merris (2001).

Seja G = (V, E) um grafo simples, com conjunto de vértices V' = {vy,va,...,v,} € conjunto
de arestas £ = {v;v;;i # j,v;,v; € V}. Indicamos por |V| e |E|, respectivamente, a ordem e o
tamanho de G. Dois vértices distintos, v; e v; em V, sdo ditos vertices adjacentes se v;v; € E
(e neste caso, diz-se que a aresta v;v; incide em v;), a vizinhanca de v; é o conjunto Ng(v;) =
{v; € V; vv; € E} e o grau do vértice v; € dado por d(v;) = |Ng(v;)|. Os vértices de grau 1 de G,

quando existem, sédo ditos vértices pendentes e uma aresta que incide em um vértice pendente é
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dita aresta pendente. Uma sequéncia finita (v1, v, ..., v;) de vértices de G € dita uma cadeia de v,
a v, quando v;v; 41 € E,onde 1 <i < k— 1. A cadeia é dita fechada quando v; = v, caso contrario,
a cadeia é aberta; e a cadeia € dita simples quando v; # v, onde 2 < 4,5 < k. Um caminho é
uma cadeia simples e aberta e um ciclo é uma cadeia simples e fechada. Um subgrafo de G é
um grafo H = (W, F) talque W C V e FF C E. Um grafo é dito conexo quando seu conjunto de
vértices é unitario ou existe um caminho ligando cada par de vértices de G. Caso contrario, o grafo
€ denominado desconexo. Um grafo conexo e sem ciclos € denominado drvore e as suas folhas sao

0S seus vértices pendentes.

Seja G = (V, E) um grafo. Uma k-coloragéo de G € uma rotulagéo ¢ : V. — {1,2,...,k}.
Os rétulos sdo denominados cores; os vértices com a cor ¢ pertencem a uma classe de cor. Uma
k-coloracdo de G é dita prépria se vértices adjacentes pertencem a classes de cores distintas e G
é k-colorivel se admite uma k-coloragéo prépria. O numero cromético de G, denotado por x(G), é o
menor inteiro k para o qual G é k-colorivel. Dado u € V, denotemos por E(u) ao conjunto formado
pelas arestas de G que incidem em u. As proximas definicbes sao dadas, pela primeira vez, por

Arumugam et al. (2017).

Defini¢ao 2.1. Seja G = (V, E) um grafo conexo de ordem n > 3 e tamanho m. Uma rotulagdo
antimagica local de G € uma bije¢do f : E — {1,2,...,m} tal que a rotulagdo de vértices induzida
fT:V — Z dada por f*(u) = ) B | (e) tem a propriedade de que quaisquer dois vértices
adjacentes em G tenham rotulos induzidos distintos. Um grafo é chamado antimagico local se tem

uma rotulagdo antimdgica local.

De acordo com Haslegrave (2018), todos os grafos conexos de ordem n > 3 admitem uma

rotulagédo antimagica local.

Definicao 2.2. Seja G um grafo antimagico local de ordem n. O numero cromatico antimégico local
de G, denotado por x,,(G), € o numero minimo de rotulos de vértices distintos, induzidos sobre

todas as rotulagées antimdgicas locais de G.

Para todo grafo antimagico local G, o nimero cromatico e o0 nimero cromatico antimagico
local relacionam-se pela desigualdade x;,(G) > x(G) e a diferenga, x;,(G) — x(G), pode ser arbitra-

riamente grande, como mostra o teorema a seguir, devido a Arumugam et al. (2017).

Teorema 2.3. Seja’l’ uma arvore de ordemn > 3. Se T possui ¢ folhas, entéo x;,(T) > ¢ + 1.
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Observacdo 2.4. O Teoremal|2.3 foi generalizado por Bac¢a, Semanicova-Fenovcikovd e Wang (2021),
onde os autores observam que a mesma desigualdade se verifica para grafos de ordemn > 3 com

£ vértices pendentes.

3 Resultados principais

Nesta secado sao apresentados os resultados obtidos ao investigarmos o nimero cromatico
antimagico local dos grafos na classe firefly cuja definicdo € dada em Aouchiche, Hansen e Lu-
cas (2011).

Definicao 3.1. Um grafo firefly, denotado por F, ., € um grafo de ordemn = 2r +s+2t+1 e
tamanho m = 3r + s + 2t, que consiste de r tridngulos, s arestas pendentes e t caminhos pendentes

de comprimento 2, todos compartilhando um vértice em comum.

Denotemos por F,, o conjunto formado por todos os grafos firefly com n vértices. Note que F,
contém a estrela, Fy o, 0 grafo stretched star, Fy ,+, 0 grafo da amizade, F o, € 0 grafo borboleta,

F, s 0. Além disso, para cada n > 2 temos

Frn ={Fr0,0, Fo,5,0, Fo,0,05 7,8, t > 1} U{F 50, Fro4, Fosts rs,t > 1 U{F 545 7,8,t > 1}

Em Arumugam et al. (2017) € determinado o numero cromatico antimagico local de varias
classes de grafos tais como caminhos, ciclos, certos grafos bipartidos completos, grafos roda e
alguns grafos em F,,. Em particular, os autores mostram que xi.(EFr0,0) = 3, Xx1a(Fos0) = s+ 1e
Xia(Fo1,t) = t + 2. A seguir, determinamos o numero cromatico antimagico local para os demais

grafos em F,.

Teorema 3.2. Sejam s et inteiros positivos. O numero cromatico antimagico local do grafo stretched

stars, Fy s+, € dado por xiq(Fost) = s+t + 1.

Prova. Considerando a rotulagao de vértices e arestas dada na Figura[i], particionamos os conjuntos

de vértices e arestas do grafo Fy s da seguinte forma

V(Fost) = {ctU{vi; 1 <i<t}U{u;; 1 <i<t}U{w;1<i<sh
E(Fost) = {cvi; 1 <i<t}U{cw; 1 <i<s}U{vu; 1 <i<t}
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Agora, consideremos a rotulagdo de arestas f : E(Fys:) — {1,2,...,s+ 2t} dada por

floiug) = 4, se 1<i<t;
flevi) = 2t+1—4, se 1<i<t;
flew;)) = 2t+1i, sel <i<s.

Note que f € uma rotulagdo antimagica local para o grafo F,  +, cujos rotulos de seus vértices,

induzidos por f, sdo

fruw) = 1, sel<i<t
frw) = 2t+1, se 1<i<t
frwi) = 2t+i, se1<i<s;
" _ (st+t)(s+3t+1)
f(e) 5 .

Como f*(wy) = 2t+1, obtemos x,(Fo,s1) < s+t+1. Logo, o resultado segue da combinagdo

desta ultima desigualadade com o Teorema|2.3

Na Figura mostramos a rotulag&o antimagica local do grafo Fj 4 4 € seu respectivo numero

cromatico antimagico local.

Figura 1 — Grafo Fy 4.4 cOM Xx14(F0.4,4) =9

9 10 11 12

w1 w2 w3 Wy

U1

v1u1

U1 u us Uy

Fonte: Elaboragéo dos autores.
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Teorema 3.3. Para cada inteirot > 2, o numero cromatico antimagico local do grafo starlike, Fy o,
é dado por

t+1, sete{2,3};
Xta(Fo,0,t) =
t+2, set>4.
Prova. Considerando as rotulagdes de vértices e arestas, indicadas na Figura[d, particionamos os

conjuntos de vértices e arestas de F;,; como a seguir.
V(F00t> = {C} U {1}1'; 1< < t} U {ui; 1< < t};

E(Fo()t) = {C'UZ‘; 1§i§t}U{7}iui; 1§i§t}.

Consideremos a rotulagcdo de arestas f : E(Foo+) — {1,2,...,2t} dada por
flev)) = 4, se 1<i<t,
f(vluz) = 2t+1—1q, se1<i<t.

Note que f € uma rotulagdo antimagica local para o grafo I, ., cujos rotulos de seus vértices,

induzidos por f, sdo dados por

frui) = 2t+1, se 1<i<t

fH(u) = 2t+1—14, se1<i<t:
tt+1)

fro - WD

Note que, parat € {2,3}, xia(Foo,:) < t+ 1. Do Teorema([2.3, segue que xi.(Foo:) =t +1
parat € {2,3}.

Parat > 4, temos f*(c) > 2t + 1 e, consequentemente,

Xia(Fo,0,6) <t +2. (1)

Seja g uma rotulaggo antimagica local qualquer de Fy ;. Assim, paral <i <'t,

> 2t > g(viug) = g7 (u;).

gt(e) = flvic) >

k=1

t(t+1)
2

Logo, g (c) ¢ {g™ (w;), g7 (v;); 1 <i < t}, donde
Xia(Fo,0,) >t + 2. (2)

Portanto, o resultado segue das desigualdades () e (2).

Na Figura [2| exibimos a rotulagdo antimagica local do grafo £y 5 e seu respectivo nimero

cromatico antimégico local.
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Figura 2 — Grafo Fy 05 com x;,(Foo5) =7

Cc

U1

U1

Uy U2 us Uy Us

Fonte: Elaboragédo dos autores.

Teorema 3.4. Sejamr e s inteiros positivos. O numero cromatico antimagico local do grafo borboleta,

F, 0, € dado por

3, ses=1;
Xla(Fr,s,O) =
s+1, ses>2.

Prova. Considerando as rotulagdes de vértices e arestas, indicadas na Figura[3, particionamos os

conjuntos de vértices e arestas de F, s, como a seguir.

V(Frs0) = {up1<i<r}U{v;1<i<rjuU{w;1<i<spuU{ch

E(Frs0) = {wvi; 1<i<r}U{cuj; 1 <i<r}U{cv;1<i<r}U{cw;1<i<s})

Como F o é um subgrafo de F, s o € xia(Fr00) = 3, obtemos

Xla(Fr,s,O) > 3. (3)

Considere a rotulagéo de arestas f : E(F,s0) — {1,2,...,3r + s} dada por

flwie) = 2r+1,

flwic) = 3r+i, onde 2<i<s;
fluw) = 1, onde 1<i<r;
fleu;)) = 2r+1-—1, onde 1<i<r;
flevi) = 3r+2—1i, onde 1<i<r
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Note que f é uma rotulagdo antimagica local para o grafo F, s o, cujos rotulos de seus vértices,

induzidos por f, sdo dados por

fHw) = 2r+1,

[Tw) = 3r+i, onde 2<i<s;
fru) = 2r+1, onde 1<i<r;
frwi) = 3r+2, onde 1<i<r;
ftle) = (27"—&—1)24-&(67’4-5—1—2).

Observe que para s = 1, temos x;.(F,10) < 3 que, combinado com a desigualdade (3),
obtemos xiq(Fr10) = 3. Para o caso em que s > 2, obtemos xq(Frs0) < s+ 1 e o resultado segue
da Observagdo|2.4,

Na Figura mostramos a rotulag&o antimagica local do grafo £ 4 € seu respectivo nimero

cromatico antimagico local.

Figura 3 — Grafo F2,470 com Xla(F2,4,0) =5

wq w2

U2
ULV

UaV2

(3}

Wy w3

Fonte: Elaboragédo dos autores.

Teorema 3.5. Sejam r et inteiros positivos. O numero cromatico antimagico local do grafo firefly

F,.0 € dado por

t+2, ser<t;

Xla(Fr,O,t) =
t+3, ser>t.
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Prova. Considere as particées dos conjuntos de vértices, V (F, ), e de arestas, E(F, ), do grafo

F, 04 como segue
{ui:1<i<t}U{v:1<i<t}U{w;:1<i<r}u{z:1<i<r}u{c}
{viu; : 1 <i<t}U{wiz;: 1 <i<r}U{cv;: 1 <i<t}U{ew;:1<i<r}U{ez:1<i<r},

onde os vértices u;, v;, w;, z; € c sdo denotados de acordo com aqueles ilustrados na Figura[4,

Agora, consideremos a rotulagdo de arestas f : E — {1,2,...,3r + 2t} definida por

flwizi) = t+1, onde 1<i<r,
floju;)) = 2t4+3r+1—1, onde 1<i<t;
flev)) = 1, onde 1<i<t
flew;)) = 2r4+t+1—1, onde 1<i<r,
flez) = 3r+t+1—1i, onde 1<:i<r

Como f € uma rotulagdo antimagica local para o grafo F. ., cujos rotulos de seus vértices,

induzidos por f, sdo

ffw) = 2t+3r+1, onde 1<i<t
fH(w) = 2t+3r+1—1, onde 1<i<t
fHw) = 2t+2r+1, onde 1<i<r;
fH(zi) = 2t+3r+1, onde 1<i<r;
fHe) = r(4r+2t+1)+w,
temos que
Xia(Frot) < t+3. (4)

Além disso, f*(w;) — fT(w;) =i—r paratodoi € {1,2,...,t}, donde
Xla(Fr,O,t) <t+2 (5)

sempre que r < t.

Seja g uma rotulagdo antimagica local qualquer de F.,;. Como g é uma bijegdo temos
2r+t
gt(c) > Z k> 3r + 2t.
k=1
Dado que F,: tem tamanho 3r + 2t, por definicdo de rotulagdo antimagica local, para cada

i€ {l1,2,...,t}, concluimos que

+ + +
g (u;) < g7 (vi) < g™ (o). (6)
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Combinando a desigualdade (€) com a Observagdo|2.4, obtemos

Xla(Fr,O,t) >t+ 2 (7)

e das desigualdades (B) e (7), xia(Fro0.t) = t +2, sempre que r < t. Utilizando técnicas semelhantes

a técnica usada na demonstragdo do Teorema(3.3, conclui-se a demonstragao.

Na Figura mostramos a rotula¢do antimagica local do grafo F3 1 e seu respectivo nimero

cromatico antimagico local.

Figura 4 — Grafo F5 1 com x4 (F5,0,1) =4

22

W22

w121 w3 z3
wy CcU1 23
@ U1
V1U1 11
e (@)
Uy 11

Fonte: Elaboragao dos autores.

O teorema a seguir completa a descricdo do numero cromatico antimagico local dos grafos

firefly.

Teorema 3.6. Sejam r, s et inteiros positivos. O numero cromatico antimagico local do grafo firefly

F, s € dado por

s+t+1, ser <t;
Xla(Fr,s,t):
s+t+ 2, ser >t.
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Prova. Note que o conjunto de vértices e de arestas do grafo F, s, podem ser particionados, res-

pectivamente, por
V(Frst) = {wi:1<i<t}U{v;:1<i<t}U{w;:1<i<r}uU{z;:1<i<s}U
{zi: 1 <i<r}u{ce},
E(F,st) = {vui:1<i<t}U{wizi:1<i<r}U{cr;:1<i<t}U{cw;:1<i<rju

{czi:1<i<rju{z:1<i<s},

onde os vértices u;, v;, w;, z;, x; € c S0 denotados de acordo com aqueles ilustrados na Figura[§

Agora, consideremos a rotulagéo de arestas f : E — {1,2,...,3r + 2t + s} definida por
flwiz)) = t+i, onde 1<i<r,
flogu)) = 2t+3r+1-—1, onde 1<:i<t;
flev)) = 1, onde 1<i<t;
flew;)) = 2r+t+1—1, onde 1<i<r;
flez = 3r+t+1-—u, onde 1<i<r;
flex;) = 3r+2t+1, onde 1<i<s

Note que f é uma rotulag&o antimagica local para o grafo F;. s +, cujos rotulos de seus veértices,

induzidos por f, sdo

ftvi) = 2t+3r+1, onde 1<i<t
ff(u) = 2t+3r41—14, onde 1<i<t;
fHi) = 2t+3r+1, onde 1<i<s;
fTw) = 2t+2r+1, onde 1<i<r;
fH(z) = 2t+3r+1, onde 1<i<nr;
ftle) = r{dr+2t+1)+ t(t; D + s(2t + 3r)
Logo,
Xia(Frst) < s+1+2. (8)

Além disso, parai =r <t obtemos f*(w,) = f*(u,) = 2t + 3r + 1. Assim,

Xla(Fr,s,t) <s+t+1. (9)

Combinando a desigualdade em (9) com a Observacdo|2.4 obtemos o resultado parat < r.
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Agora, considere r > t e g uma rotulagdo antimagica local qualquer de F, ;.. Como g € uma
bijecdo temos

gt(c)>3r+2t+s.
Dado que F, ,; tem tamanho 3r + 2t + s, por definigdo de rotulagdo antimagica local, para
cadai € {1,2,...,t}, concluimos que

gt (wi) < gt (vi) < g*(0). (10)

Das desigualdades em (10), obtemos
Xla(Fr,s,t) 23+t+2 (11)
e das desigualdades (8) e (11), xia(Frst) = s+t + 2, sempre que r > t.

Na Figura mostramos a rotulagéo antimagica local do grafo £ 32 € seu respectivo nimero

cromatico antimdgico local.

Figura 5 - Grafo F2)272 com Xla(F272)2) =5
T X9 11 12

w121 W2z2

U1 U2

Fonte: Elaboragéo dos autores.

4 Consideracoes finais

Assim como para o0 numero cromatico de um grafo, a caracterizagao do numero cromatico an-

timagico local de um grafo € um problema NP-completo e possui aplicagdes praticas (Utami; Wijaya;
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Slamin, 2020), o que justifica a importancia da investigacao de tal invariante em classes especifi-
cas de grafos. Neste artigo, resolvemos esse problema parcialmente, investigamos e determinamos

expressdes que exibem o nimero cromatico antimagico local de todos os grafos na classe firefly.
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