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Resumo: A Formulação Variacional Ultra Fraca (Ultra Weak Variational Formulation – UWVF) se apresenta

como uma metodologia promissora para a simulação de vários fenômenos ondulatórios. No entanto, o sis-

tema linear oriundo da discretização dessa formulação pode ser bastante mal condicionado, comprometendo

assim as estratégias para a estimativa de erro da solução aproximada. Nesta pesquisa, é feita uma análise do

condicionamento do sistema linear subjacente em relação à escolha de certas famílias de funções de base,

incluindo as clássicas ondas planas, na UWVF aplicada a um problema de valor de contorno (PVC) para a

equação de Helmholtz. Dentre as famílias implementadas, a formada por ondas cilíndricas baseadas em

funções de Bessel, escaladas com um fator global também baseado em função de Bessel, se destacou por

implicar em um número de condicionamento bastante menor do que os produzidos pelas demais famílias.

Esse destaque foi observado em todos os experimentos numéricos realizados, tanto para o caso da equação

Helmholtz homogênea quanto para o caso não homogêneo, variando-se tanto o número de funções da família

em questão quanto o refinamento das malhas computacionais utilizadas.

Palavras-chave: formulação variacional ultra fraca; equação de Helmholtz; sistemas mal condicionados; on-

das cilíndricas; funções de Bessel.

Abstract: The Ultra Weak Variational Formulation (UWVF) emerges as a promising methodology for simula-

ting various wave phenomena. However, the linear system resulting from the discretization of this formulation

can be highly ill-conditioned, compromising strategies for estimating the error of the approximate solution. In

this research, we analyze the conditioning of the underlying linear system concerning the choice of certain

families of basis functions, including classical plane waves, in the UWVF applied to a boundary value problem

(BVP) for the Helmholtz equation. Among the implemented families, the one formed by cylindrical waves ba-

sed on Bessel functions, scaled by a global factor also based on Bessel functions, stood out for implying a

significantly lower conditioning number than those produced by other families. This prominence was observed

in all numerical experiments conducted, both for the case of the homogeneous Helmholtz equation and for the

non-homogeneous case, while varying both the number of functions in the family in question and the refine-

ment of the computational meshes used.

Keywords: ultra weak variational formulation; Helmholtz equation; ill-conditioned systems; cylindrical waves;

Bessel functions.

Resumen: La Formulación Variacional Ultra Débil (Ultra Weak Variational Formulation – UWVF) se presenta

como una metodología prometedora para la simulación de varios fenómenos ondulatorios. Sin embargo, el

sistema lineal resultante de la discretización de esta formulación puede ser bastante mal condicionado, com-

prometiendo así las estrategias para la estimación del error de la solución aproximada. En esta investigación,

se realiza un análisis del condicionamiento del sistema lineal subyacente en relación con la elección de ciertas

familias de funciones de base, incluyendo las clásicas ondas planas, en la UWVF aplicada a un problema de

valor de contorno (PVC) para la ecuación de Helmholtz. Entre las familias implementadas, la formada por

ondas cilíndricas basadas en funciones de Bessel, escaladas con un factor global también basado en funcio-

nes de Bessel, se destacó por implicar en un número de condicionamiento significativamente menor que los

producidos por las demás familias. Este destacado se observó en todos los experimentos numéricos realiza-
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dos, tanto para el caso de la ecuación de Helmholtz homogénea como para el caso no homogéneo, variando

tanto el número de funciones en la familia en cuestión como el refinamiento de las mallas computacionales

utilizadas.

Palabras clave: formulación variacional ultra débil; ecuación de Helmholtz; sistemas mal condicionados; on-

das cilíndricas; funciones de Bessel.

Data de submissão: 11 de janeiro de 2024.

Data de aprovação: 27 de abril de 2024.

1 Introdução

A aproximação numérica de problemas de propagação de ondas é um tema de grande rele-

vância científica. A fidelidade da modelagem matemática em relação ao fenômeno físico e a com-

plexidade computacional dos algoritmos utilizados são pontos de discussão fundamentais, como

mostram os trabalhos de Bayliss, Goldstein e Turkel (1985), Hiptmair, Moiola e Perugia (2016) e Ju-

raev et al. (2024), por exemplo. Muitos desses modelos recaem em uma Equação Diferencial Parcial

(EDP), conhecida por equação de Helmholtz.

Neste artigo vamos analisar alguns aspectos numéricos de uma metodologia usada na simu-

lação de fenômenos ondulatórios conhecida por formulação variacional ultra fraca (Ultra Weak Vari-

ational Formulation – UWVF), introduzida originalmente por Cessenat e Després (1998). A UWVF

foi desenvolvida primeiramente com ondas planas como funções de base. Esta ferramenta compu-

tacional mostrou-se útil para a solução numérica das equações de Helmholtz e Maxwell.

Métodos numéricos que utilizam ondas planas como funções de base têm sido amplamente

estudados em física computacional e análise numérica, com o objetivo de aproximar a solução da

equação de Helmholtz (Farhat; Harari; Hetmaniuk (2003); Gittelson; Perugia (2008); Hiptmair; Led-

ger (2003); Laghrouche; Bettess; Astley (2002); Tezaur; Farhat (2006), para alguns exemplos). O

interesse por métodos que utilizam funções de base mais sofisticadas aumentou recentemente,

visando os desafios encontrados em problemas de alta frequência. O uso de outras famílias de fun-

ções como base para a UWVF foi explorado em trabalhos como Luostari, Huttunen e Monk (2012) e

Howarth, Childs e Moiola (2014). Além disso, sua aplicação tem sido estendida a outras equações

(veja o trabalho de Alvarez, García e Sarkis (2017), para um exemplo). No entanto, o sistema linear

oriundo da discretização dessa formulação pode ser bastante mal condicionado, comprometendo

assim as estratégias para a estimativa de erro da solução aproximada.
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Na presente pesquisa, investiga-se o uso de algumas famílias de funções como base na

UWVF para a equação de Helmholtz homogênea e não homogênea, buscando soluções aproxima-

das altamente precisas. Em particular, são consideradas funções de Bessel de primeira espécie e

funções de Hankel (funções de Bessel de terceira espécie) como funções de base. Detalhes sobre

essas funções podem ser vistos no livro de Watson (1966). A ideia é explorar o comportamento

do número de condicionamento do sistema linear em relação ao tipo e número de funções de base

escolhidas, bem como o tipo de elemento finito utilizado na discretização do domínio computacional.

O artigo está estruturado da seguinte maneira: na Seção 2 é feita uma descrição do pro-

blema de valor de contorno para a equação de Helmholtz. Na Seção 3 é apresentado a UWVF,

desenvolvendo os detalhes necessários para a resolução numérica do problema de Helmholtz pro-

posto. Na Seção 4 são apresentadas as famílias de funções que foram usadas na UWVF. Na Seção

5 são desenvolvidos os detalhes sobre condicionamento de sistemas lineares, necessários para as

análises dos experimentos numéricos realizados no trabalho. Na Seção 6 são apresentadas as si-

mulações e os experimentos numéricos, bem como suas discussões e análise. Por fim, na Seção 7,

as conclusões do estudo são destacadas.

2 O Problema de Helmholtz

Seja Ω um meio não homogêneo. A equação de Helmholtz para uma função desconhecida

u se apresenta como

∇ ·
(
1

ρ
∇u

)
+

κ2

ρ
u = f,

onde ρ e f são funções reais, com ρ positiva, e κ é uma função complexa, todas definidas em Ω.

Trata-se de uma importante EDP elíptica amplamente utilizada nas áreas de Acústica e Eletromag-

netismo, como retratado no livro de Nédélec (2001).

Na Acústica, trata-se de uma representação da equação da onda no domínio da frequência

e, por isso, ρ representa a densidade do meio, κ o número de onda e u o campo de pressão acústica,

para um determinado valor de frequência. Maiores detalhes da construção do modelo podem ser

vistos no livro de Auld (1973).

Além das áreas supracitadas, a equação de Helmholtz não homogênea surge em vários ou-

tros problemas relevantes, como problemas inversos (Borges; Gillman; Greengard, 2017), geofísica

computacional (Howarth; Childs; Moiola, 2014), esquemas de diferenças para a equação de difu-
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são (Luostari; Huttunen; Monk, 2012). Naturalmente, são produzidos problemas com valores de

contorno.

Neste trabalho, o seguinte problema de Helmholtz para uma função desconhecida u é consi-

derado:

∇ ·
(
1

ρ
∇u

)
+

κ2

ρ
u = f, em Ω (1)

(
1

ρ

∂u

∂n
− iσu

)
= Q

(
−1

ρ

∂u

∂n
− iσu

)
+ g, em ∂Ω (2)

onde Ω é um domínio de Lipschitz. A densidade ρ é uma função real positiva e o número de onda κ

é uma função complexa, ambas definidas em Ω. O parâmetro σ é um número real positivo e n é o

vetor normal apontando para o exterior de ∂Ω. Note que, se o parâmetro Q ∈ C é tal que Q = −1,

a condição de fronteira é do tipo Dirichlet, se Q = 1 a condição de fronteira é do tipo Neumann,

enquanto que, se Q = 0, a condição de fronteira é do tipo Robin. Na primeira equação, o termo fonte

f é uma função conhecida, assim como a função g na segunda equação.

3 Formulação Variacional Ultra Fraca

Dentre as várias metodologias numéricas que utilizam ondas planas como funções de base,

este trabalho aborda o método da Formulação Variacional Ultra Fraca, introduzido originalmente

por Cessenat e Després (1998). Como o foco da pesquisa é a simulação computacional, é feita

uma construção direta do método, bastante próxima à feita na formulação original. No entanto, a

UWVF pode ser concebida como um caso de método de Galerkin descontínuo, que se mostra mais

interessante para as análises de estimativa de erro, como está feito no trabalho de Gittelson, Hiptmair

e Perugia (2009), por exemplo.

Na Formulação Variacional Ultra Fraca (UWVF), o domínio do problema é particionado em

um conjunto de elementos finitos {K1,K2, · · · ,KN}, dois a dois disjuntos, formando uma malha

(ver Figura 1). A solução exata do problema de contorno é aproximada por uma combinação linear

específica de funções de base que, no interior de cada elemento da malha, são soluções da equa-

ção de Helmholtz homogênea. Essa exigência leva, inevitavelmente, à adoção de funções de base

não polinomiais. Com isso, incorpora-se o comportamento oscilatório das soluções da equação de

Helmholtz na combinação linear aproximante. A borda entre os elementos Kk e Kj é denotada por∑
k,j , o vetor normal em ∂Kk por nk, e a borda exterior por Γk = ∂Ω ∩ ∂Kk. Além das caracterís-
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ticas geométricas, a malha para a UWVF é construída de tal forma que, em cada elemento Kk, os

parâmetros físicos ρ e k sejam constantes.

Figura 1 – Malha particionada em elementos finitos

Fonte: Elaboração dos autores (2023).

Essa abordagem de particionar o domínio em elementos finitos permite uma representação

mais localizada e adaptável da solução, permitindo uma melhor resolução do problema em regiões

de interesse. A malha pode ser refinada, adicionando-se mais elementos finitos onde necessário,

para obter uma solução mais precisa.

Com isso, o problema de Helmholtz pode ser decomposto em subproblemas, todos em meios

homogêneos, obtendo-se assim

∆uk + κ2kuk = f em Kk, (3)(
1

ρk

∂uk
∂nk

− iσuk

)
= Q

(
− 1

ρk

∂uk
∂nk

− iσuk

)
+ g em Γk, (4)

com condições de transmissão através de uma borda
∑

k,j dadas por

uk = uj , (5)

1

ρk

∂uk
∂nk

= − 1

ρj

∂uj
∂nj

. (6)

Essas condições garantem a continuidade do campo u através das interfaces entre os ele-

mentos da malha.

Então, para cada elemento Kk, temos o problema dado pelas equações (3) e (4), juntamente

com as condições (5) e (6) em Σk,j .
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Daqui em diante, fixa-se a seguinte notação: para um domínio limitado D ⊂ Rd, Hs(D),

s ∈ N, denota o espaço de Sobolev standard de ordem s de funções complexas. Para s = 0,

escreve-se L2(D) ao invés de H0(D). Para detalhes sobre os espaços de Sobolev, é indicado o livro

de Medeiros e Miranda (2010).

Supondo uk ∈ H2(Kk) e definindo uma nova função χk no “esqueleto” da malha,

χk =

((
− 1

ρk

∂

∂nk
− iσk

)
uk

) ∣∣∣∣
∂Kk

k = 1, 2, 3, · · ·N

obtemos, por integração,

N∑
k=1

∫
∂Kk

1

σk
χk

(
− 1

ρk

∂

∂nk
− iσk

)
vk =

N∑
k=1

∫
∂Kk

(
1

ρk

∂

∂nk
− iσk

)
uk

(
1

ρk

∂

∂nk
− iσk

)
vk

−
N∑
k=1

−2i

∫
Kk

fvk,

para todas as funções teste vk que satisfaçam a equação de Helmholtz adjunta, ou seja,

∆vk + κ2kvk = 0. (7)

Como ∂Kk = ∪jΣk,j ∪ Γk, podemos escrever

N∑
k=1

∫
∂Kk

1

σk
χk

(
− 1

ρk

∂

∂nk
− iσk

)
vk =

N∑
k=1

∑
j

∫
Σk,j

1

σk
χj

(
1

ρk

∂

∂nk
− iσk

)
vk

+
N∑
k=1

[∫
Γk

Q

σk
χk

(
1

ρk

∂

∂nk
− iσk

)
vk +

∫
Γk

g

σk

(
1

ρk

∂

∂nk
− iσk

)
vk

]
−

N∑
k=1

−2i

∫
Kk

fvk,

que é a formulação variacional ultra fraca para o problema de Helmholtz em meios heterogêneos.

Define-se, ainda, Fk : L2(∂Kk) −→ L2(∂Kk) por

Fk(yk) =

(
1

ρk

∂

∂nk
− iσk

)
vk

∣∣∣∣
∂Kk

,
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onde vk ∈ H1(Kk) satisfaz a equação de Helmholtz e
(
− 1

ρk
∂

∂nk
− iσk

)
vk = yk em ∂Kk. Com isso, a

UWVF se apresenta como:

N∑
k=1

∫
∂Kk

1

σk
χkyk −

N∑
k=1

N∑
j=1

1

σk
χkFK(yK)−

N∑
k=1

∫
Γk

Q

σk
χkFK(yK) =

N∑
k=1

∫
Γk

g

σk
FK(yK)

−2i
N∑
k=1

∫
Kk

fvk.

Nessa formulação UWVF, as funções desconhecidas χk são calculadas em ∂Kk usando as

funções teste yk, que também são funções em ∂Kk. Uma vez que cada χk foi calculado, tem-se,

pelas condições de transmissão,

χk + χj = −2iσuj em Σk,j .

Portanto,

u
∣∣
Σk,j

=
i

2σ
(χk + χj).

3.1 Discretização

Ainda seguindo a apresentação feita no trabalho original de Cessenat e Després (1998),

a UWVF é discretizada usando o método de Galerkin. Então, deve-se escolher subespaços de

dimensão finita dos espaços L2(∂Kk), k = 1, 2, · · · , N .

Para cada elemento Kk da malha, uma família finita de funções ϕk,l, l = 1, 2, · · · , nk é esco-

lhida de modo a satisfazer a equação de Helmholtz adjunta em Kk e ϕk,l = 0 em Ω−Kk. O espaço

aproximante discreto de L2(∂Kk) é formado por todas as funções yak tais que

yak =

Nk∑
l=1

yk,l

(
− 1

ρk

∂

∂nk
− iσk

)
ϕk,l em Σk,j k = 1, 2, · · · , N.

Analogamente,

χk,l =

Nk∑
l=1

χk,l

(
− 1

ρk

∂

∂nk
− iσk

)
ϕk,l em Σk,j k = 1, 2, · · · , N,
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onde {χk,l}Nk
l=1 são os parâmetros a serem calculados. Note que Fk(y

a
k) =

∑Nk
l=1 χk,l

(
1
ρk

∂
∂nk

− iσk

)
ϕk,l.

O problema aproximado para a UWVF é obtido substituindo-se χk por χa
k e yk por yak , tendo

a seguinte escrita matricial:

(D − C)X = b, (8)

onde X = (χ11, · · · , χ1Nk
, χ21, · · · , χ2Nk

, · · · , χN1, · · · , χNNk
)T e

D =



D1 0 0 . . . 0

0 D2 0 . . . 0

0 0 D3 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . DN


, (9)

em que D é uma matriz hermitiana, positiva definida, estruturada por blocos Dk dados por

Dl,m
k =

∫
∂Kk

1

σk

(
− 1

ρk

∂ϕk,m

∂nk
− iσkϕk,m

)(
− 1

ρk

∂ϕk,l

∂nk
− iσk

)
ϕk,l. (10)

A matriz C também é estruturada por blocos, sendo dada por

C =


C11 . . . C1Nk

...
. . .

...

CNk1 . . . CNkNk

 (11)

onde

C l,m
k,j =

∫
Σk,j

1

σk

(
1

ρk

∂ϕj,m

∂nk
− iσkϕj,m

)(
1

ρk

∂ϕk,l

∂nk
− iσk

)
ϕk,l

+

∫
Γk

Q

σk

(
− 1

ρk

∂ϕk,m

∂nk
− iσkϕk,m

)(
1

ρk

∂ϕk,l

∂nk
− iσkϕk,l

)
.

(12)

E, por fim,

bkj =

∫
Γk

g

σk

(
1

ρk

∂ϕk,l

∂nk
− iσkϕk,l

)
− 2i

∫
Kk

fϕk,l.

Uma vez resolvido o sistema, a solução aproximada fica:

u =

Nk∑
l=1

χk,lϕk,l, em Kk.
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4 Funções de Base

A seguir, são apresentadas as famílias de funções de base investigadas nos experimentos

numéricos 2-D da presente pesquisa. Todas essas funções satisfazem a equação (7). Para a imple-

mentação das matrizes (9) e (11), é necessário o cálculo do gradiente dessas funções para o uso

nas equações (10) e (12).

A base de ondas planas foi a família introduzida nos trabalhos originais de Cessenat e Des-

prés (1998). A principal vantagem é que suas funções podem ser integradas analiticamente. Elas

são dadas por

ϕk,l(x) =


eiκkdk,l·x em Kk,

0 em Ω−Kk,

onde x = (x, y) ∈ Ω e

dk,l =

(
cos

(
2π

l − 1

nk

)
, sin

(
2π

l − 1

nk

))
l = 1, 2, · · · , nk,

em que nk representa o número de funções de base. Os gradientes são dados por

∇ϕk,l = iκke
iκkdk,l·x

(
cos

(
2π

l − 1

nk

)
, sin

(
2π

l − 1

nk

))
.

No trabalho de Gittelson, Hiptmair e Perugia (2009) é observado que este tipo de família

tende a produzir sistemas muito mal condicionados para valores altos do número de funções nk.

Na base de ondas cilíndricas, que usa funções de Bessel de 1ª espécie, temos

ϕk,l(x) =


Jl(κk ∥ x− x0,k ∥)eilθ em Kk,

0 em Ω−Kk,

onde x = (x, y) ∈ Ω, l é a ordem da função de Bessel Jl e θ é o ângulo polar sobre o baricentro do

elemento x0,k = (x0,k , y0,k). Os gradientes são dados por

∂ϕk,l

∂x
=

eilθ

∥ x− x0,k ∥

(
κk(x− x0,k)

2
[Jl−1(κk ∥ x− x0,k ∥)− Jl+1(κk ∥ x− x0,k ∥)]

−
il(y − y0,k)

∥ x− x0,k ∥
Jl(κk ∥ x− x0,k ∥))

)
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e

∂ϕk,l

∂y
=

eilθ

∥ x− x0,k ∥

(
κk(y − y0,k)

2
[Jl−1(κk ∥ x− x0,k ∥)− Jl+1(κk ∥ x− x0,k ∥)]

−
il(x− x0,k)

∥ x− x0,k ∥
Jl(κk ∥ x− x0,k ∥))

)
.

A base de ondas cilíndricas com fator de escala é uma redefinição da família anterior. Se-

guindo a sugestão dada nos trabalhos de Gittelson, Hiptmair e Perugia (2009) e de Luostari, Huttu-

nen e Monk (2012), temos

ϕk,l(x) =


Jl(κk∥x−x0,k∥)

Jl(κkLk)
eilθ em Kk

0 em Ω−Kk

,

onde Lk é um fator de escala.

A base de Trefftz, que é construída a partir de funções de Hankel, foi utilizada no trabalho de

Howarth, Childs e Moiola (2014) para um problema não homogêneo específico. Suas funções são

dadas por

ϕk,l(x) =


H1

0 (κk ∥ x− yk,l ∥) em Kk,

0 em Ω−Kk

,

onde H1
0 é a função de Hankel, x = (x, y) ∈ Ω,

yk,l =

(
x0,k +R cos

(
2π

l

nk

)
, y0,k +R sin

(
2π

l

nk

))
l = 1, 2, · · · , nk,

x0,k = (x0,k , y0,k) é o baricentro do elemento, e R é um escalar real.

Os gradientes são dados por

∂ϕk,l

∂x
=

κk

(
x− x0,k +R cos

(
2πl
nk

))
∥ x− yk,l ∥

H1
1 (κk ∥ x− yk,l ∥) e

∂ϕk,l

∂y
=

κk

(
y − y0,k +R cos

(
2πl
nk

))
∥ x− yk,l ∥

H1
1 (κk ∥ x− yk,l ∥).
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5 Condicionamento de Matrizes

Como o foco do trabalho é analisar o condicionamento do sistema linear dado por (8),

apresentam-se os conceitos básicos e fundamentais sobre condicionamento matricial. O assunto

é amplamente abordado na literatura dedicada à Álgebra Linear Computacional. Como referência, e

maior profundidade, dos conceitos e resultados apresentados nesta seção, recomenda-se o livro de

Cheney e Kincaid (2007).

Considere um sistema de equações lineares na forma matricial Ax = b, onde a matriz qua-

drada A é não singular. Seja xex a (única) solução deste sistema (xex = A−1b, onde A−1 denota

a inversa da matriz A). Em métodos aproximados, não se tem, na prática, acesso a esta solução

exata. Seja x̃ uma solução aproximada para o problema. Então, define-se o erro (absoluto) cometido

pela solução aproximada por e = xex − x̃ e o resíduo da solução aproximada como r = b−Ax̃. Note

que o resíduo, como definido acima, sempre pode ser calculado. Além disso, r = Ae. Como, na

prática, não é possível o acesso direto ao valor do erro cometido, usa-se, como medida indireta da

acurácia da aproximação, o valor do resíduo. Portanto, é necessário o entendimento quantitativo de

como essa estimativa se apresenta em relação ao valor do erro.

Considerando o espaço vetorial das matrizes munido de uma norma induzida, ∥ · ∥, pode-se

escrever

r = Ae ⇒


∥ r ∥≤∥ A ∥ ∥ e ∥

∥ e ∥≤∥ A−1 ∥ ∥ r ∥
⇒ ∥ r ∥

∥ A ∥
≤∥ e ∥≤∥ A−1 ∥ ∥ r ∥ .

Por outro lado,

b = Axex ⇒


∥ b ∥≤∥ A ∥ ∥ xex ∥

∥ xex ∥≤∥ A−1 ∥ ∥ b ∥
⇒ ∥ b ∥

∥ A ∥
≤∥ xex ∥≤∥ A−1 ∥ ∥ b ∥ .

Portanto,
1

∥ A ∥ ∥ A−1 ∥
∥ r ∥
∥ b ∥

≤ ∥ e ∥
∥ xex ∥

≤∥ A ∥ ∥ A−1 ∥ ∥ r ∥
∥ b ∥

.

O número de condicionamento da matriz A (ou do sistema Ax = b) é definido como sendo

o seguinte número real: cond(A) =∥ A ∥ ∥ A−1 ∥. No presente trabalho, é usada a norma induzida

pela norma euclidiana. Na norma euclidiana induzida, o número de condicionamento se apresenta,
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explicitamente, como

cond(A) =∥ A ∥2 ∥ A−1 ∥2=
σmax(A)

σmin(A)
, (13)

onde σmax(A) representa o maior valor singular de A e σmin(A) o menor valor singular.

Uma vez que ∥ · ∥ é uma norma induzida, sempre vale cond(A) ≥ 1. Sob esta definição, a

última inequação é reescrita da seguinte forma:

1

cond(A)

∥ r ∥
∥ b ∥

≤ ∥ e ∥
∥ xex ∥

≤ cond(A)
∥ r ∥
∥ b ∥

.

Com isso, o resíduo da solução aproximada só se apresenta como um majorante útil para o

erro (relativo) da aproximação quando o número de condicionamento da matriz A é um valor próximo

de 1. Uma matriz A é dita bem condicionada quando cond(A) ≈ 1. Se cond(A) ≫ 1, a matriz A é

dita mal condicionada.

No sistema linear (D − C)X = b, resultante da UWVF (equação (8)), a matriz D (9) é, em

geral, extremamente mal condicionada. O número de condicionamento desta matriz depende de

vários fatores. No trabalho de Cessenat e Després (1998), mostrou-se que os blocos Dk (equação

(10)) da matriz D têm seus números de condicionamento limitados inferiormente por

Ch
−2int(

nk
2
+2)

k , (14)

onde C é uma constante positiva, hk é o diâmetro dos elementos finitos e int(nk
2 + 2) é a parte

inteira de nk
2 + 2. A equação (14) revela que o condicionamento da matriz D se deteriora quando a

malha vai sendo refinada ou quando o número de funções de base aumenta. Simulações numéricas

feitas no trabalho de Howarth, Childs e Moiola (2014) mostram que o número de condicionamento

também depende no número de onda usado na equação (3). Com isso, vê-se que o comportamento

do condicionamento do sistema dado por (8) exige a avaliação de várias variáveis independentes.

Na tese de doutorado de Cessenat (1996), recomenda-se a forma precondicionada

(I −D−1C)X = D−1b. (15)

Nos experimentos numéricos a seguir, é investigada a influência do tipo de função de base e

do diâmetro h da malha de elementos finitos no condicionamento do sistema linear dado por (8).
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6 Simulações Numéricas

Na presente seção, são realizados experimentos numéricos para investigar tanto o caso ho-

mogêneo quanto o não homogêneo. O objetivo principal é analisar como o tamanho da malha de

elementos finitos, o tipo e a quantidade de funções de base influenciam o número de condiciona-

mento dos sistemas lineares associados à UWVF em cada cenário experimental. Todos os domínios

considerados são retangulares, e os números de onda são mantidos constantes. As condições de

contorno dadas em (2) para os problemas de Helmholtz são obtidas a partir de soluções analíticas

correspondentes à equação(1).

As implementações computacionais foram realizadas na plataforma MATLAB (MATLAB, 2020),

permitindo a seleção das diferentes famílias de funções de base abordadas neste estudo. As ma-

trizes dadas em (9) e (11) foram implementadas utilizando computação paralela. Exceto no caso

da base de ondas planas, onde as integrais necessárias para as matrizes D, C, e b podem ser re-

solvidas analiticamente, as integrais das equações (10) e (12) foram aproximadas usando o método

da quadratura de Gauss-Legendre, com 50 pontos. O esquema numérico foi calibrado e validado

usando soluções analíticas para ambos os casos, homogêneo e não homogêneo, com bons resulta-

dos para todas as famílias de funções discutidas.

Para as funções da família de ondas cilíndricas, os fatores de escala foram definidos como

a maior das arestas em cada elemento da malha de elementos finitos. A resolução dos sistemas

lineares foi realizada utilizando o método dos Resíduos Mínimos Generalizados e o método do Gra-

diente Biconjugado Estabilizado. Destes, o último demonstrou resultados superiores. O número de

condicionamento das matrizes foi avaliado na norma 2 (equação (13)).

Inicialmente, para o caso homogêneo, foram usados parâmetros ligados ao modelo apre-

sentado como aplicação ao imageamento sísmico, no trabalho de Howarth, Childs e Moiola (2014),

conforme segue: considere a equação de Helmholtz homogênea:

∇ · (∇u) + 0, 25u = 0, em Ω.

Para as condições de fronteira dadas por (2), impõe-se a solução exata

u(x) =
i

4
H1

0 (0, 5 ∥ x− x0 ∥), onde x = (x, y) ∈ Ω.
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Para o caso não homogêneo, considere

∇ · (∇u) − 25u = x3y4, em Ω.

Neste caso, para as condições de fronteira, impõe-se a solução exata, tal qual obtida no

artigo de Muleshkov et al. (2000):

u(x, y) = − 1

25
x3y4 − −12

625
x3y2 − 24

15625
x3 − 6

25
xy4 − 144

15625
xy2 − 432

390625
x.

Para ambos os casos, o domínio Ω = [0, 1]× [0, 1] foi particionado em uma malha de elemen-

tos finitos com comprimento (diâmetro máximo dos elementos) 0, 25, para posteriores refinamentos,

como representado na Figura 2.

Figura 2 – Malha inicial com aresta máxima 0.25

Fonte: Elaboração dos autores (2023).

Quando se aplica a UWVF, fixa-se uma malha e varia-se o número de funções de base. Nos

experimentos que se seguem, foram produzidas variações no tamanho da malha e no número de

funções de base, para cada família fixada. Para melhor visualização dos resultados, são apresenta-

dos os logaritmos decimais dos números de condicionamento devido ao forte mal condicionamento

das matrizes envolvidas. Como já observado no trabalho original de Cessenat e Després (1998),

esta é uma característica inerente da UWVF.
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6.1 Número de Condicionamento x Malha: caso homogêneo

Aqui, seguindo a sugestão dada na tese de doutorado de Cessenat (1996), analisa-se o

condicionamento do sistema linear (D − C)X = b (equação 8), em sua forma precondicionada

(I −D−1C)X = D−1b (equação 15).

Partindo-se da malha inicial (apresentada na Figura 2) e usando um número fixo de funções

de base, aplicou-se sucessivos refinamentos, resolvendo a UWVF para cada família de funções

considerada. O número de condicionamento da matriz (I −D−1C) foi armazenado em cada proces-

samento. Os gráficos desses processos, para cada uma das famílias, foram feitos em um mesmo

sistema de eixos e apresentados nas Figuras 3, 4, 5 e 6.

Figura 3 – Condicionamento em função da densidade da malha

Fonte: Elaboração dos autores (2023).
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Figura 4 – Condicionamento em função da densidade da malha

Fonte: Elaboração dos autores (2023).

Figura 5 – Condicionamento em função da densidade da malha

Fonte: Elaboração dos autores (2023).

BARROS FILHO, Julius Monteiro de; FERREIRA, Fernanda Lúcia Sá; CRUZ, Amaury Alvarez; VIGO, Daniel
Gregorio Alfaro. Comportamento do número de condicionamento na Formulação Variacional Ultra Fraca, com
funções de Bessel como base para a equação de Helmholtz não homogênea. REMAT: Revista Eletrônica da

Matemática, Bento Gonçalves, RS, v. 10, n. especial, p. e4004, 28 de junho de 2024.
https://doi.org/10.35819/remat2024v10iespecialid7054.

https://doi.org/10.35819/remat2024v10iespecialid7054


REMAT: Revista Eletrônica da Matemática 18

Figura 6 – Condicionamento em função da densidade da malha

Fonte: Elaboração dos autores (2023).

No primeiro caso, representado na Figura 3, cada uma das bases definidas na Seção 4

foi considerada com cinco funções. Ainda que não se possa fazer uso direto da relação 14, pois o

precondicionamento está em uso, pode-se observar uma deterioração no condicionamento à medida

que a malha é refinada. A base de ondas cilíndricas com fator de escala apresentou os melhores

números de condicionamento, produzindo resultados sensivelmente superiores aos gerados pela

clássica base de ondas planas em malhas menos finas, embora, na malha mais fina, essa diferença

caia para ordem de 10 unidades. A base de Trefftz apresentou os piores resultados. Nota-se que a

introdução do fator de escala foi fundamental para a redução do mal condicionamento, uma vez que

a base de ondas cilíndricas não escalada gerou resultados ligeiramente piores que a base de ondas

planas. Vale notar que, na malha mais fina, a base de ondas cilíndricas não escalada apresenta

valores da ordem de 1010 unidades menores do que os gerados pela base de Trefftz.

O gráfico da Figura 4 representa o experimento com nove funções para cada família discutida.

Embora, qualitativamente, os comportamentos individuais de cada família sejam, em geral, bastante

similares ao caso anterior, vê-se que as distâncias relativas entre os números de condicionamento

das famílias de ondas cilíndricas com fator de escala e ondas planas aumenta: a base de ondas

cilíndricas com fator de escala tem, na malha mais fina, valores na ordem de 1010 unidades mais
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baixos do que a base de ondas planas. Além disso, a base de Trefftz supera a base de ondas

cilíndricas não escalada. Novamente, vê-se que o uso de funções de Bessel, por si só, não foi

capaz de reduzir o condicionamento dos sistemas discutidos, sendo fundamental o uso do fator de

escala para esse propósito. Com 9 funções nas bases estudadas, a base de ondas cilíndricas não

escaladas apresentou os piores resultados. Vale notar que os números de condicionamento são

maiores do que no experimento anterior, quando se tinha menos funções de base.

Nos gráficos das Figuras 5 e 6 observa-se um comportamento qualitativo do grupo de famílias

analisadas similar ao apresentado no gráfico da Figura 4, com algumas diferenças quantitativas

marcantes. Primeiro, observa-se que os valores dos números de condicionamento gerados pela

família de ondas cilíndricas não escaladas se tornam drasticamente maiores, principalmente nas

malhas mais finas. Embora esse aumento seja esperado para números de funções de base mais

altos na UWVF, pode-se notar que as demais famílias apresentam um aumento consideravelmente

menor e bem mais estável.

A base de ondas cilíndricas com fator de escala apresentou os melhores resultados em re-

lação ao condicionamento. A base de Trefftz, a partir de nove funções na base, se apresenta como

uma melhor escolha em relação à base de ondas cilíndricas (sem fator de escala), embora ainda

apresente resultados inferiores aos produzidos com a clássica base de ondas planas. A base de

ondas planas apresenta resultados menos discrepantes dos produzidos pela base de ondas cilíndri-

cas, conforme se aumenta o número de funções de base. No entanto, notando que os resultados

para o número de condicionamento estão em escala logarítmica, esta última base ainda apresenta

resultados sensivelmente superiores aos produzidos pela base clássica, como apresentado no grá-

fico da Figura 6. Os resultados também deixam claro que a introdução do fator de escala nas ondas

cilíndricas é fundamental para o melhor desempenho do condicionamento, uma vez que a família

baseada nas funções de Bessel sem fator de escala se mostrou uma escolha pior do que as ondas

planas em todos os casos.

6.2 Número de Condicionamento x Malha: caso não homogêneo

Nos experimentos para o caso não homogêneo, a matriz D, dada em (9), ficou muito pró-

xima de uma matriz singular, tornando o processo de precondicionamento, dado por (15), instável.

Portanto, a sugestão de precondicionamento dada na tese de Cessenat (1996) (recomendada ape-

nas para o caso homogêneo) não se mostrou adequada para este caso. Com isso, foi analisado o
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número de condicionamento da matriz D em função do tamanho da malha e do tipo de função de

base. Assim como no caso homogêneo, partiu-se da mesma malha inicial (Figura 1) e, fixado-se um

número de funções de base, foram aplicados sucessivos refinamentos e a UWVF foi resolvida para

o problema de Helmholtz não homogêneo, para cada família de funções considerada. Em todos os

cenários experimentais, foi observada a deterioração do número de condicionamento à medida que

a malhas se tornou cada vez mais fina, como previsto pela relação (14).

Figura 7 – Condicionamento em função da densidade da malha

Fonte: Elaboração dos autores (2023).
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Figura 8 – Condicionamento em função da densidade da malha

Fonte: Elaboração dos autores (2023).

Figura 9 – Condicionamento em função da densidade da malha

Fonte: Elaboração dos autores (2023).
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Figura 10 – Condicionamento em função da densidade da malha

Fonte: Elaboração dos autores (2023).

Uma outra característica numérica drasticamente diferente, quando comparado com o caso

homogêneo é que, embora em todos os casos analisados, a base de ondas cilíndricas com fator

de escala tenha também apresentado os melhores resultados em relação ao condicionamento do

sistema linear, a clássica base de ondas planas apresentou o pior resultado dentre todas as famílias

implementadas. Em particular, chama atenção a discrepância entre os números de condicionamento

gerados pelas ondas cilíndricas com fator de escala e as ondas planas. As últimas apresentam

valores de número de condicionamento, no mínimo, 1030 vezes maiores do que os gerados pelas

ondas cilíndricas com escala (lembrando que os resultados estão indicados em escala logarítmica).

Esses resultados sugerem a não utilização das ondas planas para problemas deste tipo, se o mal

condicionamento for um fator limitante. Ainda comparando com o caso homogêneo, quando fixado

um número de funções de base, o condicionamento do sistema linear produzido pela família de

ondas cilíndricas com fator de escala piora levemente para malhas cada vez mais finas.

Os casos com 13 (Figura 9) e 17 (Figura 10) funções de base apresentaram os resultados

mais estáveis, com destaque para o caso de 13 funções de base, por apresentar sistemas menos

mal condicionados. Ondas cilíndricas não escaladas confirmaram, assim como no caso homogê-

neo, que não são capazes de fornecer resultado tão bons, embora, neste caso não homogêneo, se
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apresentem como uma melhor opção do que as ondas planas. A base de Trefftz, a partir de nove

funções na base, se apresenta como a segunda melhor escolha, embora ainda gere resultados

extremamente inferiores aos produzidos com a base de ondas cilíndricas com fator de escala.

7 Conclusões

A metodologia UWVF foi inicialmente proposta como um método baseado em ondas planas

para a solução aproximada do problema de Helmholtz. Recentemente, para mitigar o fato do sistema

linear resultante ser mal condicionado o uso de outras classes de funções de base tem sido objeto

de investigação. Neste artigo, a partir de uma série de experimentos numéricos para o problema de

Helmholtz no caso homogêneo e não homogêneo, foi realizada uma análise do condicionamento do

sistema linear subjacente em relação à escolha de certas famílias de funções de base e ao tamanho

dos elementos da malha.

Os experimentos computacionais apresentados revelaram que a introdução do fator de es-

cala, particularmente utilizando famílias de ondas cilíndricas construídas a partir de funções de Bes-

sel, demonstrou uma redução significativa no número de condicionamento do sistema linear subja-

cente, em comparação com outras famílias de funções de base. Enquanto a clássica base de ondas

planas exibiu desempenho inadequado em termos de condicionamento, especialmente no caso não

homogêneo, a base de ondas cilíndricas com fator de escala emergiu como a mais promissora, em

ambas as configurações.

No entanto, vale ressaltar que a base de ondas planas pode ser uma opção viável em casos

onde a integração analítica é prioritária e o tempo de computação é um fator limitante. Sugere-se,

portanto, que análises adicionais e mais aprofundadas sejam direcionadas ao aprimoramento da

formulação com funções de Bessel escaladas, dada sua relevância na otimização do condiciona-

mento do sistema e, por consequência, na aplicabilidade efetiva da UWVF em diversos problemas

relevantes da matemática, engenharia e ciências aplicadas.
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