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Resumo: A Formulagéo Variacional Ultra Fraca (Ultra Weak Variational Formulation — UWVF) se apresenta
como uma metodologia promissora para a simulagao de varios fenémenos ondulatérios. No entanto, o sis-
tema linear oriundo da discretizacdo dessa formulag@o pode ser bastante mal condicionado, comprometendo
assim as estratégias para a estimativa de erro da solucdo aproximada. Nesta pesquisa, é feita uma analise do
condicionamento do sistema linear subjacente em relagdo a escolha de certas familias de fungdes de base,
incluindo as classicas ondas planas, na UWVF aplicada a um problema de valor de contorno (PVC) para a
equacao de Helmholtz. Dentre as familias implementadas, a formada por ondas cilindricas baseadas em
funcdes de Bessel, escaladas com um fator global também baseado em funcdo de Bessel, se destacou por
implicar em um numero de condicionamento bastante menor do que os produzidos pelas demais familias.
Esse destaque foi observado em todos os experimentos numéricos realizados, tanto para o caso da equagao
Helmholtz homogénea quanto para o caso nao homogéneo, variando-se tanto o nimero de fungdes da familia
em questdo quanto o refinamento das malhas computacionais utilizadas.

Palavras-chave: formulagao variacional ultra fraca; equacao de Helmholtz; sistemas mal condicionados; on-
das cilindricas; funcdes de Bessel.

Abstract: The Ultra Weak Variational Formulation (UWVF) emerges as a promising methodology for simula-
ting various wave phenomena. However, the linear system resulting from the discretization of this formulation
can be highly ill-conditioned, compromising strategies for estimating the error of the approximate solution. In
this research, we analyze the conditioning of the underlying linear system concerning the choice of certain
families of basis functions, including classical plane waves, in the UWVF applied to a boundary value problem
(BVP) for the Helmholtz equation. Among the implemented families, the one formed by cylindrical waves ba-
sed on Bessel functions, scaled by a global factor also based on Bessel functions, stood out for implying a
significantly lower conditioning number than those produced by other families. This prominence was observed
in all numerical experiments conducted, both for the case of the homogeneous Helmholtz equation and for the
non-homogeneous case, while varying both the number of functions in the family in question and the refine-
ment of the computational meshes used.

Keywords: ultra weak variational formulation; Helmholtz equation; ill-conditioned systems; cylindrical waves;
Bessel functions.

Resumen: La Formulacién Variacional Ultra Débil (Ultra Weak Variational Formulation — UWVF) se presenta
como una metodologia prometedora para la simulacién de varios fenémenos ondulatorios. Sin embargo, el
sistema lineal resultante de la discretizacion de esta formulacién puede ser bastante mal condicionado, com-
prometiendo asi las estrategias para la estimacion del error de la solucién aproximada. En esta investigacion,
se realiza un andlisis del condicionamiento del sistema lineal subyacente en relacién con la eleccién de ciertas
familias de funciones de base, incluyendo las clasicas ondas planas, en la UWVF aplicada a un problema de
valor de contorno (PVC) para la ecuacion de Helmholtz. Entre las familias implementadas, la formada por
ondas cilindricas basadas en funciones de Bessel, escaladas con un factor global también basado en funcio-
nes de Bessel, se destaco por implicar en un nimero de condicionamiento significativamente menor que los

producidos por las demas familias. Este destacado se observo en todos los experimentos numéricos realiza-
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dos, tanto para el caso de la ecuacion de Helmholtz homogénea como para el caso no homogéneo, variando
tanto el numero de funciones en la familia en cuestién como el refinamiento de las mallas computacionales
utilizadas.

Palabras clave: formulacién variacional ultra débil; ecuacion de Helmholtz; sistemas mal condicionados; on-
das cilindricas; funciones de Bessel.

Data de submissao: 11 de janeiro de 2024.

Data de aprovacao: 27 de abril de 2024.

1 Introducao

A aproximacao numérica de problemas de propagacao de ondas é um tema de grande rele-
vancia cientifica. A fidelidade da modelagem matematica em relacao ao fenémeno fisico e a com-
plexidade computacional dos algoritmos utilizados s&o pontos de discussdo fundamentais, como
mostram os trabalhos de Bayliss, Goldstein e Turkel (1985), Hiptmair, Moiola e Perugia (2016) e Ju-
raev et al. (2024), por exemplo. Muitos desses modelos recaem em uma Equacao Diferencial Parcial

(EDP), conhecida por equacao de Helmholtz.

Neste artigo vamos analisar alguns aspectos numéricos de uma metodologia usada na simu-
lacao de fendmenos ondulatérios conhecida por formulacao variacional ultra fraca (Ultra Weak Vari-
ational Formulation — UWVF), introduzida originalmente por Cessenat e Després (1998). A UWVF
foi desenvolvida primeiramente com ondas planas como fung¢des de base. Esta ferramenta compu-

tacional mostrou-se util para a solugdo numérica das equacgdes de Helmholtz e Maxwell.

Métodos numéricos que utilizam ondas planas como fungdes de base tém sido amplamente
estudados em fisica computacional e andlise numérica, com o objetivo de aproximar a solugao da
equacao de Helmholtz (Farhat; Harari; Hetmaniuk (2003); Gittelson; Perugia (2008); Hiptmair; Led-
ger (2003); Laghrouche; Bettess; Astley (2002); Tezaur; Farhat (2006), para alguns exemplos). O
interesse por métodos que utilizam fungdes de base mais sofisticadas aumentou recentemente,
visando os desafios encontrados em problemas de alta frequéncia. O uso de outras familias de fun-
cbes como base para a UWVF foi explorado em trabalhos como Luostari, Huttunen e Monk (2012) e
Howarth, Childs e Moiola (2014). Além disso, sua aplicagcao tem sido estendida a outras equacdes
(veja o trabalho de Alvarez, Garcia e Sarkis (2017), para um exemplo). No entanto, o sistema linear
oriundo da discretizacdo dessa formulacado pode ser bastante mal condicionado, comprometendo

assim as estratégias para a estimativa de erro da solugao aproximada.
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Na presente pesquisa, investiga-se o uso de algumas familias de fungées como base na
UWVF para a equacao de Helmholtz homogénea e ndo homogénea, buscando solugdes aproxima-
das altamente precisas. Em particular, sdo consideradas funcbes de Bessel de primeira espécie e
funcdes de Hankel (funcdes de Bessel de terceira espécie) como fungdes de base. Detalhes sobre
essas fungbes podem ser vistos no livro de Watson (1966). A ideia é explorar o comportamento
do numero de condicionamento do sistema linear em relagéo ao tipo € nimero de funcdes de base

escolhidas, bem como o tipo de elemento finito utilizado na discretizagdo do dominio computacional.

O artigo esta estruturado da seguinte maneira: na Secao 2| € feita uma descricao do pro-
blema de valor de contorno para a equacao de Helmholtz. Na Secao [3| é apresentado a UWVF,
desenvolvendo os detalhes necessarios para a resolugdo numérica do problema de Helmholtz pro-
posto. Na Secéo [4] sdo apresentadas as familias de funcdes que foram usadas na UWVF. Na Secéo
sdo desenvolvidos os detalhes sobre condicionamento de sistemas lineares, necessarios para as
andlises dos experimentos numéricos realizados no trabalho. Na Secao [6] sdo apresentadas as si-
mulagdes e os experimentos numéricos, bem como suas discussdes e analise. Por fim, na Secao

as conclusdes do estudo sdo destacadas.

2 O Problema de Helmholtz

Seja ©2 um meio nao homogéneo. A equagédo de Helmholtz para uma fungao desconhecida

u Se apresenta como
1 K2
V-|=-Vu] +—u=/,
p p
onde p e f sdo fungdes reais, com p positiva, e x € uma fungcdo complexa, todas definidas em (2.

Trata-se de uma importante EDP eliptica amplamente utilizada nas areas de Acustica e Eletromag-

netismo, como retratado no livro de Nédélec (2001).

Na Acustica, trata-se de uma representacdo da equacao da onda no dominio da frequéncia
e, por isso, p representa a densidade do meio, x 0 nUmero de onda e u 0 campo de pressao acustica,
para um determinado valor de frequéncia. Maiores detalhes da constru¢ao do modelo podem ser
vistos no livro de Auld (1973).

Além das areas supracitadas, a equacao de Helmholtz ndo homogénea surge em varios ou-
tros problemas relevantes, como problemas inversos (Borges; Gillman; Greengard, 2017), geofisica

computacional (Howarth; Childs; Moiola, 2014), esquemas de diferencas para a equacao de difu-
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sdo (Luostari; Huttunen; Monk, 2012). Naturalmente, sdo produzidos problemas com valores de

contorno.

Neste trabalho, o seguinte problema de Helmholtz para uma funcédo desconhecida « € consi-

derado:
1 K2
V-l=-Vu)] +—u=f, emg (1)
P p
10w . —Q Lo +g, emon (2)
pOn pon

onde 2 é um dominio de Lipschitz. A densidade p € uma funcao real positiva e 0 numero de onda «
€ uma funcao complexa, ambas definidas em Q. O parametro ¢ € um numero real positivo e n € 0
vetor normal apontando para o exterior de 92. Note que, se o parametro @ € C é tal que Q = —1,
a condicao de fronteira é do tipo Dirichlet, se @ = 1 a condigcao de fronteira é do tipo Neumann,
enquanto que, se @ = 0, a condicao de fronteira é do tipo Robin. Na primeira equacao, o termo fonte

f € uma funcao conhecida, assim como a fungao g na segunda equagcao.

3 Formulacao Variacional Ultra Fraca

Dentre as varias metodologias numéricas que utilizam ondas planas como funcdes de base,
este trabalho aborda o método da Formulagéo Variacional Ultra Fraca, introduzido originalmente
por Cessenat e Després (1998). Como o foco da pesquisa é a simulacdo computacional, é feita
uma construcao direta do método, bastante proxima a feita na formulagéo original. No entanto, a
UWVF pode ser concebida como um caso de método de Galerkin descontinuo, que se mostra mais
interessante para as analises de estimativa de erro, como esta feito no trabalho de Gittelson, Hiptmair

e Perugia (2009), por exemplo.

Na Formulacao Variacional Ultra Fraca (UWVF), o dominio do problema é particionado em
um conjunto de elementos finitos { K, K»,--- , Ky}, dois a dois disjuntos, formando uma malha
(ver Figura 1). A solugédo exata do problema de contorno é aproximada por uma combinagéo linear
especifica de funcdes de base que, no interior de cada elemento da malha, sao solugdes da equa-
cao de Helmholtz homogénea. Essa exigéncia leva, inevitavelmente, a adogao de fungdes de base
nao polinomiais. Com isso, incorpora-se o comportamento oscilatério das solucbes da equacéao de
Helmholtz na combinag&o linear aproximante. A borda entre os elementos K, e K; é denotada por

Z,w, o vetor normal em 0K} por ng, € a borda exterior por I';, = 992 N 0K}.. Além das caracteris-
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ticas geométricas, a malha para a UWVF é construida de tal forma que, em cada elemento K, o0s

parametros fisicos p e k sejam constantes.

Figura 1 — Malha particionada em elementos finitos

ng

Fonte: Elaboragao dos autores (2023).

Essa abordagem de particionar o dominio em elementos finitos permite uma representacao
mais localizada e adaptavel da solugao, permitindo uma melhor resolugao do problema em regides
de interesse. A malha pode ser refinada, adicionando-se mais elementos finitos onde necessario,

para obter uma solucdo mais precisa.

Com isso, o problema de Helmholtz pode ser decomposto em subproblemas, todos em meios

homogéneos, obtendo-se assim

Auy, + miuk =f em K, (3)
<1(9uk — iauk> =q <—18uk — iauk> +g emlIy, (4)
Pk Ony pr Ong

com condi¢ées de transmissao através de uma borda », ; dadas por

1 Ouy 1 Ju;
—o =L (6)
P Ony, pj On;

Essas condi¢des garantem a continuidade do campo u através das interfaces entre os ele-

mentos da malha.

Entdo, para cada elemento K}, temos o problema dado pelas equagdes (3) e (4), juntamente

com as condi¢des (5) e (6) em = ;.
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Daqui em diante, fixa-se a seguinte notago: para um dominio limitado D ¢ R?, H*(D),
s € N, denota o espago de Sobolev standard de ordem s de fungdes complexas. Para s = 0,
escreve-se L?(D) ao invés de H°(D). Para detalhes sobre os espagos de Sobolev, é indicado o livro

de Medeiros e Miranda (2010).

Supondo u;, € H%(K},) e definindo uma nova fungéo x no “esqueleto” da malha,

(- g o) )
Xt = || ——5— —iok | up
pr Ony,

obtemos, por integracao,

[ L <_16_w)v_§/ (22 —in)u (Ll i)
i1’ 0Kk Uka pr Ony, b Ky, Pr. Ony k K pr. Ong k| Yk

k=1,2,3,---N

0Ky

para todas as fungdes teste v, que satisfagcam a equacao de Helmholtz adjunta, ou seja,

ATy, + kit = 0. (7)

Como 0K}, = U3, ; UT,, podemos escrever

N N
1 1 0 . > / 1 <1 0 . )

E —Xk| —— 55— — ok | vk = g E —xil —=— —io, | v
1 /E?Kk Ok Xk( Pk ony, ¥ g =1 J S Ok X3 Pk ony, & K

2]

N N
: <1 o > / g<1 o > ST

+E —Xk| —5— —top o+ | = —5— —iog |V —E —2i Uks
/rk o F\ oy, Oy ") ry Ok \ Pk Ong bR K, Tk

k=1 k=1
que é a formulagao variacional ultra fraca para o problema de Helmholtz em meios heterogéneos.

Define-se, ainda, F}, : L%(0Ky) — L?*(0K}) por

)

1 0 )
Fi(yr) = < - ZO’k) Vg
0K},

pr Ony
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onde v, € H'(K}) satisfaz a equagédo de Helmholtz e (—pika%k - iak) vr = yr em 0Kj. Com isso, a

UWVF se apresenta como:

N

N 1 N N 1 N Q g
— XKUYk — —xeFr(yx) — /XkFK(yK): /FK(Z/K)
z/ D IELETIED W I >

g
k=1j=1 F k

N
—92i Z .
k=17 Kk

Nessa formulacdo UWVF, as fungdes desconhecidas x sdo calculadas em dK. usando as
funcoes teste yx, que também sao fungbes em 0K. Uma vez que cada y; foi calculado, tem-se,

pelas condi¢gdes de transmisséo,

Xk + X5 = —QiUUj em Ek,j-

Portanto,
uls,, = 5 Xk TX5):

3.1 Discretizacao

Ainda seguindo a apresentagao feita no trabalho original de Cessenat e Després (1998),
a UWVF é discretizada usando o método de Galerkin. Entdo, deve-se escolher subespagos de

dimensao finita dos espagos L?(0Ky), k =1,2,--- , N.

Para cada elemento K;, da malha, uma familia finita de fungées ¢y, [ = 1,2, --- ,n;, € esco-
lhida de modo a satisfazer a equagéo de Helmholtz adjunta em K, e ¢; = 0 em Q — K. O espago

aproximante discreto de L?(0K},) é formado por todas as fungdes y¢ tais que

all 19
Yl = Ypi | —— 55— —io0k | Py emX; k=1,2,--- N.
‘ ; < Pk Ony, ) J

Analogamente,

Al 10
Xk, = Xk | ——5— —iop | by emE,; k=1,2,--- N,
; < Pk Ony, ) I
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onde {Xk,l}lNzkl s&o os parametros a serem calculados. Note que Fj,(yi) = ZlN;l Xkl (pik% - iak) Dkl

O problema aproximado para a UWVF & obtido substituindo-se x;. por xj e yi por yi, tendo

a seguinte escrita matricial:

(D-C)X =, (8)
onde X = (X11,° "+, XINy X215 * s X2Ng> - s XNLs***  XNN, )| €
(DI 0 0 0
0 Dy O 0
D=0 0 Ds 0 (9)
0 0 0 Dy |
em que D é uma matriz hermitiana, positiva definida, estruturada por blocos D, dados por
1 1 Obpm . 1 0gr; .
Dl,m — 7 o ) _ m P, > . 10
k /az(k o ( o omy 10k Pk, > < on omy, 1k P (10)
A matriz C' também é estruturada por blocos, sendo dada por
011 . ClNk
C = (11)
CNkl c. CNka
onde
m 1 (10¢;m . 10 ,
Cllc’,j :/ 0_7 <a¢]’ — ZUkaj,m) < a¢k,l — 10k> Qbk,l
Sy Ok \Pk ONg Pr Ony, (12)

1 0bpm . 10 .
+/ @ <— Ok, —20k¢k,m) < ut —20k¢k,l>-
r, Ok \ Pk Ong pr Ony

10 . . _—
b :/ g< Okl _ 20k¢k,l> - 21/ for-
Iy Ok \ Pk Ong Ky

Uma vez resolvido o sistema, a solugao aproximada fica:

E, por fim,

Ny

u = ZXM(bk,z, em Kj.
=1
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4 Funcoes de Base

A seguir, sdo apresentadas as familias de funcdes de base investigadas nos experimentos
numéricos 2-D da presente pesquisa. Todas essas fungdes satisfazem a equagao (7). Para a imple-

mentagao das matrizes (9) e (1), é necessario o célculo do gradiente dessas fungdes para o uso

nas equagoes e (12).

A base de ondas planas foi a familia introduzida nos trabalhos originais de Cessenat e Des-
prés (1998). A principal vantagem é que suas fungdes podem ser integradas analiticamente. Elas
séo dadas por

¢FRdI% em K,
Pri(x) =
0 emQ — K,

onde x = (z,y) € Qe

[—1 [—1
i = (Cos (%) sin (%)) I=1,2, ,m,
N ng

em que n; representa o numero de fungdes de base. Os gradientes sdo dados por

- —1 —1
Vor, = iFpe kX <cos <27rl) ,sin <27rl)> )
ng Nk

No trabalho de Gittelson, Hiptmair e Perugia (2009) é observado que este tipo de familia

tende a produzir sistemas muito mal condicionados para valores altos do numero de fungdes ny.

Na base de ondas cilindricas, que usa fungdes de Bessel de 12 espécie, temos

Ji(RE || x — X0k H)eiw em K,
Pri(x) =
0 emQ — K,
onde x = (z,y) € €2, [ é a ordem da funcéo de Bessel J; e 6 € o &ngulo polar sobre o baricentro do

elemento xo x = (zok , Yo,x). Os gradientes séo dados por

[Ji1(Rr (I % = %o ) = Jis (Fr || x = %o, [1)]

L)

Opr1 et (Klk(l“ — Tok)

or | x —xox |l 2
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0 etto K —
Pt _ ( K = Y08) (7 — o 1) = Jie (5 || % — %ok )]

oy |l x—xox| 2

illx — oK)
mjl(’ik | x—xo0x ) |-

A base de ondas cilindricas com fator de escala é uma redefinicdo da familia anterior. Se-
guindo a sugestao dada nos trabalhos de Gittelson, Hiptmair e Perugia (2009) e de Luostari, Huttu-

nen e Monk (2012), temos

Ji(Rellx—xo0xll) _il6
SR EXok eilf em K,

Pk 1(x) = 1L ;
0 emQ— K

onde L; é um fator de escala.

A base de Trefftz, que é construida a partir de fungbes de Hankel, foi utilizada no trabalho de
Howarth, Childs e Moiola (2014) para um problema nao homogéneo especifico. Suas fun¢des séo
dadas por

HYFr | x—yKal) em Ky,
(%) = 7
0 emQ— K,

onde H{ é a fungéo de Hankel, x = (z,y) € €,

l l
Ykl = (130714; + Rcos <27r> Yo,k + R sin (271')) [=1,2,--- ,ng,
ng ng

xok = (Zok , Yo,x) € 0 baricentro do elemento, e R € um escalar real.

Os gradientes sao dados por

2wl
Or. Kk (.”L’ — xok + Rcos (Tk)) o
o = Hx_ykl” Hll(/{k ||X—Yk71 ||) €
Obs K (y — Yok + R cos (i—’:)) L
8y - Hx_ykl ” Hl(KJk ||X_Yk,l ||)
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5 Condicionamento de Matrizes

Como o foco do trabalho é analisar o condicionamento do sistema linear dado por (8),
apresentam-se os conceitos basicos e fundamentais sobre condicionamento matricial. O assunto
é amplamente abordado na literatura dedicada a Algebra Linear Computacional. Como referéncia, e
maior profundidade, dos conceitos e resultados apresentados nesta secédo, recomenda-se o livro de
Cheney e Kincaid (2007).

Considere um sistema de equagdes lineares na forma matricial Ax = b, onde a matriz qua-
drada A é ndo singular. Seja z., a (Unica) solugdo deste sistema (z., = A~'b, onde A~! denota
a inversa da matriz A). Em métodos aproximados, ndo se tem, na pratica, acesso a esta solugcéao
exata. Seja 7 uma solucao aproximada para o problema. Entéo, define-se o erro (absoluto) cometido
pela solu¢do aproximada por e = z., — Z € 0 residuo da solugao aproximada como » = b — AZ. Note
que o residuo, como definido acima, sempre pode ser calculado. Além disso, » = Ae. Como, na
pratica, ndo € possivel o acesso direto ao valor do erro cometido, usa-se, como medida indireta da
acurdacia da aproximagao, o valor do residuo. Portanto, é necessario o entendimento quantitativo de

como essa estimativa se apresenta em relacao ao valor do erro.

Considerando o espaco vetorial das matrizes munido de uma norma induzida, || - ||, pode-se
escrever
[ rll<l Al el K _
r=Ae= HAHSIIeHSHAlHIMH.

Fell<l A= 1|

Por outro lado,
1o lI<Il Al zex | b

b Ao, — = o <lew i< A7 1161

| zea [I<ITATH 0]

Portanto,

1 el _ el 1y Il
<[f A IAT )

< .
FATTATHO ™ [ e | 1ol

O numero de condicionamento da matriz A (ou do sistema Az = b) é definido como sendo
o0 seguinte nimero real: cond(A) =|| A || || A~ ||. No presente trabalho, é usada a norma induzida

pela norma euclidiana. Na norma euclidiana induzida, o nimero de condicionamento se apresenta,
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explicitamente, como
Omazx (A)

B 1.
cond(A) =|| Allz [| A7 [l2= Tmin(A)’

onde o4, (A) representa o maior valor singular de A e 0,,,;,(A) 0 menor valor singular.

Uma vez que || - || € uma norma induzida, sempre vale cond(A) > 1. Sob esta definicdo, a

Ultima inequacao é reescrita da seguinte forma:

L frdll o el
<

| 7|l
< <c
cond(A) [ b = [| Zex ||

ol

ond(A)

Com isso, o residuo da solucao aproximada sé se apresenta como um majorante util para o
erro (relativo) da aproximagao quando o numero de condicionamento da matriz A € um valor préximo
de 1. Uma matriz A é dita bem condicionada quando cond(A) ~ 1. Se cond(A) > 1, amatriz A é

dita mal condicionada.

No sistema linear (D — C)X = b, resultante da UWVF (equagdo (8)), a matriz D (9) é, em
geral, extremamente mal condicionada. O numero de condicionamento desta matriz depende de
varios fatores. No trabalho de Cessenat e Després (1998), mostrou-se que os blocos D;, (equacao

(10)) da matriz D tém seus numeros de condicionamento limitados inferiormente por

Ch;zim(%ﬁ)’ (14)
onde C' é uma constante positiva, h; € o didmetro dos elementos finitos e int(%: + 2) € a parte
inteira de % + 2. A equagéo revela que o condicionamento da matriz D se deteriora quando a
malha vai sendo refinada ou quando o numero de fungbes de base aumenta. Simulagées numéricas
feitas no trabalho de Howarth, Childs e Moiola (2014) mostram que o nimero de condicionamento
também depende no nimero de onda usado na equagéo (3). Com isso, vé-se que o comportamento
do condicionamento do sistema dado por exige a avaliagcao de varias variaveis independentes.

Na tese de doutorado de Cessenat (1996), recomenda-se a forma precondicionada

(I-D7'C)X =D b (15)

Nos experimentos numéricos a seguir, € investigada a influéncia do tipo de funcédo de base e

do diametro h da malha de elementos finitos no condicionamento do sistema linear dado por (8).
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6 Simulacoes Numéricas

Na presente secao, sao realizados experimentos numéricos para investigar tanto o caso ho-
mogéneo quanto o ndo homogéneo. O objetivo principal € analisar como o tamanho da malha de
elementos finitos, o tipo e a quantidade de fungbes de base influenciam o niumero de condiciona-
mento dos sistemas lineares associados a UWVF em cada cenario experimental. Todos os dominios
considerados sao retangulares, e os numeros de onda sdo mantidos constantes. As condigdes de
contorno dadas em para os problemas de Helmholtz sdo obtidas a partir de solugdes analiticas

correspondentes a equagdo(T).

As implementac¢des computacionais foram realizadas na plataforma MATLAB (MATLAB, 2020),
permitindo a sele¢do das diferentes familias de fun¢des de base abordadas neste estudo. As ma-
trizes dadas em (9) e foram implementadas utilizando computacao paralela. Exceto no caso
da base de ondas planas, onde as integrais necessarias para as matrizes D, C, e b podem ser re-
solvidas analiticamente, as integrais das equacées e foram aproximadas usando o método
da quadratura de Gauss-Legendre, com 50 pontos. O esquema numérico foi calibrado e validado
usando solugdes analiticas para ambos os casos, homogéneo e ndo homogéneo, com bons resulta-

dos para todas as familias de fungdes discutidas.

Para as func¢des da familia de ondas cilindricas, os fatores de escala foram definidos como
a maior das arestas em cada elemento da malha de elementos finitos. A resolucdo dos sistemas
lineares foi realizada utilizando o método dos Residuos Minimos Generalizados e o método do Gra-
diente Biconjugado Estabilizado. Destes, o ultimo demonstrou resultados superiores. O numero de

condicionamento das matrizes foi avaliado na norma 2 (equagéo (13)).

Inicialmente, para o caso homogéneo, foram usados paréametros ligados ao modelo apre-
sentado como aplicacdo ao imageamento sismico, no trabalho de Howarth, Childs e Moiola (2014),

conforme segue: considere a equagao de Helmholtz homogénea:

V- (Vu) +0,25u=0, em Q.

Para as condicoes de fronteira dadas por (2), impde-se a solugao exata

u(z) = 2H3(0,5 | z—z0|]), ondex= (z,y) € .
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Para o caso ndo homogéneo, considere

V- (Vu) —25u=2z3* emqQ.

Neste caso, para as condi¢cdoes de fronteira, impde-se a solucio exata, tal qual obtida no
artigo de Muleshkov et al. (2000):

1 54 —12 4

24 . 6 144 432
- o e | 4 2
257 Y T st Y

u@y) = - 15625° 2577 T 1562577 390625
Para ambos os casos, o dominio © = [0, 1] x [0, 1] foi particionado em uma malha de elemen-
tos finitos com comprimento (didmetro maximo dos elementos) 0, 25, para posteriores refinamentos,

como representado na Figura 2.

Figura 2 — Malha inicial com aresta maxima 0.25

Geometria com Hmax=0.25
1r |

09} ]
08 ‘\’\/ Vo
B

07t B et \

0.6 % e

05} * e

04| - ]

031 =

Fonte: Elaboragdo dos autores (2023).

Quando se aplica a UWVF, fixa-se uma malha e varia-se o numero de funcdes de base. Nos
experimentos que se seguem, foram produzidas variagdes no tamanho da malha e no nimero de
funcbes de base, para cada familia fixada. Para melhor visualizagdo dos resultados, sao apresenta-
dos os logaritmos decimais dos nimeros de condicionamento devido ao forte mal condicionamento
das matrizes envolvidas. Como ja observado no trabalho original de Cessenat e Després (1998),

esta é uma caracteristica inerente da UWVF.
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6.1 Numero de Condicionamento x Malha: caso homogéneo

Aqui, seguindo a sugestdo dada na tese de doutorado de Cessenat (1996), analisa-se o
condicionamento do sistema linear (D — C)X = b (equagdo [8), em sua forma precondicionada
(I - D~'0)X = D~'b (equagéo [15).

Partindo-se da malha inicial (apresentada na Figura 2) e usando um numero fixo de fung¢des
de base, aplicou-se sucessivos refinamentos, resolvendo a UWVF para cada familia de funcbes
considerada. O nimero de condicionamento da matriz (I — D~'C) foi armazenado em cada proces-
samento. Os gréficos desses processos, para cada uma das familias, foram feitos em um mesmo

sistema de eixos e apresentados nas Figuras 3, 4, 5 e 6.

Figura 3 — Condicionamento em fungéo da densidade da malha

caso homogéneo: 5 fungées de base

26 T T
\ base de ondas planas
\\ — —+— - Bessel sem fator de escala
@ 24 1 S — ©— -Bessel com fator de escala | |
E N — —+— - base de Trefftz
= \
S22 F \ l
o +o
o
M ~ o
S 20t At .
o - .
~+ i
= | ~ e t
© I N -
o 187 - -7 1
, +
=2 4
z b, _
5 ~ 4
o186 T~ + .
g .xr;_').__ ST -t
T Tt~
14 O-___ 1
-0 __
——e e __
- =9
12 . . . . .
0.08 0.12 0.16 0.2 0.24
h maximo

Fonte: Elaboragdo dos autores (2023).
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Figura 4 — Condicionamento em fun¢ao da densidade da malha

caso homogéneo: 9 fungées de base

55 . .
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Fonte: Elaboragé@o dos autores (2023).
Figura 5 — Condicionamento em fun¢ao da densidade da malha
100 caso homogéneo: 13 fungoes de base
4 base de ondas planas
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Fonte: Elaboragao dos autores (2023).
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Figura 6 — Condicionamento em fun¢ao da densidade da malha

caso homogéneo: 17 fungdes de base
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Fonte: Elaboragao dos autores (2023).

No primeiro caso, representado na Figura 3, cada uma das bases definidas na Secao
foi considerada com cinco fungdes. Ainda que ndo se possa fazer uso direto da relacdo pois o
precondicionamento estd em uso, pode-se observar uma deteriora¢cdo no condicionamento & medida
que a malha é refinada. A base de ondas cilindricas com fator de escala apresentou os melhores
nuameros de condicionamento, produzindo resultados sensivelmente superiores aos gerados pela
classica base de ondas planas em malhas menos finas, embora, na malha mais fina, essa diferenga
caia para ordem de 10 unidades. A base de Trefftz apresentou os piores resultados. Nota-se que a
introducao do fator de escala foi fundamental para a redugéo do mal condicionamento, uma vez que
a base de ondas cilindricas nao escalada gerou resultados ligeiramente piores que a base de ondas
planas. Vale notar que, na malha mais fina, a base de ondas cilindricas ndo escalada apresenta

valores da ordem de 10'° unidades menores do que os gerados pela base de Trefftz.

O grafico da Figura 4 representa o experimento com nove fungdes para cada familia discutida.
Embora, qualitativamente, os comportamentos individuais de cada familia sejam, em geral, bastante
similares ao caso anterior, vé-se que as distancias relativas entre os nimeros de condicionamento
das familias de ondas cilindricas com fator de escala e ondas planas aumenta: a base de ondas

cilindricas com fator de escala tem, na malha mais fina, valores na ordem de 10'° unidades mais
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baixos do que a base de ondas planas. Além disso, a base de Trefftz supera a base de ondas
cilindricas ndo escalada. Novamente, vé-se que o uso de fung¢des de Bessel, por si s6, nao foi
capaz de reduzir o condicionamento dos sistemas discutidos, sendo fundamental o uso do fator de
escala para esse proposito. Com 9 fungdes nas bases estudadas, a base de ondas cilindricas nao
escaladas apresentou os piores resultados. Vale notar que os numeros de condicionamento séo

maiores do que no experimento anterior, quando se tinha menos fung¢des de base.

Nos gréficos das Figuras 5 e 6 observa-se um comportamento qualitativo do grupo de familias
analisadas similar ao apresentado no grafico da Figura 4, com algumas diferengcas quantitativas
marcantes. Primeiro, observa-se que os valores dos numeros de condicionamento gerados pela
familia de ondas cilindricas ndo escaladas se tornam drasticamente maiores, principalmente nas
malhas mais finas. Embora esse aumento seja esperado para numeros de fungdes de base mais
altos na UWVF, pode-se notar que as demais familias apresentam um aumento consideravelmente

menor e bem mais estavel.

A base de ondas cilindricas com fator de escala apresentou os melhores resultados em re-
lagdo ao condicionamento. A base de Trefftz, a partir de nove fungbes na base, se apresenta como
uma melhor escolha em relagdo a base de ondas cilindricas (sem fator de escala), embora ainda
apresente resultados inferiores aos produzidos com a classica base de ondas planas. A base de
ondas planas apresenta resultados menos discrepantes dos produzidos pela base de ondas cilindri-
cas, conforme se aumenta o numero de fungdes de base. No entanto, notando que os resultados
para o niumero de condicionamento estdo em escala logaritmica, esta Ultima base ainda apresenta
resultados sensivelmente superiores aos produzidos pela base classica, como apresentado no gra-
fico da Figura 6. Os resultados também deixam claro que a introducéo do fator de escala nas ondas
cilindricas é fundamental para o melhor desempenho do condicionamento, uma vez que a familia
baseada nas fungdes de Bessel sem fator de escala se mostrou uma escolha pior do que as ondas

planas em todos os casos.

6.2 Numero de Condicionamento x Malha: caso ndo homogéneo

Nos experimentos para o caso ndo homogéneo, a matriz D, dada em (9), ficou muito proé-
xima de uma matriz singular, tornando o processo de precondicionamento, dado por (15), instavel.
Portanto, a sugestao de precondicionamento dada na tese de Cessenat (1996) (recomendada ape-

nas para o caso homogéneo) nao se mostrou adequada para este caso. Com isso, foi analisado o
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nuamero de condicionamento da matriz D em fungao do tamanho da malha e do tipo de funcao de
base. Assim como no caso homogéneo, partiu-se da mesma malha inicial (Figura 1) e, fixado-se um
numero de fungdes de base, foram aplicados sucessivos refinamentos e a UWVF foi resolvida para
o problema de Helmholtz ndo homogéneo, para cada familia de funcdes considerada. Em todos os
cendrios experimentais, foi observada a deterioragédo do numero de condicionamento a medida que

a malhas se tornou cada vez mais fina, como previsto pela relacao (14).

Figura 7 — Condicionamento em funcao da densidade da malha
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Fonte: Elaboragao dos autores (2023).
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Figura 8 — Condicionamento em fun¢ao da densidade da malha

55

caso ndo homogéneo: 9 fungdes de base
T T

w B B WO
[#] (e 8] (o=
T T T T

|
n

n® de condi¢do em escala logaritmica
[¥]
(e
T

base de ondas planas
— —+— - Bessel sem fator de escala
— ©— - Bessel com fator de escala
— —+— - base de Trefftz 7

25 . 1

20 i 4
B T ittt et

15 i

10 + o9 ———— g

G-—-—-—- 0 —-———- o~
5 1 1 1 1 1
0.08 012 0.16 0.2 0.24
h maximo

Fonte: Elaboragé@o dos autores (2023).

Figura 9 — Condicionamento em fun¢ao da densidade da malha
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Figura 10 — Condicionamento em func¢édo da densidade da malha
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Uma outra caracteristica numérica drasticamente diferente, quando comparado com o caso
homogéneo é que, embora em todos os casos analisados, a base de ondas cilindricas com fator
de escala tenha também apresentado os melhores resultados em relagdo ao condicionamento do
sistema linear, a classica base de ondas planas apresentou o pior resultado dentre todas as familias
implementadas. Em particular, chama atengéo a discrepancia entre os numeros de condicionamento
gerados pelas ondas cilindricas com fator de escala e as ondas planas. As ultimas apresentam
valores de nimero de condicionamento, no minimo, 103° vezes maiores do que os gerados pelas
ondas cilindricas com escala (lembrando que os resultados estao indicados em escala logaritmica).
Esses resultados sugerem a nédo utilizagdo das ondas planas para problemas deste tipo, se o0 mal
condicionamento for um fator limitante. Ainda comparando com o caso homogéneo, quando fixado
um numero de fungcbes de base, o condicionamento do sistema linear produzido pela familia de

ondas cilindricas com fator de escala piora levemente para malhas cada vez mais finas.

Os casos com 13 (Figura 9) e 17 (Figura 10) fungdes de base apresentaram os resultados
mais estaveis, com destaque para o caso de 13 fungdes de base, por apresentar sistemas menos
mal condicionados. Ondas cilindricas ndo escaladas confirmaram, assim como no caso homogé-

neo, que ndo sao capazes de fornecer resultado tao bons, embora, neste caso ndo homogéneo, se
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apresentem como uma melhor op¢do do que as ondas planas. A base de Trefftz, a partir de nove
funcbes na base, se apresenta como a segunda melhor escolha, embora ainda gere resultados

extremamente inferiores aos produzidos com a base de ondas cilindricas com fator de escala.

7 Conclusoes

A metodologia UWVF foi inicialmente proposta como um método baseado em ondas planas
para a solu¢ao aproximada do problema de Helmholtz. Recentemente, para mitigar o fato do sistema
linear resultante ser mal condicionado o uso de outras classes de fungdes de base tem sido objeto
de investigacdo. Neste artigo, a partir de uma série de experimentos numéricos para o problema de
Helmholtz no caso homogéneo e ndo homogéneo, foi realizada uma analise do condicionamento do
sistema linear subjacente em relagéao a escolha de certas familias de fungdes de base e ao tamanho

dos elementos da malha.

Os experimentos computacionais apresentados revelaram que a introducéo do fator de es-
cala, particularmente utilizando familias de ondas cilindricas construidas a partir de funcdes de Bes-
sel, demonstrou uma redugao significativa no numero de condicionamento do sistema linear subja-
cente, em comparagao com outras familias de fun¢des de base. Enquanto a cléssica base de ondas
planas exibiu desempenho inadequado em termos de condicionamento, especialmente no caso néo
homogéneo, a base de ondas cilindricas com fator de escala emergiu como a mais promissora, em

ambas as configuragdes.

No entanto, vale ressaltar que a base de ondas planas pode ser uma opcao viavel em casos
onde a integracao analitica é prioritaria e o tempo de computacao € um fator limitante. Sugere-se,
portanto, que analises adicionais e mais aprofundadas sejam direcionadas ao aprimoramento da
formulagdo com fungbes de Bessel escaladas, dada sua relevancia na otimizagcdo do condiciona-
mento do sistema e, por consequéncia, na aplicabilidade efetiva da UWVF em diversos problemas

relevantes da matematica, engenharia e ciéncias aplicadas.
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