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Resumo: Este estudo concentra-se nos problemas inversos em propagação de ondas em duas dimensões,

nos quais informações sobre uma região inacessível são inferidas a partir de medições realizadas em áreas

acessíveis. O foco principal está na resolução iterativa do coeficiente de refração-difração na equação de

Helmholtz, utilizando um problema de mínimos quadrados regularizado para lidar com a natureza mal-posta

do problema. Para resolver o problema direto correspondente, o Método de Formulação Variacional Ultra

Fraca (UWVF) foi aplicado, método este, conhecido por sua eficiência computacional, demandando menos

recursos e permitindo cálculos analíticos. A metodologia desenvolvida foi aplicada com sucesso para deter-

minar a batimetria em regiões costeiras a partir do conhecimento das ondas em águas profundas e na linha

costeira, obtendo resultados confiáveis e precisos.

Palavras-chave: problemas inversos; equação de declive suave; formulação variacional ultra fraca.

Abstract: This study focuses on two-dimensional inverse scattering problems, where information about an

inaccessible region is inferred from measurements taken in accessible areas. The main focus is on the itera-

tive resolution of the refraction-diffraction coefficient in the Helmholtz equation, using a regularized minimum

square problem to cope with the ill-posed nature of the problem. To solve the corresponding direct problem,

the Ultra Weak Variational Formulation (UWVF) method was applied, a method known for its computational

efficiency, requiring fewer resources and allowing for analytical calculations. The methodology developed here

was successfully applied to determine the bathymetry in coastal regions from the knowledge of waves in deep

waters and along the coastline, yielding reliable and precise results.

Keywords: inverse problems; mild-slope equation; ultra weak variational formulation.

Resumen: Este estudio se centra en los problemas inversos de propagación de ondas en dos dimensiones,

en los cuales se infieren informaciones sobre una región inaccesible a partir de mediciones realizadas en

áreas accesibles. El enfoque principal está en la resolución iterativa del coeficiente de refracción-difracción en

la ecuación de Helmholtz, utilizando un problema de mínimos cuadrados regularizado para manejar la natu-

raleza mal planteada del problema. Para resolver el problema directo correspondiente, se empleó el Método

de Formulación Variacional Ultra Débil (UWVF), procedimiento conocido por su eficiencia computacional, re-

quiriendo menos recursos y permitiendo cálculos analíticos. Además, la metodología se aplicó con éxito para

determinar la batimetría en regiones costeras a partir del conocimiento de las olas en aguas profundas y en

la línea costera, alcanzando resultados confiables y precisos.

Palabras clave: problemas inversos; ecuación de pendiente suave; formulación variacional ultra débil.

Data de submissão: 10 de janeiro de 2024.

Data de aprovação: 15 de abril de 2024.

1 Introdução

Problemas inversos em propagação de ondas envolvem a obtenção de informações sobre

regiões inacessíveis com base em medições realizadas em áreas acessíveis (Gilbert; Xu, 1993;

FERREIRA, Fernanda Lúcia Sá; BARROS FILHO, Julius Monteiro de; CRUZ, Amaury Alvarez; VIGO, Daniel
Gregorio Alfaro. Um framework para solução do problema inverso do espalhamento baseado na Formulação

Variacional Ultra Fraca. REMAT: Revista Eletrônica da Matemática, Bento Gonçalves, RS, v. 10, n. especial, p.
e4003, 28 de junho de 2024. https://doi.org/10.35819/remat2024v10iespecialid7053.



REMAT: Revista Eletrônica da Matemática 3

Pastorino, 2008; Wang, 2012). Este estudo concentra-se no problema inverso associado à equação

de Helmholtz em duas dimensões, com o objetivo de determinar iterativamente o coeficiente de

refração-difração, enfrentando o desafio da natureza mal-posta do problema, por meio de um método

de mínimos quadrados regularizado (Borges; Gillman; Greengard, 2017).

O alto custo computacional dos problemas inversos é notável devido a vários fatores, in-

cluindo o volume de dados observados, a quantidade de parâmetros a serem estimados e a ne-

cessidade de resolver repetidamente o problema direto durante o processo iterativo de minimização

(Huttunen; Monk; Kaipio, 2002). Portanto, é crucial empregar um método direto eficiente que leve

em consideração as principais características do meio, garantindo rapidez e precisão na resolução.

O método numérico escolhido para resolver o problema direto associado foi a Formulação

Variacional Ultra Fraca (Ultra-Weak Variational Formulation – UWVF) (Cessenat; Després, 1998),

utilizando ondas planas como base. Esse método se destaca pela eficiência computacional, exigindo

menos recursos e permitindo o cálculo analítico das integrais envolvidas. Para a implementação do

método, foram utilizadas as ferramentas de otimização não lineares do MATLAB.

Neste artigo, a principal novidade é a aplicação do método de recuperação para resolver o

problema inverso de determinar a forma do fundo em águas costeiras. Isso é realizado utilizando

informações de entrada das características das ondas em águas profundas e das ondas ao longo da

linha costeira. Problemas relacionados à detecção da batimetria surgem naturalmente em estudos

de dinâmica costeira (Collins, 1995), e sua resolução é de extrema importância para a construção de

obras de engenharia costeira. Alguns trabalhos similares foram previamente realizados neste tópico

(Fassieh, 2013; Vasan; Deconinck, 2013).

Para isso foi utilizada a Equação de Inclinação Suave (Mild Slope Equation – MSE), que

descreve fenômenos de reflexão, difração e refração de ondas em zonas costeiras (Berkhoff, 1972).

Essa equação modela a propagação de ondas aquáticas à medida que elas viajam através de águas

de profundidade variável e interagem com limites laterais, como falésias, praias, paredões e quebra-

mares. Nos exemplos numéricos apresentados obteve-se boa recuperação do fundo marinho.

O método utilizado aqui é similar àquele apresentado em Bao e Li (2012) e Borges, Gillman

e Greengard (2017), mas aplicado na recuperação de fundos marinhos. O método de recuperação

do fundo melhora os resultados apresentados em Fassieh (2013), pois o método permite incluir ao

mesmo tempo os efeitos de difração-refracção que estão modelados através da equação MSE.
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O artigo está estruturado da seguinte maneira: na seção 2 é feita uma descrição do problema

direto com base na equação de Helmholtz. Na seção 3, o problema inverso genérico a ser abordado

é delineado, seguido pela descrição do método aplicado ao caso específico da equação MSE. Na

sequência é explorado como obter informações sobre o leito marinho com base no coeficiente de

difração-refração previamente determinado. A seção 4 detalha o método Ultra-Weak utilizado para

resolver numericamente o problema direto. Na seção 5, é apresentado um resumo do algoritmo

desenvolvido para obter a profundidade em função do coeficiente de difração-refracção, e na seção

6, um exemplo ilustra a metodologia desenvolvida neste trabalho. Por fim, na seção 7, as conclusões

do estudo são destacadas.

2 Problema Direto

O problema direto, no caso genérico, consiste na solução da equação de Helmholtz com

condições de fronteira híbrida de Dirichlet, Neumann e Robin. Mas, o método será aplicado em

particular na equação MSE. Nessa direção, a equação MSE é apresentada a seguir e posteriormente

se mostra como ela pode ser transformada na equação de Helmholtz. Ao final, na seção 5, é

explicado como se utiliza a solução do problema direto na recuperação do coeficiente de refracção

da equação de Helmholtz.

2.1 A equação de inclinação suave (MSE)

Fenômenos ondulatórios, como reflexão, refração e difração de ondas, podem ser analisados

por meio da MSE quando se trabalha em regiões de topografias com declives suaves. Esta equação,

originalmente desenvolvida por Berkhoff (1972), sofreu várias modificações para abranger casos

mais gerais (ver Chamberlain e Porter (1995)). MSE é expressa da seguinte forma:

∇ · (CCg∇u) + k2CCgu = 0, (1)

onde ∇ = ( ∂
∂x
, ∂
∂y
). Aqui, u(x, y) = u1(x, y) + iu2(x, y) representa a função potencial de velocidade

para um fluxo de onda harmônico simples. Adicionalmente, k = k(x, y), C = C(x, y) e Cg = Cg(x, y)

denotam o número de onda, a velocidade de fase e a velocidade de grupo no ponto (x, y), respec-

tivamente. Esses parâmetros dependem da relação de dispersão e são deduzidos da teoria das
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ondas de Airy, como se segue:

É2 = gk tanh(kh), C =
É

k
, Cg =

1

2
C

[

1 + kh
1− tanh2(kh)

tanh(kh)

]

,

onde É = 2Ã/T representa a frequência angular da onda, T o período da onda e g a força gravita-

cional. Para uma frequência angular dada É, o número de onda k é determinado pela equação de

dispersão que relaciona essas quantidades à profundidade da água h = h(x, y) em cada ponto da

região.

O método numérico escolhido para resolver o problema direto neste estudo foi a formulação

variacional ultra-fraca (UWVF), que está amplamente estabelecida para abordar o problema de con-

torno de Helmholtz (ver, por exemplo, Cessenat e Després (1998)). A transformação È = u
√

CCg

permite que a Equação de Inclinação Suave para águas rasas, conforme a equação (1), seja rees-

crita como uma Equação de Helmholtz com coeficiente variável (consulte Radder (1979) para uma

derivação completa):

∆È + k2cÈ = 0, onde k2c = k2 − ∆
√

CCg
√

CCg
, (2)

e ∆ = ∂
∂x2

+ ∂
∂y2

. Dessa forma, a partir deste ponto, o método é descrito de uma maneira genérica

para facilitar a apresentação dos métodos numéricos diretos para resolver essa equação. A Equação

(2) é uma equação de Helmholtz homogênea em duas dimensões e pode ser reescrita de forma geral

como:











































∆È + a2È = 0 em Ω

È = gD em ∂ΩD

∂ψ
∂n

= gN em ∂ΩN

∂ψ
∂n

+ i³aÈ = gR em ∂ΩR

, (3)

onde ∆ é o operador laplaciano, Ω é uma região fechada em ℜ2 com fronteira ∂Ω, a = a(x, y)

representa o coeficiente de refração-difração, È = È(x, y) é a função de onda procurada e ³ é

um coeficiente conhecido. As condições de fronteira são representadas por: gD = gD(x, y) são as

condições de Dirichlet, as de Neumann são dadas por gN = gN (x, y), e as condições de Robin por

gR = gR(x, y). Cada uma dessas funções é conhecida nas partes da fronteira ∂ΩD, ∂ΩN e ∂ΩR, as

quais se interceptam no máximo em um ponto. A fronteira de Ω é dada por ∂Ω = ∂ΩD ∪ ∂ΩN ∪ ∂ΩR,

conforme pode ser visto no esquema da Figura 1.
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Figura 1 – Esquema da fronteira da região Ω

Fonte: Elaboração dos autores (2023).

2.2 Condições de contorno para MSE

As regiões onde o MSE é resolvido estão delimitadas por fronteiras fechadas (representadas

por linhas costeiras e estruturas que penetram na superfície, como paredes de píeres ou pernas

de píeres, quebra-mares, muros de contenção) e uma fronteira aberta, que representa uma fronteira

artificial entre a área sendo modelada e a região marítima externa. A fronteira aberta é representada

como um tipo de fronteira de Dirichlet. A amplitude e a direção das ondas conformam a condição de

contorno dada por:

gD = Èo exp(i(kx cos(¹) + ky sin(¹))) (x, y) ∈ ∂ΩD, (4)

onde Èo é a amplitude em águas profundas, ¹ é o ângulo de direção entre as ondas que se apro-

ximam da fronteira e o vetor normal da fronteira. Os parâmetros k e ¹ são constantes em águas

profundas.

Ao longo da linha costeira e das estruturas que produzem superfícies, a condição de contorno

de Robin tem sido tradicionalmente utilizada CCg∇u · n⃗ − iqu = p, onde n⃗ é a normal exterior do

domínio físico em questão, q(x, y) e p(x, y) são parâmetros que dependem das características das

ondas (ver, por exemplo, Chen e Houston (1987), e Tsay e Liu (1983)).

3 Problema Inverso

No problema inverso, o objetivo é determinar os coeficientes a = a(x, y) e ³ na equação de

Helmholtz em (3), considerando que as funções gD(x, y), gN (x, y) e gR(x, y) são conhecidas. Parte-

se do princípio de que, dentre todas as soluções obtidas, o coeficiente da equação de Helmholtz

que é buscado é aquele que melhor se ajusta à solução na fronteira, satisfazendo as condições de
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Dirichlet. Isso leva a resolver o seguinte problema de minimização:

min
a,α

A(a, ³), onde A(a, ³) =

N
∑

j=1

∥

∥

∥

∂Èaωj

∂n
+ i³aÈaωj

− gr

∥

∥

∥

2

L2(∂ΩR)
+ I(a), (5)

e i =
√
−1.

Nessa equação, I(a) é um termo de regularização, e Èaωj
é a solução do problema direto

(3) para o coeficiente a e as frequências Éj para j = 1, · · · , N . Para resolver esse problema, um

método de regularização é aplicado, procurando obter uma solução aproximada suave e consistente

com os dados observados, conforme sugerido por Borges, Gillman e Greengard (2017) e Taran-

tola (2005). No presente trabalho foram desenvolvidos esquemas numéricos de recuperação que

funcionam bem, no entanto, a prova da boa colocação do problema inverso será estabelecida em fu-

turos trabalhos. Um trabalho teórico nessa direção e similar ao que foi desenvolvido nesta pesquisa

podem ser visto em Gylys-Colwell (1996).

4 Solução Numérica do Problema Direto

Para abordar o problema de otimização (5), é necessário resolver o problema direto em cada

iteração e encontrar a solução Èa(x, y) para um coeficiente de refração-difração a, a fim de avaliar

a função objetivo. Para isso, o método de formulação fraca ou ultra fraca (Ultra Weak Variational

Formulation – UWVF) é utilizado, como foi feito com sucesso em Alvarez, García e Sarkis (2017).

Neste trabalho, o Método Ultra Fraco é usado com base de ondas planas, pois dessa forma as

fórmulas para o cálculo da matriz de montagem do método são explícitas. Isso permite obter a

solução de maneira rápida e até mesmo possibilita a paralelização de algumas partes do algoritmo.

O método UWVF na equação de Helmholtz pode se resumir como segue. Seja a equação

∇ · (∇È) + k2cÈ = 0 em Ω (6)

∂È

∂n
− iÃÈ = Q

(

−∂È
∂n

− iÃÈ

)

− gr em Γ, (7)

onde k2c = k2 + r(h) e Ã = kc. Esta é uma formulação mais conveniente para a implementação

numérica. Aqui, Ω é um domínio poligonal limitado em R
2 com fronteira Γ e vetor normal unitário

n. Em (7), Q ∈ C, |Q| f 1, define a condição de contorno, por exemplo, para Dirichlet Q = −1,

para Neumann Q = 1, e para condições de contorno do tipo Robin Q ̸= −1, 1. O termo de fonte
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na fronteira é dado por gr. Considera-se uma partição do domínio em elementos finitos disjuntos,

de modo que Ω = ∪Kk=1Ωk e Σkj denota a interface entre os elementos Ωk e Ωj (veja detalhes

em Huttunen, Monk e Kaipio (2002)). A fim de apresentar o método introduzido em Cessenat e

Després (2003), as equações (6)-(7) são decompostas em sub-problemas para cada elemento Ωk,

k = 1, . . . ,K

∆Èk + k2cÈk = 0 em Ωk (8)

Èk = Èj ,
∂ψk

∂nk
= −∂ψj

∂nj
em Σkj (9)

(

∂ψk

∂nk
− iÃkÈk

)

= Q
(

−∂ψk

∂nk
− iÃkÈk

)

+ gr em Γk (10)

Uma nova função é definida em cada fronteira do elemento ∂Ωk

Çk =

(

−∂Èk
∂nk

− iÃkÈk

)

|∂Ωk
, 1 f k f K. (11)

Da decomposição do problema (8)-(10) e integração por partes, segue-se que Çk verifica

K
∑

k=1

∫

∂Ωk

1

Ã
Çk

(

− ∂vk
∂nk

− iÃvk

)

−
K
∑

k=1

K
∑

j=1

∫

Σkj

1

Ã
Çj

(

∂vk
∂nk

− iÃvk

)

−
K
∑

k=1

∫

Γk

Q

Ã
Çk

(

∂vk
∂nk

− iÃvk

)

=
K
∑

k=1

∫

Γk

1

Ã
gr

(

∂vk
∂nk

− iÃvk

)

, (12)

onde vk é uma função de teste que satisfaz a equação de Helmholtz adjunta local ∆vk + k̄2cvk = 0

em Ωk. Aqui, as barras representam o conjugado complexo. Encontrar Çk ∈ L2(∂Ωk), k = 1, . . . ,K,

que satisfaça (12) é chamado de UWVF para a equação de Helmholtz. Este problema pode ser

discretizado escolhendo uma superposição de ondas planas propagantes para aproximar a função

Çk da seguinte forma:

Çak =

pk
∑

l=1

Çk,l

(

−∂φk,l
∂nk

− iÃφk,l

)

, (13)

onde {Çk,l}pkl=1 são as funções desconhecidas a serem calculadas. As funções de base de ondas

planas são dadas por

φk,l =







eik(x cos θl+y sin θl) em Ωk

0 em outro lugar
(14)
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onde ¹l é a direção de propagação das ondas que pode ser construída usando direções angulares

igualmente espaçadas no círculo unitário, ou seja, ¹l = 2Ã(l − 1)/pk. É importante notar que o

número de direções de base pk pode variar entre os elementos Ωk, k = 1, . . . ,K, mas isso não é

usado neste artigo.

Substituindo Çak em (12) e escolhendo a função de teste vk = φk,l, a forma discreta do UWVF

pode ser escrita na forma de matriz como (ver Cessenat e Després (1998), Huttunen, Monk e Kaipio

(2002))

(D − C)X = b, (15)

com os pesos desconhecidos X = (Ç1,1, Ç1,2, . . . , Ç1,pk , Ç2,1, . . . )
T . Ambas as matrizes têm estrutura

de bloco esparsa.

A matriz D é a diagonal de blocos Hermitianos dada por

Dl,m
k =

∫

∂Ωk

1

Ã

(

−∂φk,m
∂nk

− iÃφk,m

)(

−∂φk,l
∂nk

− iÃφk,l

)

(16)

onde o sobrescrito de D mostra os elementos em cada bloco k.

Já as entradas em C são da forma

C l,mk,j =

∫

Σkj

1

Ã

(

∂φj,m
∂nk

− iÃφj,m

)(

∂φk,l
∂nk

− iÃφk,l

)

+

∫

Γk

Q

Ã

(

−∂φk,m
∂nk

− iÃφk,m

)(

∂φk,l
∂nk

− iÃφk,l

)

(17)

O lado direito do sistema é o seguinte

bk,l =

∫

Γk

1

Ã
gr

(

∂φk,l
∂nk

− iÃφk,l

)

. (18)

Pela a escolha das funções bases como ondas planas (14), as integrais em (16), (17) e (18)

podem ser calculas de forma exata, facilitando os cálculos e a paralelização do método.

5 Recuperação da Profundidade h(x, y)

Nesta seção é apresentado como obter a forma do fundo marinho (profundidade h(x, y)) a

partir dos coeficientes de refração kc(x, y) e k(x, y). Suponha que o coeficiente kc tenha sido obtido

por meio do processo de otimização, conforme descrito na seção anterior mas aplicado na equação
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(2). Como k2c = k2 − ∆
√
CCg√
CCg

, fazendo v =
√

CCg se gera a seguinte equação tipo Helmholtz,

∇v + (k2 − k2c )v = 0. (19)

Assumindo os valores dos coeficientes k(x, y) e kc(x, y) conhecidos, a solução v pode ser

obtida, por exemplo, aplicando o método dos elementos finitos à equação (19). Agora, pode-se

recuperar a função de profundidade h(x, y) e o número de onda k(x, y) resolvendo o sistema não

linear com duas incógnitas e duas equações para cada ponto (x, y):

É2 = gk(x, y) tanh(k(x, y)h(x, y)), v(x, y)2 =
1

2

(

É

k(x, y)

)2 [

1 + kh
1− tanh2(k(x, y)h(x, y))

tanh(k(x, y)h(x, y))

]

,

(20)

dado que g e É são constantes conhecidas.

Como CCg é função da profundidade, se obtém a função h(x, y) resolvendo o sistema não

linear (20), onde É, g, v(x, y) são conhecidos e as incógnitas são k(x, y) e h(x, y).

Em resumo, os passos fundamentais para a determinação da batimetria são os seguintes:

disponibilizar os dados das ondas em águas profundas e ao longo da linha costeira, aplicar o método

descrito na seção 3 para calcular o coeficiente de difração-refração kc(x, y), utilizar o método de

quase-Newton para resolver o sistema delineado na seção 4 e, finalmente, determinar a batimetria

h(x, y).

6 Aspectos Computacionais e Exemplos Numéricos

Como exemplo de aplicação, o método descrito neste artigo será aplicado à equação

∇2È(x, y) +

(

É

h(x, y)

)2

È(x, y) = 0, (21)

sobre a geometria Ω = [0, 1] × [0, 1], com condições de contorno ∂ΩD = {(x, y) : x = 0}, ∂ΩR =

{(x, y) : x = 1} e ∂ΩN = {(x, y) : y = 1 ou y = 0}. As condições de fronteira são definidas como gD

(conforme a equação (4)) e gN = 0. Neste exemplo, o parâmetro ³ = −1.

FERREIRA, Fernanda Lúcia Sá; BARROS FILHO, Julius Monteiro de; CRUZ, Amaury Alvarez; VIGO, Daniel
Gregorio Alfaro. Um framework para solução do problema inverso do espalhamento baseado na Formulação

Variacional Ultra Fraca. REMAT: Revista Eletrônica da Matemática, Bento Gonçalves, RS, v. 10, n. especial, p.
e4003, 28 de junho de 2024. https://doi.org/10.35819/remat2024v10iespecialid7053.



REMAT: Revista Eletrônica da Matemática 11

6.1 Preparação dos dados de entrada

Para gerar os dados de entrada no modelo de recuperação, especifica-se os dados de Diri-

chlet, com uma onda plana do tipo

ϕ(x, y) = A exp(ko cos(´)x+ ko sin(´)y), (22)

onde ´ é o ângulo de incidência da onda e ko é o número de onda na fronteira de Dirichlet, o qual é

tomado como ko = 2Ã/L, onde L = 1,56T 2 (ver Le Roux (2008)). Aqui, T denota o período da onda

e A a amplitude da onda.

O método para impor a condição de contorno no UWVF é baseado na equação (7). Isso

implica que, para os elementos de fronteira, deve-se escolher o valor do parâmetro Q e, por sua vez,

é escolhida a função gr, levando em consideração a entrada da onda em águas profundas.

Neste estudo, na condição de Dirichlet (na fronteira ∂ΩD, ver Figura 1), tem-se Q = −1, e a

função resultante gr na equação (7) é

gr = −2iÃAei(ko cos(β)x+ko sin(β)y). (23)

Além disso, no caso de fronteira do tipo Robin (na fronteira ∂ΩR, ver Figura 1), toma-se Q = 0

e, portanto, a função resultante gr em (7) é:

gr =

(

1

Äk

∂uk
∂nk

− iÃkuk

)

,

ou

gr = ikc(CCg)((n1 cos ¹l + n2 sin ¹l)− 1)eikc(x cos θl+y sin θl), (24)

onde n = (n1, n2) é o vetor normal exterior aos elementos da fronteira.

No caso de fronteira do tipo Neumann (na fronteira ∂ΩN , ver Figura 1), toma-se Q = 1 e

gr = 0.

Finalmente, o problema direto (7) é resolvido com as condições dadas em (23) e (24), para

diferentes períodos e direções da onda. O valor da função gr em (24) é utilizado como dado de

FERREIRA, Fernanda Lúcia Sá; BARROS FILHO, Julius Monteiro de; CRUZ, Amaury Alvarez; VIGO, Daniel
Gregorio Alfaro. Um framework para solução do problema inverso do espalhamento baseado na Formulação

Variacional Ultra Fraca. REMAT: Revista Eletrônica da Matemática, Bento Gonçalves, RS, v. 10, n. especial, p.
e4003, 28 de junho de 2024. https://doi.org/10.35819/remat2024v10iespecialid7053.



REMAT: Revista Eletrônica da Matemática 12

entrada no funcional de recuperação na fórmula (5). Os valores da função gr levam em consideração

a forma do fundo prefixado na equação (21).

6.2 Procedimento computacional

O método de recuperação descrito neste artigo pode ser resumido nos seguintes passos:

• Define-se a condição inicial e a fronteira do MSE, ou seja, a amplitude e o período da onda em

determinada região de fronteira juntamente com derivadas normais em outra. Em seguida,

são fornecidos os dados topográficos do fundo h(x, y), os quais serão usados para calcular

o coeficiente do MSE.

• Gera-se uma malha apropriada que leve em consideração a fronteira, a topografia, o compri-

mento de onda que está relacionado à profundidade local da água, a frequência da onda de

entrada, a variabilidade do coeficiente de refração e as informações a priori do raio da onda.

• Define-se os parâmetros de entrada do processo de recuperação usando a solução do pro-

blema direto. Neste trabalho foram usados dados sintéticos, mas o procedimento pode ser

adaptado para dados obtidos na prática.

• Escolhe-se o número de bases por elemento levando em consideração as informações das

ondas e o tamanho da malha. O número de bases é independente dos dados de fronteira,

mas a direção da base é dominada pela condição inicial da fronteira. Uma vantagem do

uso de ondas planas é que as fórmulas integrais no sistema de matriz resultante podem ser

avaliadas em forma fechada.

• Resolve-se o problema de otimização para recuperar a forma do fundo em águas costeiras. A

escolha do método de otimização é uma questão relevante, pois isso irá influenciar no tempo

de processamento e na precisão da solução.

• Avalia-se a precisão da recuperação obtida.

6.2.1 Sensibilidade dos parâmetros

Os principais parâmetros a serem ajustados para melhorar o método de recuperação são o

tamanho da malha, o número de ondas planas por elemento pk, o período da onda que, por sua vez,
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determina a frequência, e a direção das ondas. O método de recuperação depende sensivelmente

desses parâmetros, mas a estratégia foi fixá-los de maneira que o modelo seja eficiente em termos

de tempos curtos de simulação e, ao mesmo tempo, capaz de recuperar o fundo do mar para os

dados de entrada fornecidos.

O número de ondas planas por elemento funcionou bem para os valores pk = 4, 5. A direção

da onda que teve o melhor desempenho para os exemplos numéricos estudados foi ´ = 0, mas

valores entre 0 e 5 graus não geraram mudanças significativas na recuperação. O tamanho da

malha foi escolhido apropriadamente de forma que a solução do problema direto fosse rápida o

suficiente, ou seja, em 3 a 5 segundos.

Por sua vez, o período da onda foi escolhido como parâmetro de controle para detectar

possíveis características do fundo. Ao invés de escolher apenas uma onda de entrada o fundo pode

ser melhor recuperado adicionando outros pacotes de ondas com períodos aumentando a partir de

0,15 segundo. Foram usados 0,15, 0,2 e 0,32 segundo, e foi apropriado para a recuperação.

Os experimentos numéricos indicam que, para contornar ou recuperar o fundo, diferentes

direções e períodos de ondas devem ser utilizados, sendo também necessário conhecer a priori

qual seria a forma aproximada que deve ser recuperada, o que facilitaria a parametrização do fundo.

6.2.2 Processo de otimização

No processo de otimização da função definida na equação (5), foram usadas as funções

lsqcurvefit, fminunc e lsqnonlin do MATLAB. Os melhores resultados foram obtidos com lsqnonlin,

utilizando os algoritmos trust-region-reflective e Levenberg-Marquardt. Para os parâmetros, foi apro-

priado o uso de limites superior e inferior, o que resultou no domínio de minimização sendo um

conjunto compacto, e, portanto, de acordo com o Lema de Tikhonov (ver Tikhonov e Arsenin (1977)),

o funcional teria uma única solução nesse conjunto.

No entanto, vários parâmetros dessas funções foram ajustados para evitar mínimos locais

que estavam distantes da solução exata. Isso indica que, na utilização deste método de recuperação,

mais informações a priori sobre a solução a ser buscada são necessárias.
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6.3 Exemplo 1

No primeiro exemplo numérico, é escolhido um fundo marinho com um pico próximo à linha

costeira com a seguinte função

h(x, y) = 1 + a · exp
(

−
(

(x− x0)
2 + (y − y0)

2
)

/b
)

, (25)

onde a = 0,5, b = 0,05, x0 = 0,6 e y0 = 0,5.

O procedimento para obter os dados de entrada na fronteira envolve a definição de uma fun-

ção como em (25). Em seguida, o problema direto é resolvido utilizando o método descrito na seção

4 e a função gr, que será usada como entrada no problema inverso, é determinada. Posteriormente,

a função h(x, y) é expressa de forma paramétrica, dependendo dos parâmetros a, xo, yo e b, e o

processo de recuperação é iniciado conforme descrito na seção 3.

Para as simulações, é escolhida uma onda com amplitude de 0,02 e três períodos foram

testados: 0,2, 0,3 e 0,38. Além disso, no método UWVF, foram utilizadas quatro ondas planas, o que

foi suficiente para representar a isotropia dos padrões de difração-refração neste exemplo (Fig. 2).

Adicionalmente, a malha utilizada contou com 1268 elementos. A Figura 3 ilustra a represen-

tação da forma da batimetria, sendo o caso a) os dados reais assumidos (a = 0,5, b = 0,05, x0 = 0,8

e y0 = 0,5), enquanto o caso b) representa o fundo recuperado (a = 0,44, b = 0,01, x0 = 0,72 e

y0 = 0,46). Casos simulados com diferentes condições iniciais resultaram em boas recuperações,

com erro absoluto dos parâmetros menores que 8%. Neste exemplo, o método proposto demonstrou

robustez e precisão, conforme pode ser observado nas Figuras 2 e 3.

Figura 2 – Padrões de difração refracção para o caso do fundo marinho com um pico perto de linha

costeira

Fonte: Elaboração dos autores (2023).
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Figura 3 – Representação de h(x, y) = 1 + a · exp
(

−
(

(x− x0)
2 + (y − y0)

2
)

/b
)

para a) dados reais

(sintéticos), b) recuperados

Fonte: Elaboração dos autores (2023).

6.4 Exemplo 2

No segundo exemplo numérico, é escolhido um fundo marinho com dois picos próximos à

linha costeira dado pela seguinte função:

h(x, y) = h1(x, y) + h2(x, y), (26)

onde

hi(x, y) = 1 + ai · exp
(

−
(

(x− x0i)
2 + (y − y0i)

2
)

/bi
)

, (27)

onde a1 = 0,5, b1 = 0,03, x01 = 0,8, y01 = 0,3, a2 = 0,4, b2 = 0,03, x02 = 0,73 e y02 = 0,7. Na Figura 4

são apresentados os padrões de difração-refração para este caso. Se observa que a complexidade

aumenta, por isso, este exemplo mostra que o método é capaz de recuperar a presença de mais

padrões do fundo marinho.
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Para este exemplo, foram utilizados o número de ondas planas, assim como direção e período

da onda, como no exemplo 1. Ao aumentar o número de parâmetros, foi necessário mais tempo no

processo de recuperação, porém, obteve-se uma boa precisão. Como observação, o método de

recuperação converge para a solução partindo de diferentes valores iniciais para os parâmetros. Os

valores dos parâmetros recuperados são os seguinte: a1 = 0,38, b1 = 0,0321, x01 = 0,82, y01 = 0,297,

a2 = 0,62, b2 = 0,01, x02 = 0,6 e y02 = 0,65. Pode-se verificar que o primeiro pico foi recuperado com

maior precisão. Nas Figuras 4 e 5, têm-se o fundo marinho exato e o recuperado.

Figura 4 – Padrões de difração refracção para o caso do fundo marinho com dois picos perto de

linha costeira

Fonte: Elaboração dos autores (2023).

Figura 5 – Representação de h(x, y) = h1(x, y) + h2(x, y) para a) dados reais (sintéticos), b)

recuperados

Fonte: Elaboração dos autores (2023).
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7 Conclusões

Neste artigo foi desenvolvido um método de recuperação robusto que permite obter o coefi-

ciente de refração-difração com base no conhecimento das características das ondas na fronteira.

Esse método pode ser aplicado em várias situações práticas, como na área de sismologia, acústica

e engenharia costeira. Nesta pesquisa, o método foi aplicado para determinar a topografia do fundo

do mar com base nas propriedades das ondas em águas profundas e ao longo da linha costeira. O

exemplo numérico apresentado demonstra a eficácia do método descrito no artigo.
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