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Resumo: Este estudo concentra-se nos problemas inversos em propagacao de ondas em duas dimensoes,
nos quais informagdes sobre uma regiao inacessivel sdo inferidas a partir de medi¢cdes realizadas em areas
acessiveis. O foco principal esta na resolugéo iterativa do coeficiente de refragédo-difragdo na equacao de
Helmholtz, utilizando um problema de minimos quadrados regularizado para lidar com a natureza mal-posta
do problema. Para resolver o problema direto correspondente, o Método de Formulagdo Variacional Ultra
Fraca (UWVF) foi aplicado, método este, conhecido por sua eficiéncia computacional, demandando menos
recursos e permitindo célculos analiticos. A metodologia desenvolvida foi aplicada com sucesso para deter-
minar a batimetria em regides costeiras a partir do conhecimento das ondas em aguas profundas e na linha
costeira, obtendo resultados confiaveis e precisos.

Palavras-chave: problemas inversos; equagao de declive suave; formulacéo variacional ultra fraca.
Abstract: This study focuses on two-dimensional inverse scattering problems, where information about an
inaccessible region is inferred from measurements taken in accessible areas. The main focus is on the itera-
tive resolution of the refraction-diffraction coefficient in the Helmholtz equation, using a regularized minimum
square problem to cope with the ill-posed nature of the problem. To solve the corresponding direct problem,
the Ultra Weak Variational Formulation (UWVF) method was applied, a method known for its computational
efficiency, requiring fewer resources and allowing for analytical calculations. The methodology developed here
was successfully applied to determine the bathymetry in coastal regions from the knowledge of waves in deep
waters and along the coastline, yielding reliable and precise results.

Keywords: inverse problems; mild-slope equation; ultra weak variational formulation.

Resumen: Este estudio se centra en los problemas inversos de propagacion de ondas en dos dimensiones,
en los cuales se infieren informaciones sobre una region inaccesible a partir de mediciones realizadas en
areas accesibles. El enfoque principal esta en la resolucion iterativa del coeficiente de refraccién-difraccion en
la ecuacion de Helmholtz, utilizando un problema de minimos cuadrados regularizado para manejar la natu-
raleza mal planteada del problema. Para resolver el problema directo correspondiente, se empled el Método
de Formulacién Variacional Ultra Débil (UWVF), procedimiento conocido por su eficiencia computacional, re-
quiriendo menos recursos y permitiendo célculos analiticos. Ademas, la metodologia se aplico con éxito para
determinar la batimetria en regiones costeras a partir del conocimiento de las olas en aguas profundas y en
la linea costera, alcanzando resultados confiables y precisos.

Palabras clave: problemas inversos; ecuacion de pendiente suave; formulacién variacional ultra débil.

Data de submissao: 10 de janeiro de 2024.

Data de aprovacao: 15 de abril de 2024.

1 Introducao

Problemas inversos em propagacao de ondas envolvem a obtengao de informagdes sobre

regides inacessiveis com base em medi¢des realizadas em areas acessiveis (Gilbert; Xu, 1993;
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Pastorino, 2008; Wang, 2012). Este estudo concentra-se no problema inverso associado a equagao
de Helmholtz em duas dimensGes, com o objetivo de determinar iterativamente o coeficiente de
refracao-difracédo, enfrentando o desafio da natureza mal-posta do problema, por meio de um método

de minimos quadrados regularizado (Borges; Gillman; Greengard, 2017).

O alto custo computacional dos problemas inversos é notavel devido a varios fatores, in-
cluindo o volume de dados observados, a quantidade de pardmetros a serem estimados e a ne-
cessidade de resolver repetidamente o problema direto durante o processo iterativo de minimizagcéao
(Huttunen; Monk; Kaipio, 2002). Portanto, é crucial empregar um método direto eficiente que leve

em consideracao as principais caracteristicas do meio, garantindo rapidez e precisdo na resolugao.

O método numérico escolhido para resolver o problema direto associado foi a Formulacao
Variacional Ultra Fraca (Ultra-Weak Variational Formulation — UWVF) (Cessenat; Després, 1998),
utilizando ondas planas como base. Esse método se destaca pela eficiéncia computacional, exigindo
menos recursos € permitindo o calculo analitico das integrais envolvidas. Para a implementagcéao do

método, foram utilizadas as ferramentas de otimizagédo nao lineares do MATLAB.

Neste artigo, a principal novidade é a aplicagdo do método de recuperacao para resolver o
problema inverso de determinar a forma do fundo em aguas costeiras. Isso € realizado utilizando
informacgdes de entrada das caracteristicas das ondas em aguas profundas e das ondas ao longo da
linha costeira. Problemas relacionados a detec¢ao da batimetria surgem naturalmente em estudos
de dindmica costeira (Collins, 1995), e sua resolugao é de extrema importancia para a constru¢ao de
obras de engenharia costeira. Alguns trabalhos similares foram previamente realizados neste tépico

(Fassieh, 2013; Vasan; Deconinck, 2013).

Para isso foi utilizada a Equacao de Inclinacao Suave (Mild Slope Equation — MSE), que
descreve fenbmenos de reflexao, difracao e refracao de ondas em zonas costeiras (Berkhoff, 1972).
Essa equacao modela a propagacao de ondas aquéticas a medida que elas viajam através de aguas
de profundidade variavel e interagem com limites laterais, como falésias, praias, pareddes e quebra-

mares. Nos exemplos numéricos apresentados obteve-se boa recuperagao do fundo marinho.

O método utilizado aqui é similar aquele apresentado em Bao e Li (2012) e Borges, Gillman
e Greengard (2017), mas aplicado na recuperagao de fundos marinhos. O método de recuperagcao
do fundo melhora os resultados apresentados em Fassieh (2013), pois 0 método permite incluir ao

mesmo tempo os efeitos de difracao-refraccao que estdo modelados através da equacao MSE.
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O artigo esta estruturado da seguinte maneira: na se¢éo2]é feita uma descrigdo do problema
direto com base na equagdo de Helmholtz. Na secéo (3} o problema inverso genérico a ser abordado
€ delineado, seguido pela descricdo do método aplicado ao caso especifico da equacdo MSE. Na
sequéncia é explorado como obter informagdes sobre o leito marinho com base no coeficiente de
difracdo-refragéo previamente determinado. A sec¢éo |4 detalha o método Ultra-Weak utilizado para
resolver numericamente o problema direto. Na secao |5, é apresentado um resumo do algoritmo
desenvolvido para obter a profundidade em fungéo do coeficiente de difracdo-refraccado, e na secao
[6, um exemplo ilustra a metodologia desenvolvida neste trabalho. Por fim, na se¢do[7] as conclusdes

do estudo sao destacadas.

2 Problema Direto

O problema direto, no caso genérico, consiste na solugdo da equacao de Helmholtz com
condicdes de fronteira hibrida de Dirichlet, Neumann e Robin. Mas, o método sera aplicado em
particular na equacao MSE. Nessa direcédo, a equagcao MSE é apresentada a seguir e posteriormente
se mostra como ela pode ser transformada na equacdo de Helmholtz. Ao final, na secao (5| é
explicado como se utiliza a solugao do problema direto na recuperacao do coeficiente de refraccéao

da equagéo de Helmholtz.

2.1 A equacao de inclinacao suave (MSE)

Fenbmenos ondulatérios, como reflexao, refracao e difragcdo de ondas, podem ser analisados
por meio da MSE quando se trabalha em regides de topografias com declives suaves. Esta equacao,
originalmente desenvolvida por Berkhoff (1972), sofreu varias modificacdes para abranger casos

mais gerais (ver Chamberlain e Porter (1995)). MSE é expressa da seguinte forma:

V - (CCyVu) + k*CCyu = 0, (1)
onde V = (%, %). Aqui, u(z,y) = ui(z,y) + iua(z, y) representa a fungéo potencial de velocidade
para um fluxo de onda harménico simples. Adicionalmente, k£ = k(z,y), C = C(x,y) e Cy = Cy(x,y)

denotam o numero de onda, a velocidade de fase e a velocidade de grupo no ponto (z,y), respec-

tivamente. Esses parametros dependem da relacao de dispersédo e sao deduzidos da teoria das
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ondas de Airy, como se segue:

1 — tanh?(kh)

w? = gk tanh(kh), C = tanh(kh) ,

w 1

— =-C |14+ kh
. Cy 5 +
onde w = 27/T representa a frequéncia angular da onda, 7' o periodo da onda e g a for¢a gravita-
cional. Para uma frequéncia angular dada w, o numero de onda k é determinado pela equacgao de
dispersao que relaciona essas quantidades a profundidade da agua h = h(z,y) em cada ponto da

regiao.

O método numeérico escolhido para resolver o problema direto neste estudo foi a formulacao
variacional ultra-fraca (UWVF), que estd amplamente estabelecida para abordar o problema de con-
torno de Helmholtz (ver, por exemplo, Cessenat e Després (1998)). A transformagéo ¢ = u\/@
permite que a Equagao de Inclinagdo Suave para aguas rasas, conforme a equagéo (), seja rees-
crita como uma Equacao de Helmholtz com coeficiente variavel (consulte Radder (1979) para uma

derivagcdo completa):

A+ k%) =0, onde k?=Fk>— A\é\/i??, 2)
eA= 8%2 + 3%2' Dessa forma, a partir deste ponto, o0 método € descrito de uma maneira genérica
para facilitar a apresentacao dos métodos numéricos diretos para resolver essa equagao. A Equacao
€ uma equagao de Helmholtz homogénea em duas dimensdes e pode ser reescrita de forma geral

como:

A+ a’h =0em Q
Y = gp em dfp

9L = gy em Oy

g—:ﬁ +iaay = ggr em Qg
{

onde A é o operador laplaciano,  é uma regido fechada em R? com fronteira 09, a = a(x,y)
representa o coeficiente de refracdo-difracdo, ¢» = (x,y) é a fungdo de onda procurada e « é
um coeficiente conhecido. As condigbes de fronteira sdo representadas por: gp = gp(z,y) séo as
condi¢cdes de Dirichlet, as de Neumann sao dadas por gy = gn(z,y), € as condigbes de Robin por
gr = gr(z,y). Cada uma dessas fungdes € conhecida nas partes da fronteira 0Q2p, 00y € IQr, as
quais se interceptam no maximo em um ponto. A fronteira de €2 é dada por 902 = 9Qp U 9NN U IR,

conforme pode ser visto no esquema da Figura 1.
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Figura 1 — Esquema da fronteira da regiédo 2
00N

JQp 0 IR

[

N

Fonte: Elaboracao dos autores (2023).

2.2 Condicoes de contorno para MSE

As regides onde o MSE é resolvido estdo delimitadas por fronteiras fechadas (representadas
por linhas costeiras e estruturas que penetram na superficie, como paredes de pieres ou pernas
de pieres, quebra-mares, muros de contencao) e uma fronteira aberta, que representa uma fronteira
artificial entre a area sendo modelada e a regiao maritima externa. A fronteira aberta é representada
como um tipo de fronteira de Dirichlet. A amplitude e a dire¢cdo das ondas conformam a condigéo de
contorno dada por:

gp = Yo exp(i(kx cos(0) + kysin(h))) (x,y) € 0Qp, (4)

onde v, € a amplitude em aguas profundas, 6 € o angulo de dire¢do entre as ondas que se apro-
ximam da fronteira e o vetor normal da fronteira. Os parametros k e # sdo constantes em aguas

profundas.

Ao longo da linha costeira e das estruturas que produzem superficies, a condicao de contorno
de Robin tem sido tradicionalmente utilizada CC,Vu - ii — iqu = p, onde 7= € a normal exterior do
dominio fisico em questao, ¢(z,y) e p(z,y) sdo parametros que dependem das caracteristicas das

ondas (ver, por exemplo, Chen e Houston (1987), e Tsay e Liu (1983)).

3 Problema Inverso

No problema inverso, o objetivo é determinar os coeficientes a« = a(x,y) € o na equagao de
Helmholtz em (3), considerando que as fung¢des gp(z,y), gn(z,y) € gr(z,y) sdo conhecidas. Parte-
se do principio de que, dentre todas as solugbes obtidas, o coeficiente da equagdo de Helmholtz

que é buscado € aquele que melhor se ajusta a solucéo na fronteira, satisfazendo as condicbes de
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Dirichlet. Isso leva a resolver o seguinte problema de minimizagao:

oYy, 2
on

Z(a), ()

a,a

L2(00QR)

N
min A(a, ), onde A(a,a)= Z H
j=1

ei=+—1.

Nessa equacao, Z(a) € um termo de regularizacao, e ¢, é a solugao do problema direto
para o coeficiente a e as frequéncias w; para j = 1,--- , N. Para resolver esse problema, um
método de regularizacao é aplicado, procurando obter uma solugao aproximada suave e consistente
com os dados observados, conforme sugerido por Borges, Gillman e Greengard (2017) e Taran-
tola (2005). No presente trabalho foram desenvolvidos esquemas numéricos de recuperagao que
funcionam bem, no entanto, a prova da boa colocag¢ao do problema inverso sera estabelecida em fu-
turos trabalhos. Um trabalho teérico nessa direcéo e similar ao que foi desenvolvido nesta pesquisa

podem ser visto em Gylys-Colwell (1996).

4 Solucao Numérica do Problema Direto

Para abordar o problema de otimizagao (5)), € necessario resolver o problema direto em cada
iteracdo e encontrar a solugéo ¢%(x,y) para um coeficiente de refracao-difracao «a, a fim de avaliar
a funcao objetivo. Para isso, o0 método de formulacao fraca ou ultra fraca (Ulfra Weak Variational
Formulation — UWVF) é utilizado, como foi feito com sucesso em Alvarez, Garcia e Sarkis (2017).
Neste trabalho, o Método Ultra Fraco € usado com base de ondas planas, pois dessa forma as
férmulas para o calculo da matriz de montagem do método sédo explicitas. Isso permite obter a

solucao de maneira rapida e até mesmo possibilita a paralelizagdo de algumas partes do algoritmo.

O método UWVF na equacao de Helmholtz pode se resumir como segue. Seja a equagao

V- (V) +Ek2 =0 em Q (6)
?ﬁ—z‘mﬁz@(-?ﬁ—w >—gr em T, (7)

onde k? = k? +r(h) e 0 = k.. Esta é uma formulagdo mais conveniente para a implementagéo
numérica. Aqui, Q é um dominio poligonal limitado em R? com fronteira I' e vetor normal unitario
n. Em (7), Q € C, |Q| < 1, define a condigao de contorno, por exemplo, para Dirichlet Q@ = —1,

para Neumann @) = 1, e para condi¢des de contorno do tipo Robin @ # —1,1. O termo de fonte

FERREIRA, Fernanda Lucia Sa; BARROS FILHO, Julius Monteiro de; CRUZ, Amaury Alvarez; VIGO, Daniel
@ Gregorio Alfaro. Um framework para solugédo do problema inverso do espalhamento baseado na Formulagao
Variacional Ultra Fraca. REMAT: Revista Eletronica da Matematica, Bento Gongalves, RS, v. 10, n. especial, p.

4003, 28 de junho de 2024. https://doi.org/10.35819/remat2024v10iespecialid7053.



https://doi.org/10.35819/remat2024v10iespecialid7053

REMAT: Revista Eletronica da Matematica 8

na fronteira € dado por g,. Considera-se uma particdo do dominio em elementos finitos disjuntos,
de modo que Q = UL Q. e X, denota a interface entre os elementos Q e Q; (veja detalhes
em Huttunen, Monk e Kaipio (2002)). A fim de apresentar o método introduzido em Cessenat e
Després (2003), as equagdes (6)-(7) sdo decompostas em sub-problemas para cada elemento €y,

k=1,...,K

Ay +k2pp =0 em (8)
bk =ty Gak =gt em Ty ®)
(g%: - z’akwk> =Q (—‘3%’; - iOWk:) +gr em Iy, (10)

Uma nova fungéo € definida em cada fronteira do elemento 02

Xk = —%—imﬂ/}k looy » 1<k<K. (11)
onyg

Da decomposigédo do problema (8)-(10) e integragdo por partes, segue-se que x, verifica

LB ) £EL ()

k=1 j=1

ELOCT ) )

onde v, é uma fungdo de teste que satisfaz a equagdo de Helmholtz adjunta local Avy + k2vx = 0

em Q.. Aqui, as barras representam o conjugado complexo. Encontrar x, € L?(0%), k= 1,..., K,
que satisfaca €& chamado de UWVF para a equacao de Helmholtz. Este problema pode ser

discretizado escolhendo uma superposigao de ondas planas propagantes para aproximar a fungao

Pk
i=3 kl< ) (13)

onde {xx,;}*, s@o as fungdes desconhecidas a serem calculadas. As fungdes de base de ondas

Xk da seguinte forma:

planas sdo dadas por

eik(:r: cos 0,4y sin 6;) em Qk

Pkl = (14)
0 em outro lugar
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onde 6; é a direcao de propagacao das ondas que pode ser construida usando direcées angulares
igualmente espagadas no circulo unitario, ou seja, #; = 2x(I — 1)/px. E importante notar que o
namero de diregdes de base p, pode variar entre os elementos Q, £k = 1,..., K, mas isso ndo é

usado neste artigo.

Substituindo x{ em e escolhendo a funcgéo de teste v, = ¢4, a forma discreta do UWVF
pode ser escrita na forma de matriz como (ver Cessenat e Després (1998), Huttunen, Monk e Kaipio
(2002))

(D —C)X =b, (15)

com os pesos desconhecidos X = (X1.1, X1.2;-- - X1pes X2.15- - - )L . Ambas as matrizes tém estrutura

de bloco esparsa.

A matriz D é a diagonal de blocos Hermitianos dada por

1 a@k m . a@k l .
Dl,m _ - _ m m _ ® 16
¥ /aszk o < o, TR ) ( o, M (19)

onde o sobrescrito de D mostra os elementos em cada bloco k.

Ja as entradas em C sao da forma

l,m 1 a@j m . a@k l . / Q a@k,m . asok;,l .
) | — . i _ . m ) _ - _ _ m _ 17
Ck:,j /X‘Dk]— o ( ank 10P;, > < 8nk ZO’@k,l) + r, o 8nk 1P, 8nk 0Pk 1 ( )
O lado direito do sistema é o seguinte

1 0 )
b1 :/ gr( LLI w@k,l)- (18)
Ty o 8nk

Pela a escolha das fungdes bases como ondas planas (14), as integrais em (16), e

podem ser calculas de forma exata, facilitando os calculos e a paralelizacido do método.

5 Recuperacao da Profundidade /(z,y)

Nesta segdo é apresentado como obter a forma do fundo marinho (profundidade h(zx,y)) a
partir dos coeficientes de refracédo k.(z,y) e k(z,y). Suponha que o coeficiente k. tenha sido obtido

por meio do processo de otimizagao, conforme descrito na se¢ao anterior mas aplicado na equagao
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2). Como k2 = k? — By CCg, fazendo v = /CC, se gera a seguinte equacao tipo Helmholtz,
c /ch g

Vo + (k* — k*)v = 0. (19)

Assumindo os valores dos coeficientes k(x,y) e k.(x,y) conhecidos, a solugdo v pode ser
obtida, por exemplo, aplicando o método dos elementos finitos a equagdo (19). Agora, pode-se
recuperar a funcao de profundidade h(z,y) e 0 nimero de onda k(z,y) resolvendo o sistema ndo

linear com duas incégnitas e duas equagdes para cada ponto (z,y):

2 _ k(a3 tanh(k(z. y)h(z ey = L@\ 1 — tanh®(k(z, y)h(z. )
w _gk( 7y)t h(k( 7y)h( 73/))) ( ay> - 2 (k(l’,y)) |:1+k7h tanh(k(x,y)h(a?,y)) )

(20)
dado que g e w sao constantes conhecidas.

Como CC, é fungéo da profundidade, se obtém a fungéo h(z,y) resolvendo o sistema nao

linear (20), onde w, g, v(z, y) sdo conhecidos e as incégnitas sdo k(x,y) € h(z,y).

Em resumo, os passos fundamentais para a determinacdo da batimetria sdo os seguintes:
disponibilizar os dados das ondas em aguas profundas e ao longo da linha costeira, aplicar o método
descrito na secao (3| para calcular o coeficiente de difragao-refragéo k.(x,y), utilizar o método de

quase-Newton para resolver o sistema delineado na secéo [4| e, finalmente, determinar a batimetria
h(z,y).

6 Aspectos Computacionais e Exemplos Numéricos

Como exemplo de aplicacdo, o método descrito neste artigo sera aplicado a equacao

Vit + ( )2w<x,y> _o, 21)

h(x,y)

sobre a geometria 2 = [0,1] x [0, 1], com condigbes de contorno 9Qp = {(z,y) : * = 0}, 0N =
{(z,y) :x =1} e QN = {(x,y) : y = 1 ou y = 0}. As condi¢cbes de fronteira sdo definidas como gp

(conforme a equagéo (4)) e gn = 0. Neste exemplo, o parametro o = —1.
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6.1 Preparacao dos dados de entrada

Para gerar os dados de entrada no modelo de recuperacéao, especifica-se os dados de Diri-

chlet, com uma onda plana do tipo

¢(z,y) = Aexp(k, cos(B)x + kosin(B)y), (22)

onde S é o dngulo de incidéncia da onda e &, é o nimero de onda na fronteira de Dirichlet, o qual é
tomado como k, = 27/L, onde L = 1,56 T2 (ver Le Roux (2008)). Aqui, T' denota o periodo da onda

e A a amplitude da onda.

O método para impor a condigdo de contorno no UWVF é baseado na equagéo (7). Isso
implica que, para os elementos de fronteira, deve-se escolher o valor do parametro @ e, por sua vez,

€ escolhida a fungao g,, levando em consideragao a entrada da onda em aguas profundas.

Neste estudo, na condigao de Dirichlet (na fronteira 0€2p, ver Figura 1), tem-se Q = —1, e a

funcao resultante g na equacao (/) é

gr = _2Z~O_Aei(ko cos(B)z+ko sin(ﬁ)y)‘ (23)

Além disso, no caso de fronteira do tipo Robin (na fronteira 92z, ver Figura 1), toma-se Q = 0

e, portanto, a fungéo resultante g, em (/) é:

ou

gr = ike(CCY)((n1 cos ) + ngsin §;) — 1)eike(@cosbitysinb), (24)
onde n = (n1,n2) € 0 vetor normal exterior aos elementos da fronteira.

No caso de fronteira do tipo Neumann (na fronteira 9Qy, ver Figura 1), toma-se Q = 1 e

gr = 0.

Finalmente, o problema direto (7) é resolvido com as condi¢des dadas em e (24), para

diferentes periodos e diregbes da onda. O valor da funcdo g, em é utilizado como dado de
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entrada no funcional de recuperagéo na férmula (5). Os valores da fungéo g, levam em consideragéo

a forma do fundo prefixado na equagéo (21).

6.2 Procedimento computacional

O método de recuperacao descrito neste artigo pode ser resumido nos seguintes passos:

 Define-se a condigéo inicial e a fronteira do MSE, ou seja, a amplitude e o periodo da onda em
determinada regido de fronteira juntamente com derivadas normais em outra. Em seguida,
sao fornecidos os dados topograficos do fundo h(z,y), 0s quais serdo usados para calcular

o coeficiente do MSE.

» Gera-se uma malha apropriada que leve em consideragao a fronteira, a topografia, o compri-
mento de onda que esté relacionado a profundidade local da agua, a frequéncia da onda de

entrada, a variabilidade do coeficiente de refragdo e as informagdes a priori do raio da onda.

» Define-se os parametros de entrada do processo de recuperagao usando a solugéo do pro-
blema direto. Neste trabalho foram usados dados sintéticos, mas o procedimento pode ser

adaptado para dados obtidos na pratica.

» Escolhe-se o numero de bases por elemento levando em consideragéo as informagdes das
ondas e o tamanho da malha. O nimero de bases é independente dos dados de fronteira,
mas a dire¢do da base é dominada pela condicao inicial da fronteira. Uma vantagem do
uso de ondas planas é que as férmulas integrais no sistema de matriz resultante podem ser

avaliadas em forma fechada.

» Resolve-se o problema de otimizacao para recuperar a forma do fundo em aguas costeiras. A
escolha do método de otimizagédo € uma questao relevante, pois isso ird influenciar no tempo

de processamento € na precisdo da solucéo.

+ Avalia-se a precisdo da recuperagao obtida.

6.2.1 Sensibilidade dos parametros

Os principais parametros a serem ajustados para melhorar o método de recuperagao séo o

tamanho da malha, o nimero de ondas planas por elemento py, 0 periodo da onda que, por sua vez,
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determina a frequéncia, e a dire¢cdo das ondas. O método de recuperacao depende sensivelmente
desses parametros, mas a estratégia foi fixa-los de maneira que o modelo seja eficiente em termos
de tempos curtos de simulacdo €, ao mesmo tempo, capaz de recuperar o fundo do mar para os

dados de entrada fornecidos.

O numero de ondas planas por elemento funcionou bem para os valores p,, = 4,5. A direcao
da onda que teve o melhor desempenho para os exemplos numéricos estudados foi 3 = 0, mas
valores entre 0 e 5 graus ndo geraram mudancas significativas na recuperacdo. O tamanho da
malha foi escolhido apropriadamente de forma que a solugado do problema direto fosse rapida o

suficiente, ou seja, em 3 a 5 segundos.

Por sua vez, o periodo da onda foi escolhido como parédmetro de controle para detectar
possiveis caracteristicas do fundo. Ao invés de escolher apenas uma onda de entrada o fundo pode
ser melhor recuperado adicionando outros pacotes de ondas com periodos aumentando a partir de

0,15 segundo. Foram usados 0,15, 0,2 e 0,32 segundo, e foi apropriado para a recuperacao.

Os experimentos numéricos indicam que, para contornar ou recuperar o fundo, diferentes
direcoes e periodos de ondas devem ser utilizados, sendo também necessario conhecer a priori

qual seria a forma aproximada que deve ser recuperada, o que facilitaria a parametrizagao do fundo.

6.2.2 Processo de otimizacao

No processo de otimizagdo da fungdo definida na equagdo (5), foram usadas as fungdes
Isqcurvefit, fminunc e Isqgnonlin do MATLAB. Os melhores resultados foram obtidos com /sgnonlin,
utilizando os algoritmos frust-region-reflective e Levenberg-Marquardt. Para os parametros, foi apro-
priado o uso de limites superior e inferior, o que resultou no dominio de minimizacdo sendo um
conjunto compacto, e, portanto, de acordo com o Lema de Tikhonov (ver Tikhonov e Arsenin (1977)),

o funcional teria uma Unica solucdo nesse conjunto.

No entanto, varios parametros dessas fungdes foram ajustados para evitar minimos locais
que estavam distantes da solugao exata. Isso indica que, na utilizagdo deste método de recuperagao,

mais informacodes a priori sobre a solugao a ser buscada sdo necessarias.
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6.3 Exemplo 1

No primeiro exemplo numérico, é escolhido um fundo marinho com um pico préximo a linha

costeira com a seguinte funcao

h(z,y) =1+4a-exp (= (= —z0)* + (y — %0)*) /b) , (25)

onde a = 0,5, b = 0,05, 29 = 0,6 € yg = 0,5.

O procedimento para obter os dados de entrada na fronteira envolve a definicao de uma fun-
¢ao como em (25). Em seguida, o problema direto é resolvido utilizando o método descrito na segéo
[ e a funcao g,, que serd usada como entrada no problema inverso, é determinada. Posteriormente,
a fungéo h(z,y) € expressa de forma paramétrica, dependendo dos parametros a,x,,y, € b, € 0

processo de recuperagéo é iniciado conforme descrito na segéo [3

Para as simulagbes, é escolhida uma onda com amplitude de 0,02 e trés periodos foram
testados: 0,2, 0,3 e 0,38. Além disso, no método UWVF, foram utilizadas quatro ondas planas, o que

foi suficiente para representar a isotropia dos padrdes de difragdo-refragéo neste exemplo (Fig. 2).

Adicionalmente, a malha utilizada contou com 1268 elementos. A Figura 3 ilustra a represen-
tacdo da forma da batimetria, sendo o caso a) os dados reais assumidos (¢ = 0,5, b = 0,05, o9 = 0,8
e yo = 0,5), enquanto o caso b) representa o fundo recuperado (a = 0,44, b = 0,01, 2o = 0,72 €
yo = 0,46). Casos simulados com diferentes condig¢des iniciais resultaram em boas recuperacgoes,
com erro absoluto dos parametros menores que 8%. Neste exemplo, o método proposto demonstrou

robustez e precisao, conforme pode ser observado nas Figuras 2 e 3.

Figura 2 — Padrdes de difracao refraccao para o caso do fundo marinho com um pico perto de linha

costeira

Fonte: Elaboragao dos autores (2023).
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Figura 3 — Representag&o de h(z,y) = 1+ a - exp (— ((z — z0)? + (y — v0)?) /b) para a) dados reais

(sintéticos), b) recuperados

h(x,y)

1.5

hix,y}

0.5

Fonte: Elaboragéo dos autores (2023).
6.4 Exemplo 2

No segundo exemplo numérico, é escolhido um fundo marinho com dois picos proximos a

linha costeira dado pela seguinte funcao:
h(.’IJ,y) :hl(x7y)+h2(x7y)7 (26)

onde
hi(z,y) =1+ a;-exp (= ((z — z0:)* + (y — yoi)?) /bi) » (27)

onde ay = 0,5, by = 0,03, o1 = 0,8, Yo1 = 0,3, as = 0,4, by = 0,03, o2 = 0,73 € Yo2 = 0,7. Na Figura 4
sao apresentados os padrdes de difragcdo-refragao para este caso. Se observa que a complexidade
aumenta, por isso, este exemplo mostra que o método é capaz de recuperar a presenca de mais

padrdes do fundo marinho.
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Para este exemplo, foram utilizados o numero de ondas planas, assim como direcao e periodo
da onda, como no exemplo 1. Ao aumentar o nimero de parametros, foi necessario mais tempo no
processo de recuperacao, porém, obteve-se uma boa precisdo. Como observagédo, o método de
recuperagao converge para a solucao partindo de diferentes valores iniciais para os parametros. Os
valores dos parametros recuperados sao os seguinte: a; = 0,38, by = 0,0321, xp1 = 0,82, yo1 = 0,297,
as = 0,62, by = 0,01, zo2 = 0,6 € yp2 = 0,65. Pode-se verificar que o primeiro pico foi recuperado com

maior precisdo. Nas Figuras 4 e 5, tém-se o fundo marinho exato e o recuperado.

Figura 4 — PadrGes de difragcao refrac¢do para o caso do fundo marinho com dois picos perto de

linha costeira

Fonte: Elaboragéo dos autores (2023).

Figura 5 — Representacéo de h(z,y) = hi(z,y) + ha(z,y) para a) dados reais (sintéticos), b)

recuperados
2.4
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Fonte: Elaborag¢édo dos autores (2023).
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7 Conclusoes

Neste artigo foi desenvolvido um método de recuperacao robusto que permite obter o coefi-
ciente de refracao-difracdo com base no conhecimento das caracteristicas das ondas na fronteira.
Esse método pode ser aplicado em varias situagdes praticas, como na area de sismologia, acustica
e engenharia costeira. Nesta pesquisa, 0 método foi aplicado para determinar a topografia do fundo
do mar com base nas propriedades das ondas em aguas profundas e ao longo da linha costeira. O

exemplo numérico apresentado demonstra a eficacia do método descrito no artigo.
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