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Resumo: No contexto da interpretagao econdémica aplicada a problemas de programagéo linear, explora-se
o0 conceito de preco-sombra associado a i—ésima restricao, indicando a variagdo na fungéo-objetivo quando
0 recurso b; dessa restricdo é modificado em uma unidade. Esse impacto se reflete na i—ésima variavel dual
w;. Em problemas com solucdo 6tima primal ndo degenerada, ha uma relacdo estabelecida entre o preco-
sombra da :—ésima restricdo e a i—ésima variavel dual w;. Contudo, em cenarios de solugdo degenerada,
essa relagao pode ser invalida. O propésito deste estudo € realizar uma analise detalhada dessa dinamica e
apresentar duas metodologias para calcular os pregos-sombra corretos em problemas de programagao linear
com solugdo 6tima primal degenerada. Utilizando como exemplo um problema proposto por Strum (1969)
que apresenta solucdo degenerada, demonstra-se a ndo equivaléncia entre solugdo dual e preco-sombra.
No final, é determinado os precos-sombra corretos do problema, empregando as estratégias delineadas no
artigo.

Palavras-chave: dualidade; interpretagdo econdmica; precos-sombra; programacéao linear; solugao 6tima
degenerada.

Abstract: In the context of economic interpretation applied to linear programming problems, the concept of
shadow price associated with the i-th constraint is explored, indicating the change in the objective function
when the resource b; of that constraint is modified by one unit. This impact reflects on the i-th dual variable
w;. In problems with non-degenerate primal optimal solutions, there’s an established relationship between
the shadow price of the i-th constraint and the i-th dual variable w;. However, in scenarios with degenerate
solutions, this relationship may be invalid. The purpose of this study is to conduct a detailed analysis of this
dynamic and present two methodologies to compute the correct shadow prices in linear programming problems
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with degenerate primal optimal solutions. Using an example problem proposed by Strum (1969) that exhibits
degenerate solutions, it demonstrates the non-equivalence between dual solution and shadow price. In the
end, the correct shadow prices of the problem are determined by employing the strategies outlined in the
article.

Keywords: duality; economic interpretation; shadow prices; linear programming; degenerate optimal solution.

Resumen: En el contexto de la interpretacién econémica aplicada a problemas de programacion lineal, se
explora el concepto de precio sombra asociado a la -ésima restriccion, indicando la variacion en la funcién
objetivo cuando el recurso b; de esa restriccién se modifica en una unidad. Este impacto se refleja en la i-ésima
variable dual w;. En problemas con solucion dptima primal no degenerada, hay una relacién establecida entre
el precio sombra de la i-ésima restriccidn y la i-ésima variable dual w;. Sin embargo, en escenarios de solucién
degenerada, esta relacién puede no ser valida. El propésito de este estudio es realizar un analisis detallado
de esta dinamica y presentar dos metodologias para calcular los precios sombra correctos en problemas de
programacion lineal con solucién éptima primal degenerada. Utilizando como ejemplo un problema propuesto
por Strum (1969) que presenta una solucion degenerada, se demuestra la no equivalencia entre la solucién
dual y el precio sombra. Al final, se determinan los precios sombra correctos del problema empleando las
estrategias delineadas en el articulo.

Palabras clave: dualidad; interpretacién econémica; precios sombra; programacion lineal; solucion éptima
degenerada.
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1 Introducao

Considere um Problema de Programacao Linear (PPL) primal (P) dado por:

min z, = c'z
(P) s.a Az >b (1)
x>0

Associado a este problema (P), temos o PPL dual (D), que pode ser escrito como:

max zg= bw
(D) s.a. Atw < ¢ (2)
w >0

em que A € R™*"™ ¢ a matriz dos coeficientes, com posto(A) = m, b € R"™ o vetor de recursos,
¢ € R™ o vetor de custos, z € R™ o vetor das variaveis do primal e w € R o vetor das variaveis

duais.
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No estudo de Programacéo Linear (PL) definimos a variagdo da fungdo-objetivo z, como a
derivada parcial de z, em relacdo ao recurso b; da i—ésima restricdo como a i—ésima solugéo dual
relativa a esta restricao (isto é, w;), ou ainda:

0zp
ot ot
b, = w; =P, =P,
K3
em que p;” é o prego-sombra positivo, isto &, a taxa de variagdo na fungao-objetivo para o aumento
de uma unidade em b;, e p; € dito o preco-sombra negativo, ou seja, a taxa de variagdo na funggo-

objetivo para a reducédo de uma unidade em b;.

Entretanto, essa afirmagéao foi refutada por Strum (1969) quando escreveu uma nota sobre
os “dois lados” do prego-sombra. O autor constatou, por meio de um exemplo, que o prego-sombra
relativo ao “ganho em ter mais uma unidade de um recurso” era diferente do preco-sombra da
“perda em ter uma unidade a menos”; em outras palavras, o pre¢co-sombra positivo poderia ser
diferente do pregco-sombra negativo. Essa diferenga acontece devido a solugao do problema primal
ser degenerada e, consequentemente, possuir um problema dual com solugcdo 6tima alternativa,

possibilitando assim diferentes pregos-sombra.

Dentro desse contexto, neste artigo buscamos comprovar que a solugao 6tima dual pode ser
diferente do preco-sombra, quando consideramos o problema primal com solucao étima degenerada.
Além disso, investigamos duas abordagens para determinar corretamente os valores dos precos-
sombra. Por meio de exemplos praticos, mostramos como realizar os calculos dos pregos-sombra

adequados de um problema primal degenerado cujo problema dual € alternativo.

O presente artigo esta estruturado da seguinte forma: na se¢éo 2 discutimos o exemplo de
um problema primal com solucdo 6tima degenerada apontado por Strum (1969), para verificar a
ndo equivaléncia de pregos-sombra e variaveis duais; na secdo 3 propomos as duas estratégias
para calcular os pregos-sombra de um PPL com solugao 6tima primal degenerada de forma correta
utilizando como exemplos o problema apresentado por Strum (1969); e, por fim, na secao 4,

apresentamos nossas consideragées finais.

2 Problema Primal Degenerado

Considere o problema proposto por Strum (1969), que visa maximizar a producdo de dois

produtos, X e Y, enquanto se respeitam as capacidades de trés maquinas. Para isso, definimos z;
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como a quantidade de produtos X produzidos e x, como a quantidade de produtos Y produzidos. A

modelagem matematica do problema é dada por:

max z = 2x1 + 32

sujeito a 3z + 9 < 48
31 + 4o < 120 (3)
x1 + 2x9 < 56
z; >0, j=1,2

A resolugéo gréfica do problema (3) pode ser vista na Figura 1. Com o gréfico € possivel notar

que a segunda restricao é fracamente redundante® e ocasiona a degenerescéncia do problema.

Figura 1 — Representacao grafica do problema degenerado proposto por Strum (1969)

Fonte: Elaboracao dos autores.

As Equacoes Basicas (EB) do problema em uma das bases 6timas sao:

1 = 8 — x4+ 2z5
1 3
To = 24 + §IE4 — §IE5
5 9 (4)
z3 = 0 + 5%4 — 5.735
1 1
(max) z = 88— 5%4— 55

5Uma restricdo é considerada fracamente redundante em um problema de programacéo linear quando possui pelo
menos um ponto em comum com o conjunto de restricdes, mas pode ser removida do sistema sem alterar a regiéo factivel
do problema.
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Com isso, o Problema Primal (3) tem solugdo 6tima Unica z* = (8, 24)%, com o valor 6timo 2* =
88. Porém, como podemos observar pelas EB, temos a variavel basica x3 = 0, ou seja, o problema

primal tem solucdo étima degenerada. Inicialmente, se quiséssemos calcular os precos-sombra do

11

., .. . . . , t . ™
problema, assumiriamos o resultado das variaveis duais, isto é, w* = (O, 3 5) . Inclusive, utilizando

o solver do Excel® temos o mesmo resultado, como é apresentado na Figura 2. Dessa forma,
se planejadssemos aumentar uma unidade do recurso relativo a segunda restricdo, por exemplo,
concluiriamos que a variagao no valor 6timo da fungao-objetivo seria de 1/2, o que é equivocado,

uma vez que nao ha variagao no valor étimo.

Figura 2 — Relatério de sensibilidade do problema do Strum (1969) emitido pelo solver do Excel
Microsoft Excel 16.0 Relatdrio de Sensibilidade
Planilha: [Pasta1l]Planilhal
Relatdrio Criado: 30/08/2023 15:32:47

Restrigdes

Final Sombralﬂestrigﬁo Permitido  Permitido

Célula Nome Valorl|] Prego Materal R.H. Aumentar Reduzir

SE35 le 43 1} 43 1E+30 a
SESE  le 120 0,5 120 ] 3
SES7 e 56 0,5 56 4 a

Fonte: Elaboragéo dos autores.

Isso acontece pelo fato do solver emitir a solugdo dual, que corresponde a primeira base
6tima encontrada (no ponto degenerado) que satisfaz o critério de otimalidade, como pregco-sombra,
e nao busca por uma base que corresponda a um aumento no recurso e uma outra base que
corresponda a reducao do recurso. Demonstrando que nao estamos completamente isentos de erros
ao confiar nos resultados oferecidos por softwares de programacao linear, pois esses geralmente

apresentam uma unica solugao, sem indicar a presencga de outras alternativas possiveis.

Por outro lado, poderiamos observar que a solugao 6tima dual é alternativa, sendo w* =
(%, 0, %) o outro ponto extremo do problema. E, considerando essa solu¢ao dual, se desejassemos
reduzir uma unidade do recurso relativo a segunda restri¢ao, a titulo de exemplo, deduziriamos que
ndo haveria variagcado na fungéo-objetivo do problema primal, o que € equivocado, uma vez que o

valor 6timo passaria para 87, 5.

Quando o problema primal possui solugao étima nao degenerada é verdade que o prego-

sombra é igual a solugao dual, porém, isso ndo acontece sempre, como vimos no exemplo anterior.

®Solver é um suplemento do Microsoft Excel usado para teste de hipéteses. Ele é um software para programagao
matematica integrado ao Excel que resolve problemas de programagéo linear.
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Isso mostra que pode nao existir uma equivaléncia entre pregcos-sombra e solugdes duais e,

consequentemente, ndo € correto afirmar que os pregos-sombra sao iguais as solugdes duais.

3 Calculo dos Precos-Sombra

Conhecendo as dificuldades apresentadas na seg¢ao anterior, abordamos duas estratégias
para calcular corretamente os precos-sombra de um problema de programacéo linear com solugéo
o6tima primal degenerada. A primeira, inspirada no trabalho de Akgul (1984), constréi um problema de
programagcao linear auxiliar muito menor que o problema inicial. Ja a segunda abordagem é baseada
na Analise Paramétrica, como mencionada no artigo de Gal (1986), na qual aplica-se o conceito de

perturbar o vetor de recursos em direcoes especificas para encontrar os precos-sombra.

3.1 Abordagem 1

Assumindo que o problema primal tenha solucdo 6tima degenerada, é conhecido que
o problema dual associado possui solugdes o6timas alternativas. Visto que os pregos-sombra
estdo associados a solugdo étima do problema dual, que nesse caso € alternativa, é necessario
caracterizar a regido de todas as solucbes 6timas do dual e, a partir disso, calcular os verdadeiros

precos-sombra.

Descrevemos a regido de todas as solugdes alternativas do dual como:

W = w*+ DX >0,

em que D € a matriz cujas colunas sao as dire¢coes simplex das variaveis ndo basicas, com os
custos reduzidos iguais a zero, a partir do ponto 6timo w*. Observe que os pontos w, dados
por ), pertencem a toda regido formada pela combinagéo linear positiva das diregées simplex,
porém, é preciso manter a factibilidade do problema, por isso impomos que @w > 0. Contudo,
essas informagdes sao relacionadas com a solugdo do problema dual e queremos formar a regidao

absorvendo os dados diretamente do problema primal, sem criar o problema dual e resolvé-lo.

Observando que o vetor w* € a solugdo do dual, sabemos que as variaveis estruturais do
dual sédo os custos reduzidos das variaveis de folga do primal; ja as variaveis de folga duais sao

dadas pelos custos reduzidos das variaveis estruturais do primal. Com isso, adquirimos a solugao
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dual na linha da fungao-objetivo das EB no 6timo. Agora, para a matriz D, ou seja, para as direcdes
simplex desse ponto dual, inicialmente suponha que a variavel basica x; do problema primal no
6timo seja degenerada, com isso b, = 0; esse valor se transforma no custo reduzido da variavel
wy No problema dual associado, o que vai indicar que a solugao 6tima é alternativa. Sabemos que
a diregao simplex desta variavel dual w; se encontra nos coeficientes das variaveis da coluna do
custo reduzido igual a zero. Dessa forma, nas EB do problema primal, a direcdo simplex fica nos
coeficientes das variaveis primais na linha da variavel degenerada. Porém, devemos nos atentar
com a ordem das componentes do vetor, uma vez que seguem as posi¢des das variaveis duais com

relacao aos custos reduzidos.

Com isto em mente, vamos caracterizar a regido formada pelas solucbes étimas alternativas
do problema proposto por Strum (1969). Queremos recuperar as informagdes de w = w* + DA
pelas EB determinadas em (4); para tanto, vamos considerar as linhas degeneradas e a linha da
funcao-objetivo (com intuito de visualizarmos melhor as posigdes das varidveis duais, inserimos as
equacdes com todas as variaveis primais em ordem do lado esquerdo e, a partir disso, podemos
verificar que as variaveis duais assumem as posigdes iniciando na primeira variavel de folga do
primal):

5 9
O0x1 +0xy | +1lzg— 2%4 + 5% = 0

1 1
0x1 + 0x2 | +0x3 + 5%4 + 5.%5 = 88

wy Wy | w1 w2 w3

Consequentemente, podemos extrair uma solugéo dual 6tima e a dire¢cdo que nos interessa,

como descrito anteriormente, assim:
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Assim, definimos a regiao formada por todas as solugdes 6timas do dual por:

> >
V
e
G

= N I =
|
© O wIGy w;m —
NI 0| =
B | o | o

O©+

Ou seja, removendo as inequacgdes redundantes do sistema (5), temos o sistema de

inequacdes (6), da seguinte forma:

A<
(4) o (6)

Conhecendo a regidao das solugdes 6timas do dual, que chamaremos de W*, podemos
calcular os pregos-sombras corretos de um problema primal utilizando como base o formato

candnico de minimizacao, (P).

Para isso, definimos uma funcdo F' em relacdo ao vetor recurso, de modo que

F(b) =min {c'z: Az > b,z > 0}.

Com isso, a derivada direcional de F' em b na diregéo de um vetor v € R™ €& dada por:
D, F(b) = max {u'w; w e W*},
ou seja, a derivada direcional nada mais é do que um PPL, de menor dimenséo, com as variaveis

pertencentes a regido das solucdes 6timas do dual, uma vez que pode ser reescrita por:

max utw

sujeitoa we W™,
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Akgul (1984) descreve preco-sombra positivo da i—ésima restricdo como a taxa de variagao

de F'(b) para um aumento de uma unidade em b; por:
pi = D, F(b) = max{elw; w € W*},

e 0 preco-sombra negativo da i—ésima restri¢ao, isto é, a taxa de variagao de F'(b) para uma redugao

de uma unidade em b;, fica:

p; =D_,F(b) = max{(fei)tw; w e W*} = min {eﬁw; w E W*} )

Empregamos o vetor canénico para a direcao, pois estamos interessados em saber a taxa
de variacdo na funcdo-objetivo para a pertubagcado de uma unidade. Além disso, como a ideia do
pregco-sombra negativo € a taxa de variagdo da fungéo-objetivo para a redugcao de uma unidade,

utilizamos o valor absoluto em p;".

Em resumo, podemos escrever os precos-sombra como PPL auxiliares. Isto é, para calcular

p; temos que resolver o seguinte problema:

max  elw

sujeitoa w € W™,
ja para o célculo de p; , temos que resolver:

min efw

sujeitoa w € W*.

Portanto, para calcular os pregos-sombra positivo e negativo de cada restricdo precisamos

apenas resolver esses dois pequenos PPL para cada restri¢éo.

Importante mencionar que essas definicoes sao baseadas na i—ésima restricao no formato

candnico em relacao ao Problema Primal (1). De maneira mais abrangente, definimos:

max{elw; w € W*}, se i—ésima restricdo for de >

min{elw; w € W*}, se i—ésima restri¢do for de <,
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min{elw; w € W*}, se i—ésima restri¢do for de

b; =
max{elw; w € W*}, se i—ésima restricdo for de

Diante disso, vamos usar o vetor @, determinado na equacao (5), e a regiao A, definida pelo
sistema (6), para calcular os precos-sombras do problema de Strum (1969). Como o problema (3)

nao esta no formato candnico de minimizacao, as restricdes sdo de <, 0s pregos-sombra sao dados

por:
p; = min {efw; we W*} e p; =max {(—e;)'w; we W*}.
Logo, os pregos-sombra positivo e negativo corretos de cada restricao sao:
(1A) py:
min Zy = A
sujeito a Ae(A)

cuja solugdo é \* = 0. Assim, p; = 0.

(1B) py:
max Z\ = A
sujeito a A€ (A)
: . 1 . _
cuja solugéo é \* = 5 Assim, p; = 5
(2A) py:
. 1
min zZy = 3~ —A
sujeito a A€ (A)

. ~ 2 1
cuja solugéo é \* = 5 Dessa forma, pj = 0.
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(2B) p;:
1 5
= ——=A
max 2\ 5 3
sujeito a A€ (A)
: . _ 1
cuja solucdo é \* = 0. Dessa forma, p, = 3"
(3A) p3:
1 9
. _ 1.9y
min 2\ 5 + 5
sujeito a A€ (A)
: P L1
cuja solugdo é \* = 0. Portanto, p; = 7
(8B) p5:
1 9
= —+=A
max 2\ 5 + 5
sujeito a A€ (A)

: - 1 7
cuja solugao é \* = 5 Portanto, p; = 5

Resumindo, os precos-sombra corretos do problema proposto por Strum (1969) sao:

1
L
P I Do =9 D3 e

3.2 Abordagem 2

Uma alternativa para determinar os pregos-sombra positivo, p;", € negativo, p; , € empregar a
abordagem da Andlise Paramétrica (AP) (Gal, 1986). Nesse contexto, perturbamos individualmente
cada restricdo i com ¢ = 1,2,...,m ao longo das direcbes d = +e¢;, para o pre¢co-sombra positivo e

d = —e;, para o prego-sombra negativo. Isso é expresso por b + Ad, com A > 0.

Para tal, definimos o conjunto:

S ={i:d<0},
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em que d = B~'d. A partir dessa definicdo, verificamos se S = (. Em caso afirmativo, a base
atual é 6tima para todos os valores de A > 0. Nesse cenario, encerramos o processo da AP e

calculamos o preco-sombra. Caso contrario, encontramos um intervalo critico, {0, f\} , No qual a base
< _ b;
A=min{ — 3,
€S _dz

E importante notar que estamos interessados apenas em determinar o p;” e o p; de cada

atual permanece 6tima. Aqui,

comb= B~ 1b.

restricdo 4, portanto, buscamos apenas o primeiro intervalo critico, ou seja, A = 1. No entanto,
é crucial considerar 0 caso em que A = 0, pois nessa situagdo ndo & viavel realizar nenhum
movimento com a base atual. Logo, é necessario mudar a base, realizando um pivotamento na
variavel degenerada (utilizando o Método Dual Simplex (MDS) para manter a otimalidade do primal).

Essa acéao leva a identificacdo de uma outra base étima que representa 0 mesmo ponto degenerado.

Assim, utilizando a AP com as devidas ressalvas, podemos encontrar 0s pregos-sombra
corretos de problemas de programagao linear com solugéo étima primal degenerada, como € o caso
do problema de Strum (1969). Pelas EB (4) conseguimos descrever a base 6tima que a represente,

logo:

3 1 1 0 1 -2
1 3
B = [al,aQ,ag] =13 4 0 e Bl=1]0 —g g ,
1 20 1 -2 =
2 2

em que a’ descreve a j—ésima coluna da matriz A do problema (3), considerando as variaveis de

folga.

Agora, ao realizar os célculos dos pregos-sombra por meio da Andlise Paramétrica, obtemos:

(1A) p;: Utilizando a diregéo d = e; = (1,0, 0)!, encontramos:
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Como este vetor ndo possui entrada negativa, temos que S = (). Neste caso, a base atual é
6tima para todos os valores de A > 0. Por fim, para determinar o prego-sombra positivo da

2 restrigao, isto &, p;, calculamos a variagdo no valor 6timo do problema na dire¢io dada:

0
z(A) = 2"+ Achd=8+X(2,3,0) | 0 | =8+0A,
1

0 que mostra que quando A = 1 n&o ocorre variagdo na fungao-objetivo, ou seja, p; = 0.
Vale destacar que nesse caso qualquer A > 0 ndo afetara o valor étimo inicial, uma vez que

essa base continuara 6tima.

(1B) p;: Para p; usamos a diregdo d = —e; = (—1,0,0)?, com isso:

Nesse caso o vetor possui a terceira entrada negativa, com isso, S = {3}. Entéo, calculamos

o intervalo critico:

A = min

Y )

Como A = 0 ndo é possivel “andar” na direcdo d, por essa razdo precisamos mudar a base
6tima atual; isso significa que a terceira variavel basica deve sair da base (nas EB (4)), ou

seja, x3 saira da base. Pelo teste da razao do MDS, temos:

min

DO G| =
ot
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entdo, a variavel =, deve entrar na base. Assim, as novas EB no 6timo sédo dadas por:

2 1
r = 8 — §$3 + —-x5
To = 244 —x3— -5
(7)
zy = 0 + §$3 + ;xg)
(max) z = 88— =T8T

Portanto, a nova base é dada por:

o O

B=[d',a*a'] e Bl'=|-

SRS SIS TN
Ul U] LUt | =

Dessa forma, calculando d com a nova base 6tima, temos:

O DU =T DO

O vetor ainda possui uma entrada negativa, no caso a primeira, isto €, S = {1}. Logo,

calculamos o intervalo critico:

A = min = 20.

8
2
5

Como ) # 0 e precisamos apenas de A = 1, podemos determinar o prego-sombra negativo

da primeira restricao, ou seja:

2(A) = 2"+ Achd =8+ A(2,3,0) =8— -\

Ul bt = RO
|

QUARESMA, Beatriz Akiria de Assis; MORETTI, Antonio Carlos; OLIVEIRA, Aurelio Ribeiro Leite de. A ndo

@ equivaléncia entre os pregos-sombra e as varidveis duais. REMAT: Revista Eletronica da Matematica, Bento
Gongalves, RS, v. 10, n. especial, p. €4010, 9 de julho de 2024.

https://doi.org/10.356819/remat2024vi0iespecialid7051.




REMAT: Revista Eletrénica da Matematica 15

- - ~ e o 1
Isso indica que, quando A = 1, a alteracao na funcao-objetivo é uma diminuicdo de = ou
. 1 .. . o D
seja, p; = £ E importante notar que, nesse contexto, poderiamos verificar a variagao na

funcao-objetivo com A até 20, uma vez que a base permanece étima dentro desse intervalo.

Para concluir, ao seguir esse método em outras dire¢des, obteriamos os demais precos-

sombra, 0s quais seriam os mesmos identificados pela primeira abordagem.

4 Consideracoes Finais

Neste artigo, demostramos que quando o problema primal € degenerado, o prego-sombra
de aumentar a disponibilidade de um recurso pode ser diferente do prego-sombra de reduzir a
disponibilidade do mesmo recurso, € que o pregco-sombra ndo € equivalente a solugao 6tima dual
quando temos solugdo étima primal degenerada. E importante ressaltar que, embora tenhamos
exemplificado o erro gerado pelo solver do Excel, esse problema também & encontrado em outros

solvers mais robustos de PL, como o CPLEX e Gurobi.

Além disso, apresentamos duas formas de calcular os valores dos pregos-sombra
corretamente. A Abordagem 1 fornece o resultado do prego-sombra ao resolver um PPL auxiliar
consideravelmente menor, porém requer caracterizar a regido formada por todas as solu¢des 6timas
alternativas, além de resolver até 2m problemas de programacao linear para determinar todos os
precos-sombra do PPL. Ja a Abordagem 2, além de encontrar os pregos-sombra corretos, indica
o intervalo critico no qual a variacdo € valida. No entanto, em muitos casos, demanda varios

pivotamentos, resultando em um custo computacional maior.

Dessa forma, os objetivos deste estudo foram alcangados. Para futuras pesquisas, podemos
explorar como utilizar o Método dos Pontos Interiores para determinar os precos-sombra corretos em
contextos de solugao 6tima degenerada. Além disso, analisar o impacto real em decisdes gerenciais

ao considerar os precos-sombra como solugdo dual, utilizando solvers de PL, seria valioso.
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