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Resumo: Neste artigo, para uma base d ≥ 2 fixada, apresentamos e analisamos algumas propriedades

associadas à classe dos nÂumeros suavemente ondulantes da forma [abn]d, que chamaremos de NSOG. Ex-

pressamos a FÂormula de Binet para todo NSOG. Em particular, estudamos a relacËão de divisibilidade ou

multiplicidade entre dois nÂumeros NSOG. Em destaque os NSOG são aqueles formados apenas por 1 e 0,

em qualquer base d ≥ 2, e denotamos por [10n]d. Acerca destes nÂumeros [10n]d, mostramos que nenhum Âe

primo em base 10. E mais, apresentamos um algoritmo para o cÂalculo do MDC entre dois nÂumeros [10n]d,

com n Âımpar. Al Âem disso, mostramos que a diferencËa entre dois nÂumeros NSOG Âe um quadrado perfeito. Por

fim, apresentamos a conexão entre os NSOG com os nÂumeros monodÂıgitos, repunidades e triangulares.

Palavras-chave: base; divisibilidade; nÂumeros suavemente ondulantes generalizados.

Abstract: In this article, for a fixed base d ≥ 2, we present and analyze some properties associated with the

class of smoothly undulating numbers of the form [abn]d, which we will call NSOG. We provide Binet’s Formula

for every NSOG. In particular, we study the divisibility or multiplicity relationship between two NSOG numbers.

In NSOGs, those formed only by 1 and 0, in any base d ≥ 2, are highlighted, and we denote them by [10n]d.

Regarding these numbers [10n]d, we show that none of them is prime in base 10. Furthermore, we present

an algorithm for calculating the GCD between two numbers [10n]d, with n odd. Additionally, we show that

the difference between two NSOG numbers is a perfect square. Finally, we present the connection between

NSOGs and monodigit, repunit, and triangular numbers.
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Resumen: En este artÂıculo, para una base d ≥ 2 fijada, presentamos y analizamos algunas propiedades

asociadas a la clase de los nÂumeros suavemente ondulantes de la forma [abn]d, que llamaremos NSOG.

Expresamos la f Âormula de Binet para todo NSOG. En particular, estudiamos la relaci Âon de divisibilidad o mul-

tiplicidad entre dos nÂumeros NSOG. Destacamos que los NSOG son aquellos formados solo por 1 y 0, en

cualquier base d ≥ 2, y los denotamos por [10n]d. En relaci Âon con estos nÂumeros [10n]d, mostramos que

ninguno es primo en base 10. AdemÂas, presentamos un algoritmo para el cÂalculo del MCD entre dos nÂumeros

[10n]d, con n impar. TambiÂen mostramos que la diferencia entre dos nÂumeros NSOG es un cuadrado perfecto.

Finalmente, presentamos la conexi Âon entre los NSOG con los nÂumeros monodÂıgitos, repunidades y triangula-

res.

Palabras clave: base; divisibilidad; nÂumeros suavemente ondulantes generalizados.

Data de submissão: 9 de janeiro de 2024.

Data de aprovacË ão: 8 de agosto de 2024.

1 IntroducË ão

Nestas notas, nos referimos a ªnÂumerosº como elementos do conjunto dos nÂumeros inteiros

positivos (nÂumeros naturais). De forma mais especÂıfica, analisamos propriedades relacionadas aos

crit Âerios de divisibilidade e mudancËa de base de nÂumeros denominados ºsuavemente ondulantesº.

Um nÂumero Âe ondulante quando seus algarismos (ou dÂıgitos) alternadamente oscilam para

maior ou menor que os dÂıgitos adjacentes a ele, por exemplo: 275956, 739086 e 562739 são ondu-

lantes; enquanto 2024 não Âe ondulante, pois 0 < 2 < 4. Veja ainda que, em um nÂumero ondulante,

a diferencËa absoluta entre dois algarismos adjacentes pode variar para maior ou menor. De modo

formal, temos a seguinte definicËão:

DefinicË ão 1.1. Seja D = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} o conjunto de dÂıgitos ou algarismos no sistema

posicional decimal. Um nÂumero N , com n > 2 algarismos Âe ondulante quando,

N = a1a2 · · · an−1an, com a1 ̸= 0 e ai ∈ D, para i = 1, 2, 3, ...n,

e alternadamente, a1 < a2, a2 > a3, ... ou a1 > a2, a2 < a3, ..., ou seja, apÂos o primeiro

dÂıgito o valor do pr Âoximo dÂıgito aumenta, e o seguinte diminui, seguindo assim alternadamente; ou

o segundo diminui e o seguinte aumenta.

Um subconjunto dos nÂumeros ondulantes são os nÂumeros suavemente ondulantes. Con-

sidere os nÂumeros ondulantes 1010101, 787878 e 9090909. Nestes, o valor absoluto da diferencËa
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entre dois algarismos adjacentes Âe sempre constante, ou seja, existe um padrão de crescimento e

decrescimento. Apresentamos a seguinte definicËão:

DefinicË ão 1.2. Um nÂumero natural N , formado por n > 2 algarismos Âe suavemente ondulante

quando,

N = aba · · · ab
︸ ︷︷ ︸

n par

ou N = aba · · · ba
︸ ︷︷ ︸

n ı́mpar

com a, b ∈ D, a ̸= b e a ̸= 0 .

Usaremos a notacËão N = abn, e mais AB indicarÂa a subclasse dos nÂumeros suavemente

ondulante formado pelos algarismos a e b, isto Âe, abn ∈ AB. Portanto, os nÂumeros 204 = 2020, 105 =

10101 e 988 = 98989898 são suavemente ondulantes. Na base decimal, os nÂumeros suavemente

ondulantes j Âa foram abordados em diversos trabalhos: Carvalho e Costa (2022), Costa e Costa

(2021), Costa e Souza (2024), Pickover (1990, 1995, 2003), Robinson (1994), Santos e Costa (2023)

e Shirriff (1994).

Neste artigo, exploraremos algumas caracterÂısticas dos nÂumeros suavemente ondulantes

em uma base numÂerica diferente d ≥ 2. Pickover (1990) introduziu o termo nÂumeros suavemente

ondulantes duplos para se referir aos nÂumeros que são simultaneamente suavemente ondulantes

nas bases 10 e 2, e ele forneceu alguns exemplos. NÂumeros suavemente ondulantes em outras

bases numÂericas d ≥ 2 tambÂem foram estudados por Carvalho e Costa (2022), Robinson (1994) e

Shirriff (1994). Formalmente, podemos definir nÂumeros suavemente ondulantes da seguinte forma:

DefinicË ão 1.3. Para um nÂumero d ≥ 2, seja D = {0, 1, . . . , d−1} o conjunto de dÂıgitos ou algarismos

no sistema posicional numÂerico na base d. Um nÂumero natural [N ]d, escrito na base d, formado por

n > 2 algarismos Âe suavemente ondulante generalizado quando,

[N ]d = a · d2n−1 + b · d2n−2 + · · ·+ a · d3 + b · d2 + a · d+ b = [aba · · · ab
︸ ︷︷ ︸

n par

]d

ou

[N ]d = a · d2n−1 + b · d2n−2 + · · ·+ a · d4 + b · d3 + a · d2 + b · d+ a = [aba · · · ba
︸ ︷︷ ︸

n ı́mpar

]d

com a, b ∈ D, a ̸= b e a ̸= 0.

Dizemos que o nÂumero natural [N ]d = [abn]d Âe um nÂumero suavemente ondulante generali-

zado ou suavemente ondulante na base d. Assim, os nÂumeros suavemente ondulantes generaliza-

dos, ou suavemente ondulantes na base d, tem sua representacËão na base d e segue um padrão

alternado de crescimento e decrescimento entre seus dÂıgitos.
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Nestas notas, apresentamos parte de nosso estudo acerca dos nÂumeros suavemente ondu-

lantes generalizados, ou NSOG. Portanto, são exibidas propriedades ou resultados relacionados aos

NSOG em diferentes bases, al Âem da decimal. Na SecËão 2, apresentamos algumas propriedades dos

NSOG na base decimal. Nas SecËões 3 e 4, apresentamos os resultados referentes aos NSOG em

uma base d ≥ 2. Em particular, destacamos na SecËão 6, o Teorema 5.4 que fornece um algoritmo

para o cÂalculo do MDC entre dois nÂumeros suavemente ondulantes formados apenas pelos algaris-

mos 1(um) e zero (0), os nÂumeros um-zero 10k, com k Âımpar, em qualquer base d ≥ 2. Al Âem disso,

nas SecËões 5 e 7, abordamos a relacËão entre os nÂumeros 10k generalizados, os quadrados perfeitos

e algumas sequências numÂericas.

Para tornar o texto mais autocontido e oferecer comodidade ao leitor, apresentaremos as

demonstracËões de alguns resultados, mesmo que referências sejam fornecidas.

2 Alguns resultados na base decimal

Sejam 0 ̸= a e b em D = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Um nÂumero suavemente ondulante per-

tencente ao conjunto AB Âe indicado por abn, em que n indica a quantidade de dÂıgitos do nÂumero

abn ∈ AB. Por exemplo, 103 = 101, 575 = 57575, e 394 = 3939 são nÂumeros suavemente ondulan-

tes. Cavalho e Costa (2022) observaram que qualquer nÂumero suavemente ondulante abn pode ser

representado por:

abn =






a

n−1

2∑

i=0

102i + b

n−1

2∑

i=1

102i−1, se n Âe Âımpar. (1)

abn =






a

n
2∑

i=1

102i−1 + b

n
2
−1

∑

i=0

102i, se n Âe par. (2)

Exemplo 2.1. Fazendo a = 1, b = 0 e n = 7 na EquacËão (1), temos que 107 pode ser expresso na

forma

107 = 1
3∑

i=0

102i + 0
3∑

i=1

102i−1 = 106 + 104 + 102 + 100 = 1010101 .

De outro modo, fazendo a = 3, b = 4 e n = 6 na EquacËão (2), temos que 346 pode ser expresso na

forma

346 = 3

3∑

i=1

102i−1 + 4

2∑

i=0

102i

= 3(105 + 103 + 101) + 4(104 + 102 + 100)

= 3 · 101010 + 4 · 10101 = 343434 .
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Considere o subconjunto UZ = {10n : n ≥ 2} ⊂ AB. Assim 10n representa um nÂumero

formado pelos algarismos 1 e 0, de forma alternada; e n > 2 indica a quantidade de algarismos. Dito

isto, temos 103 = 101, 104 = 1010 e assim, sucessivamente. O nÂumero 10n, termina em 0 se n Âe par;

caso contr Âario, termina em 1 .

Exemplo 2.2. (Costa; Costa; 2021) Por inspecËão direta nos divisores dos seis primeiros nÂumeros

suavemente ondulantes UZ obtemos que:

1. o nÂumero 102 = 10 = 2 · 5 não Âe primo;

2. o nÂumero 103 = 101 Âe primo;

3. o nÂumero 104 = 1010 = 10 · 101 não Âe primo;

4. o nÂumero 105 = 10101 = 111 · 91 não Âe primo;

5. o nÂumero 106 = 101010 = 10 · 10101 não Âe primo;

6. o nÂumero 107 = 1010101 = 101 · (104 + 1) não Âe primo.

No Exemplo 2.2 listamos apenas uma fatoracËão, a tÂıtulo de exemplo, quando o nÂumero 10n Âe

composto.

O prÂoximo resultado Âe imediato.

ProposicË ão 2.3. (Costa; Souza, 2024) Todo nÂumero da forma 102k Âe mÂultiplo de 2 e 5, para todo

k > 1.

DemonstracËão. Usando a EquacËão (2), para todo k ≥ 2, temos

102k =
k∑

i=1

102i−1 =
k∑

i=2

102i−1 + 10 .

Logo, 102k ≡ 0 mod 2, bem como 102k ≡ 0 mod 5.

Agora, usando a EquacËão (1) e para todo k ≥ 1, temos

102k+1 =
k∑

i=1

102i + 1 .

Esta igualdade garante que
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ProposicË ão 2.4. (Costa; Souza, 2024) Todo nÂumero da forma 102k+1 não Âe mÂultiplo nem de 2, nem

de 5, para todo k ≥ 1.

Segue facilmente que nenhum nÂumero 102k Âe primo, visto que 102k termina em 0, ou seja, 102k

Âe par e mÂultiplo de 5. Contudo, se n for Âımpar, 10n termina em 1. Em complemento ao Exemplo 2.2,

a seguir, apresentamos uma fatoracËão para os nÂumeros do tipo 10n com 5 ≤ n ≤ 15 Âımpar. Por

questões didÂaticas, vamos separar em dois tipos.

Exemplo 2.5. (Costa; Costa, 2021) Veja uma fatoracËão para os nÂumeros 104q+1 para 1 ≤ q ≤ 3:

• 105 = 10101 = 111(102 − 10 + 1) ;

• 109 = 101010101 = 11111(104 − 103 + 102 − 10 + 1) ;

• 1013 = 1010101010101 = 1111111(106 − 105 + 104 − 103 + 102 − 10 + 1).

Exemplo 2.6. (Costa; Costa, 2021) Veja tambÂem uma fatoracËão para os nÂumeros 104q+3 para 1 ≤

q ≤ 3:

• 107 = 1010101 = 101(104 + 1) = 103(10
4 + 1);

• 1011 = 10101010101 = 10101(106 + 1) = = 105(10
6 + 1) ;

• 1015 = 101010101010101 = 1010101(108 + 1) = 107(10
6 + 1) .

Os nÂumeros suavemente ondulante 1, 101, 10101, ..., isto Âe, 102k+1, para todo k ≥ 1, formam

a sequência A094028 listada em The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences (OEIS) (Barry,

2004). Sabe-se que exceto 101, nenhum outro nÂumero do tipo 10n Âe primo. A demonstracËão pode

ser consultada em Costa e Costa (2021) ou Putnam Problems (1989). Portanto, temos o seguinte

resultado.

Teorema 2.7. (Putnam Problems, 1989) Para todo n > 3 nenhum nÂumero 10n Âe primo.

ObservacË ão 2.8. De forma independente o Teorema 2.7 foi provado em (Costa; Costa, 2021). No

entanto foi proposto, e provado, pela primeira vez em 1989, durante a competicËão de Putman. Esta Âe

uma competicËão matemÂatica que ocorre desde 1927 Âe administrada pela Mathematical Association

of America.
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Um dos objetivos deste Âe demonstrar uma versão generalizada do Teorema 2.7. Isso serÂa

feito adiante no Teorema 4.11.

Uma importante caracterÂıstica dos nÂumeros suavemente ondulantes ocorre quando b = 0 em

abn, conforme resultado a seguir:

ProposicË ão 2.9. (Carvalho; Costa, 2022) Nenhum nÂumero suavemente ondulante a0n Âe primo para

1 < a ≤ 9.

DemonstracËão. Basta notar que:

a0n = a · (10n) .

Logo, a0n Âe um nÂumero composto, divisÂıvel por a e tambÂem por 10n.

Na sequência deste trabalho, exploramos propriedades aritmÂeticas dos nÂumeros suavemente

ondulantes generalizados em bases numÂericas d, diferente da decimal. Para isso, usamos constan-

temente operacËões em bases não decimais. Para leitores menos familiarizados com o assunto,

recomendamos as referências: Domingues (1991), Fomin (1975), Hefez (2016) ou Niven, Zucker-

man e Montgomery (1991). Recentemente, alguns artigos têm abordado operacËões aritmÂeticas em

bases não decimais, como em Bemm e Bemm (2023), Costa, Santos e Bezzera (2023), Santos e

Costa (2022).

3 NÂumeros suavemente ondulantes generalizados

Fixada uma base numÂerica d ≥ 2. Dado os algarismos 0 ̸= a e b com a ̸= b, conforme

Carvalho e Costa (2022), podemos representar qualquer nÂumero suavemente ondulante [abn]d na

base d, que chamamos de nÂumeros suavemente ondulantes generalizados ou NSOG, utilizando as

seguintes expressões:

[abn]d = a

n−1

2∑

i=0

d2i + b

n−1

2∑

i=1

d2i−1, se n Âe Âımpar, (3)

[abn]d = a

n
2∑

i=1

d2i−1 + b

n
2
−1

∑

i=0

d2i, se n Âe par. (4)
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ÂE importante destacar que um nÂumero abn na base d, não Âe necessariamente suavemente

ondulante em outra base d′ diferente de d, como veremos nos dois exemplos a seguir.

Exemplo 3.1. Considere a = 1, b = 0, n = 7 e d = 5. Temos da EquacËão (3) que

[107]5 = 1

3∑

i=0

52i + 0

3∑

i=1

52i−1

= 1(50 + 52 + 54 + 56) + 0(51 + 53 + 55) = 50 + 52 + 54 + 56 = 16276.

Veja que [107]5 = [16276]10, e 16276 Âe um nÂumero ondulante na base 10, mas não Âe suavemente

ondulante.

Exemplo 3.2. Considere a = 3, b = 4, n = 6 e d = 5. Temos da EquacËão (4) que

[346]5 = 3

3∑

i=1

52i−1 + 4

2∑

i=0

52i

= 3(51 + 53 + 55) + 4(50 + 52 + 54) = 3 · 3255 + 4 · 651 = 12369.

Percebemos que [346]5 = [12369]10, no entanto, 12369 não Âe um nÂumero suavemente ondulante, nem

ondulante.

Um resultado correlato à ProposicËão 2.9 em uma base d ≥ 2 Âe:

ProposicË ão 3.3. Para qualquer base d ≥ 2 fixada e para todo natural n ≥ 3, o nÂumero [a0n]d Âe

composto, com a ∈ D.

DemonstracËão. Basta notar que:

[a0n]d = [a]d · [10n]d.

Logo, [a0n]d Âe um nÂumero composto, divisÂıvel por [a]d e tambÂem por [10n]d.

Veremos agora uma relacËão entre nÂumeros suavemente ondulantes e nÂumeros monodÂıgitos.

Destaca-se que nÂumeros monodÂıgitos são formados por n algarismos iguais a c numa base d fixada,

com 0 ≤ c ≤ d− 1. Tais nÂumeros são representados por,

[cn]d = [cc...c
︸ ︷︷ ︸

n

]d = [c · 11...1
︸ ︷︷ ︸

n

]d = c ·
dk − 1

d− 1
= [c ·Rn]d,

em que [Rn]d Âe um nÂumero formado do n-dÂıgitos iguais a 1, isto Âe, a repeticËão da unidade ou

um monodÂıgito de algarismo 1 na base d, que chamamos de uma repunidade generalizada. Para

maiores detalhes veja Costa, Santos e Bezzera (2023).

COSTA, Eudes Antonio; SANTOS, Douglas catulio dos. Os nÂumeros suavemente ondulantes generalizados.
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Exemplo 3.4. Veremos que [126]3 = [53]9. De fato,

[126]3 = 1 · 36−1 + 2 · 36−2 + 1 · 36−3 + 2 · 36−4 + 1 · 31 + 2

= (1 · 3 + 2)36−2 + (1 · 3 + 2)36−4 + (1 · 3 + 2)30

= 5 · 36−2 + 5 · 36−4 + 5 · 30

= 5 · (32)3−1 + 5 · (32)3−2 + 5 · (32)0

= 5 · (9)2 + 5 · (9)1 + 5 · (9)0

= 5 ·
93 − 1

9− 1
= [5 · 111]9 = [53]9 .

De uma forma geral temos que

ProposicË ão 3.5. (Carvalho; Costa, 2022) Para todo n = 2k par, se [abn]d Âe um nÂumero suavemente

ondulante na base d, então [abn]d = [ck]d2 ser Âa um monodÂıgito na base d2, para c = a · d+ b.

DemonstracËão. Veja que c = (a · d+ b) < d2. Sendo n = 2 · k para algum k ∈ Z. Note que:

[abn]d = a · d2k−1 + b · d2k−2 + a · d2k−3 + b · d2k−4 + · · ·+ a · d1 + b

= (ad+ b)d2k−2 + (ad+ b)d2k−4 + · · ·+ (ad+ b)d0

= c · d2k−2 + c · d2k−4 + · · ·+ c · d0

= c · (d2)k−1 + c · (d2)k−2 + · · ·+ c · (d2)0

= c · (d2)k−1 + c · (d2)k−2 + · · ·+ c · (d2)0

= c ·
(d2)k − 1

d2 − 1
= [c ·Rk]d2 .

Como c = ad+b < d2, então [abn]d = [c·Rk]d2 = [ad+b]d2 ·[Rk]d2 . AlÂem disso, [Rk]d2 Âe um monodÂıgito

na base d2.

Exemplo 3.6. Veja que [128]4 = [6666]16. Bem como [1312]6 = [999999]36.

Especificando a = 1 e b = 0 nas EquacËões (3) e (4), obtemos que

ProposicË ão 3.7. Para toda base d > 1 fixada e todo n > 2, então, [10n]d possui a seguinte

representacËão polinomial:

(a) n Âe Âımpar,

[10n]d = dn−1 + dn−3 + dn−5 + · · ·+ d2 + d0,

(b) se n Âe par,

[10n]d = dn−1 + dn−3 + dn−5 + · · ·+ d3 + d1 .

COSTA, Eudes Antonio; SANTOS, Douglas catulio dos. Os nÂumeros suavemente ondulantes generalizados.
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Exemplo 3.8. Note que:

[109]4 = [101010101]4 = 49−1 + 49−3 + 49−5 + 49−7 + 49−9

= 48 + 46 + 44 + 42 + 40

= [11111]42 = [15]42 .

Enquanto

[108]5 = [10101010]5 = 58−1 + 58−3 + 58−5 + 58−7

= 57 + 55 + 53 + 51

= [1111]52 = [14]52 .

4 NSOG composto

Nesta secËão abordamos algumas relacËões entre os nÂumeros suavemente ondulantes gene-

ralizados, explorando possÂıveis conexões e propriedades interessantes desses nÂumeros. Alguns

resultados desta secËão tambÂem podem ser encontrados em Porto (2023).

Inicialmente, apresentamos um resultado auxiliar, cuja demonstracËão pode ser encontrada

em Hefez (2016), ProposicËões 3.6, 3.7 e 3.8.

Lema 4.1. Sejam quaisquer x, y inteiros e n natural.

(a) Temos que x− y divide xn − yn,

(b) Temos que x+ y divide x2n − y2n,

(c) Temos que x+ y divide x2n+1 + y2n+1.

Como consequência da ProposicËão 3.7 temos a fÂormula de Binet para um NSOG para qual-

quer base d ≥ 2 fixada.

Teorema 4.2 (FÂormula de Binet). Para toda base d ≥ 2 fixada, um nÂumero suavemente ondulante,

[10n]d, pode ser obtido por:

(a) [102k+1]d =
d2(k+1) − 1

d2 − 1
, se n = 2k + 1 com k ≥ 1,

(b) [102k]d =
d(d2k − 1)

d2 − 1
, se n = 2k com k > 1.

COSTA, Eudes Antonio; SANTOS, Douglas catulio dos. Os nÂumeros suavemente ondulantes generalizados.
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DemonstracËão. (a) Para n = 2k + 1 temos da ProposicËão 3.7(a) que

[102k+1]d = d2k + d2(k−1) + d2(k−3) + · · ·+ d2 + d0.

Utilizando a fÂormula da soma de Progressão GeomÂetrica (PG), obtemos:

[102k+1]d = d2k+1−1 + d2k+1−3 + d2k+1−5 + · · ·+ d2 + d0

= d2k + d2k−2 + d2k−4 + · · ·+ d2 + d0

=
(d2)k+1 − 1

d2 − 1

=
d2(k+1) − 1

d2 − 1
.

(b) Agora, para n = 2k temos ProposicËão 3.7(b) que

[102k]d = d2k−1 + d2k−3 + d2k−5 + · · ·+ d3 + d1,

fazendo a soma da PG, obtemos:

[102k]d = d2k−1 + d2k−3 + d2k−5 + · · ·+ d3 + d1

=
d((d2)k − 1)

d2 − 1

=
d(d2k − 1)

d2 − 1

= d
d2k − 1

d2 − 1
.

ObservacË ão 4.3. Como d2 − 1 divide d2i − 1 para todo natural i, conforme Lema 5.5, em Santos e

Costa (2022). Portanto,
d2i − 1

d2 − 1
Âe sempre um inteiro.

Agora, segue diretamente do Teorema 4.2.

ProposicË ão 4.4. Se k ≥ 2 e d ≥ 2, então:

(a) [102k+1]d = [10 · (102k)]d + [1]d;

(b) [102k]d = [10 · 102k−1]d;

(c) [102k+3]d = [102 · 102k+1]d + [1]d.
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DemonstracËão. (a) Temos que:

[102k+1]d =
102k+2 − 1

102 − 1

=
102k+2 − 102 + 102 − 1

102 − 1

=
102(102k − 1) + 102 − 1

102 − 1

= d ·
10(102k − 1)

102 − 1
+ 1

= [10 · (102k)]d + [1]d .

(b) Âe imediato.

(c) Basta usar (a) e (b).

Em uma base fixa d ≥ 2, um inteiro [n]d Âe dito decomponÂıvel se existem inteiros positivos

distintos [b]d e [c]d, diferentes de 1, de modo que [n]d = [b]d · [c]d. Nesse caso, tambÂem chamamos

[n]d de composto ou fator Âavel na base d. Caso contr Âario, chamamos [n]d de indecomponÂıvel na base

d.

Exemplo 4.5. Sabemos que o nÂumero 17 Âe indecomponÂıvel (primo) na base 10. Agora, na base 8,

temos que [3]8 · [5]8 = [17]8, ou seja, [17]8 Âe composto na base 8. Veja que [17]8 = [15]10 ̸= [17]10, e

15 = 3 · 5 Âe decomponÂıvel na base 10.

ProposicË ão 4.6. Para quaisquer d ≥ 2 e k ≥ 1, [102k]d divide [102k·q]d, para todo q > 1.

DemonstracËão. Primeiro, observe que pelo Lema 4.1(a), d2k − 1 divide 22kq − 1. Segundo, pelo

Teorema 4.2, temos que [102k·q]d =
d((d2)kq − 1)

d2 − 1
e [102k]d =

d(d2k − 1)

d2 − 1
. Temos que

[102k·q]d
[102k]d

=
d((d2)kq − 1)

d2 − 1
·

d2 − 1

d(d2k − 1)

=
d2kq − 1

d2k − 1
.

Como vimos no inÂıcio da demonstracËão,
d2kq − 1

d2k − 1
Âe um nÂumero inteiro.

Exemplo 4.7. Considerando k = 2, q = 3 e d = 6, obtemos que

[102·2·3]6
[102·2]6

=
[1012]6
[104]6

=
(64)3 − 1

64 − 1
= (64)2 + 64 + 1 = 68 + 64 + 1 = [100010001]6 .

ProposicË ão 4.8. Para quaisquer naturais m, n e d ≥ 2, se [m]d Âe mÂultiplo de [n]d, então [102m−1]d Âe

mÂultiplo de [102n−1]d.
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DemonstracËão. Como [m]d Âe um mÂultiplo de [n]d, então [m]d = [n ·k]d para algum natural [k]d. Segue

do Teorema 4.2 que

[102m−1]d =
d2m − 1

d2 − 1
=

d2nk − 1

d1 − 1

=
d2nk − 1

d2n − 1
·
d2n − 1

d−1

=
d2nk − 1

d2n − 1
· [102n−1]d .

Do Lema 4.1(a), temos que d2n − 1 divide d2nk − 1 = (d2n)k − 1k. Portanto o NSOG [102n−1]d divide

[102m−1]d, ou seja, [102m−1]d = [t · 102n−1]d, com t = d2nk
−1

d2n−1
.

ProposicË ão 4.9. Para quaisquer naturais m, n, q, r e d ≥ 2, se [m]d = [qn + r]d, então [102m−1]d =

[102n−1 · k]d + [102r−1]d, para algum k natural.

DemonstracËão. Temos que [m]d = [qn+ r]d. Segue do Teorema 4.2 que

[102m−1]d =
d2m − 1

d2 − 1
=

d2(qn+r) − 1

d2 − 1

=
d2qnd2r − 1

d2 − 1
=

d2qnd2r − d2r + d2r − 1

d2 − 1

=
d2r(d2qn − 1)

d2 − 1
+

d2r − 1

d2 − 1
.

Da ProposicËão 4.8, para um inteiro t, temos que
d2r(d2qn−1)

d2−1
= d2r · t · 102n−1 = k · 102n−1, fazendo

k = d2r · t. Portanto [102m−1]d = [102n−1 · k + 102r−1]d.

ProposicË ão 4.10. Para quaisquer d ≥ 2 e k ≥ 1, [102k+1]d divide [104k+4]d.

DemonstracËão. Para n = 4k + 4 = 2(2k + 2), segue da ProposicËão 3.3 que:

[102(2k+2)]d = d2(2k+2)−1 + d2(2k+2)−3 + d2(2k+2)−5 + d2(2k+2)−7 · · ·+ d3 + d1

=
d((d2)2k+2 − 1)

d2 − 1

=
d(d4k+4 − 1)

d2 − 1
.

COSTA, Eudes Antonio; SANTOS, Douglas catulio dos. Os nÂumeros suavemente ondulantes generalizados.
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Multiplicando a fracËão
d(d4k+4

−1)
d2−1

por
d2 + 1

d2 + 1
obtemos que:

[102(2k+2)]d =
d(d4k+4 − 1)

d2 − 1
·
d2 + 1

d2 + 1

=
d(d2 + 1)(d4k+4 − 1)

d4 − 1

=
d(d2 + 1)

d2 + 1
·
(d2k+2 − 1)(d2k+2 + 1)

d2 − 1

= d ·
(d2k+2 − 1)

d2 − 1
· (d2k+2 + 1)

= d · [102k+1]d · (d
2k+2 + 1) .

Observe ainda que [102(2k+2)]d = [104k+4]d Âe mÂultiplo, na base d, do nÂumero suavemente ondulante

[102k+1]d, bem como de (d2k+2 + 1).

Veremos a seguir que que para todo n > 3, o nÂumero suavemente ondulante [10n]d Âe escrito

como (ao menos) um produto de dois fatores.

Teorema 4.11. Para todo natural n > 3, o nÂumero [10n]d Âe composto, para qualquer base d ≥ 2

fixada.

DemonstracËão. Vamos considerar duas situacËões distintas: n Âe par e n Âe impar.

Caso tenhamos n > 2 par, existe um natural k > 1 tal que n = 2k. Segue do Teorema 4.2 que

[102k]d = d ·
(d2)k − 1

d2 − 1
. Segue do Lema 4.1(a) que d2 − 1 divide (d2)k − 1. Mais ainda, pela divisão

euclidiana, obtemos que

[102k]d = d · (d2(k−1) + d2(k−2) + d2(k−3) + · · ·+ d2 + 1)

= [10]d · [102k−1]d .

Portanto, o [102k]d possui ao menos como fatores os nÂumeros [10]d e [102k−1]d, que são distintos,

pois k > 1 .

Para n = 2k + 1, com k > 1, temos do Teorema 4.2 que

[102k+1]d =
d2(k+1) − 1

d2 − 1

=
(dk+1 − 1)(dk+1 + 1)

d2 − 1
.

Novamente, consideremos duas situacËões distintas:
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• se k Âe Âımpar então k + 1 Âe par, e portanto, k + 1 = 2t, para algum natural t > 1. Usando o

primeiro caso, obtemos

[102k+1]d =
(dk+1 − 1)(dk+1 + 1)

d2 − 1

=
(d2t − 1)

d2 − 1
(d2t + 1)

= (d2(t−1) + d2(t−2) + d2(t−3) + · · ·+ d2 + 1)(d2t + 1)

= [10]d · [102t−1]d · [10
2t + 1]d .

Assim [102k+1]d possui (ao menos) como fatores os nÂumeros [10]d, [102t−1]d e [102t + 1]d.

• se k Âe par então k + 1 Âe Âımpar, e temos

[102k+1]d =
d2(k+1) − 1

d2 − 1

=
(dk+1 − 1)(dk+1 + 1)

(d− 1)(d+ 1)

=
dk+1 − 1

d− 1
·
dk+1 + 1

d+ 1
.

Segue do Lema 4.1(a) que d−1 divide dk+1−1, e do Lema 4.1(c) que d+1 divide dk+1+1, isto

mostra que as duas ºfracËõesºanteriores são nÂumeros inteiros. Fazendo a divisão euclidiana,

obtemos que

dk+1 − 1

d− 1
= dk + dk−1 + dk−2 + · · ·+ d+ 1

= [Rk]d , e

dk+1 + 1

d+ 1
= dk − dk−1 + dk−2 + · · ·+ d2 − d+ 1

= (d− 1)dk−1 + (d− 1)dk−3 + · · ·+ (d− 1)d+ 1

= (d− 1) · (dk−1 + dk−3 + · · ·+ d) · d+ 1

= (d− 1) · 10k · d+ 1 .

Portanto, os fatores de [102k+1]d são (pelo menos) [Rk]d e [(d− 1) · 10k · 10 + 1]d.

Portanto, para todo n > 3 o nÂumero [102k]d Âe decomponÂıvel.

Dadas duas bases d1 > 1 e d2 > 1 distintas. Considere os inteiros [x1]d1 e [x2]d2 tal que

[x1]d1 = [x2]d2 . Caso [x1]d1 seja decomponÂıvel, ou seja, existem inteiros [y1]d1 ̸= ±1 e [z1]d1 ̸= ±1

tais que [x1]d1 = [y1]d1 · [z1]d1 . Âe claro que podemos encontrar [y2]d2 ̸= ±1 e [z2]d2 ̸= ±1, fazendo
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a conversão dos respectivos nÂumeros da base d1 para a base b2, tais que [y1]d1 = [y2]d2 e [z1]d1 =

[z2]d2 . Assim,

[x2]d2 = [x1]d1

= [y1]d1 · [z1]d1

= [y2]d2 · [z2]d2 .

O que fizemos garante que,

Lema 4.12. Se um nÂumero inteiro [x1]d1 Âe decomponÂıvel em uma base d1 > 1 então [x2]d2 Âe decom-

ponÂıvel em qualquer base d2 > 1, com [x1]d1 = [x2]d2 .

ObservacË ão 4.13. Se [x]10 Âe primo, então ele Âe indecomponÂıvel (primo) em qualquer outra base

d ̸= 10. Caso contr Âario, se existir uma base d ̸= 10 tal que x = [x1]d = [y]d · [z]d, então pelo

Lema 4.12, x seria composto na base 10, um absurdo.

Segue diretamente do Teorema 4.11, e do Lema 4.12, que se um nÂumero natural x Âe suave-

mente ondulante do tipo [10n]d em uma base d ≥ 2 e n > 3 então x não Âe primo. De uma maneira

formal temos:

Teorema 4.14. Para todo natural n > 3, o nÂumero [10n]d Âe composto na base 10, para qualquer base

d ≥ 2 fixada.

5 MÂaximo divisor comum

Nesta secËão apresentamos um algoritmo para calcular o mÂaximo divisor comum entre dois

nÂumeros suavemente ondulantes generalizados em qualquer base d maior ou igual a 2.

Usamos a notacËão (a, b) para denotar o mÂaximo divisor comum (mdc) entre os nÂumeros a e

b, e assim dizemos que a Âe relativamente primo a b, ou que a e b são coprimos, quando (a, b) = 1. A

seguir, enunciamos o cl Âassico resultado conhecido como algoritmo do mÂaximo divisor comum entre

dois nÂumeros inteiros. A demonstracËão pode ser consultada em Domingues (1991) ou Hefez (2016).

Lema 5.1. [Lema de Euclides] Dados os inteiros a, b, com b = aq + r para q e 0 ≤ r < |b| inteiros. O

mÂaximo divisor comum entre a e b Âe dado por (a, b) = (a, r) .
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Como [104 = 1010]d e, pela a ProposicËão 4.4, [105 = 10101 = 5 × 104 + 1]5, para qualquer

base d fixada, usando o Lema Euclides segue que (105, 104) = (104, 1) = 1. De um modo geral

temos que

ProposicË ão 5.2. Dados dois NSOG, e k > 2, tem-se que:

(a) (102k+1, 102k) = 1;

(b) (102k, 102k−1) = 102k−1;

(c) (102k+3, 102k+1) = 1.

DemonstracËão. Para uma base d ≥ 2 fixada.

(a) Segue da ProposicËão 4.4 que [102k+1 = d× 102k + 1]d, e pelo Lema Euclides

(102k+1, 102k) = (d× 102k + 1, 102k) = (102k, 1) = 1.

(b) Como [102k = d× 102k−1]d (ProposicËão 4.4), usando o Lema Euclides, temos que

(102k, 102k−1) = (d× 102k−1, 102k−1) = 102k−1.

(c) Pela ProposicËão 4.4 temos que [102k+3 = d × 102k+2 + 1 = d × (d × 102k+1) + 1 =

d2 × 102k+1 + 1]d, e do Lema Euclides segue que

(102k+3, 102k+1) = (d2 × 102k+1 + 1, 102k+1) = (102k+1, 1) = 1 .

Exemplo 5.3. Para ilustrar o item (c) deste Âultimo resultado, fixamos d = 4, e determinemos o mdc

entre [102021]4 e [102023]4. Como [2021]4 = [2 · 1010 + 1]4 e [2023]4 = [2 · 1010 + 3]4 segue que

([102023]4 , [102021]4) = ([102021]4 , 1) = [1]4 .

Agora vamos enunciar e demonstrar o principal resultado desta secËão, um modo para de-

terminar o mÂaximo divisor comum (mdc) entre dois NSOG, de Âındice Âımpar, em qualquer base d

fixada.

Teorema 5.4. Para quaisquer naturais m > n, tem-se que [(102m−1, 102n−1) = 102(m,n)−1]d, para

uma base d ≥ 2 fixada.
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DemonstracËão. Dados m ≥ n > 0 Âımpares, de modo que existem inteiros q1, r1 da divisão euclidiana

de m por n, ou seja, m = nq1 + r1 com 0 ≤ r1 < n. Se r1 > 0, como n ≥ r1 > 0, existem inteiros

q2, r2 da divisão euclidiana de n por r1, ou seja, n = r1q2+r2 com 0 ≤ r2 < r1. Analogamente, sejam

r3, . . . , rs os restos, não nulos, no algoritmo da divisão euclidiana de rk por rk+1, para k ≥ 1. Do

Lema 5.1, temos rs = (m,n) e rs+1 = 0. Por outro lado, Pela ProposicËão 4.9 temos que [102m−1]d =

[102n−1 · k]d + [102r−1]d, para algum k natural. Agora, segue do Lema 5.1 e da ProposicËão 4.8, que

(102m−1, 102n−1) = (102n−1, 102r1−1) = (102r1−1, 102r2−1) = · · · = (102rs−1, 102rs+1−1)

= (102rs−1, 0) = 102(m,n)−1 .

Aqui, usamos que 10−k = 0 para qualquer k natural.

Exemplo 5.5. Para qualquer base d ≥ 2, considere m = 15 = 2 · 8 − 1 e n = 25 = 2 · 13 − 1, então

([1015]d, [1025]d) = 1. Tendo em vista que (8, 13) = 1.

6 Quadrados perfeitos

Nesta secËão abordamos diferencËas entre os nÂumeros suavemente ondulantes generalizados

cujo resultado seja nÂumeros quadrados perfeitos.

Em uma base d ≥ 2 fixada, um nÂumero natural m Âe um quadrado perfeito se existe um

nÂumero n tal que [m]d = ([n]d)
2.

O prÂoximo resultado mostra que a diferencËa entre dois nÂumeros suavemente ondulantes de

Âındice Âımpar Âe um quadrado perfeito em qualquer base d ≥ 2.

ProposicË ão 6.1. Para todo k ≥ 2 e d ≥ 2 temos que [102k+1]d − [102k−1]d = d2k.

DemonstracËão. Aplicando a ProposicËão 3.7(a) para n = 2k − 1, obtemos,

[102k−1]d = d2k−1−1 + d2k−1−3 + d2k−1−5 + · · ·+ d2 + d0

= d2k−2 + d2k−4 + d2k−6 + · · ·+ d2 + d0.

Respectivamente, para n = 2k + 1, obtemos,

[102k+1]d = d2k+1−1 + d2k+1−3 + d2k+1−5 + · · ·+ d2 + d0

= d2k + d2k−2 + d2k−4 + d2k−6 + · · ·+ d0
︸ ︷︷ ︸

[102k−1]d

.

Logo, [102k+1]d − [102k−1]d = d2k.
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Exemplo 6.2. Considerando k = 2, vejamos para a base d = 9.

[102·2+1]9 − [102·2−1]9 = [105]9 − [103]9 = [10000]9

= ([10]9)
4 = ([10]9)

2·2 .

Para k = 3 e d = 3, temos:

[102·3+1]3 − [102·3−1]3 = [107]3 − [105]3 = [1000000]3

= ([10]3)
6 = ([10]3)

2·3 .

CorolÂario 6.3. Para todo k ≥ 2 e d ≥ 2 temos que:

√

[102k+1]d − [102k−1]d = dk e

k
√

[102k+1]d − [102k−1]d = d2.

DemonstracËão. Basta aplicar a ProposicËão 6.1 .

√

[102k+1]d − [102k−1]d =
√

(dk)2 = dk.

Por outro lado :

k
√

[102k+1]d − [102k−1]d = k

√

(d2)k = d2.

7 Outros resultados interessantes

Para finalizarmos este estudo, exibimos nesta secËão alguns resultados interessantes que ex-

ploram a conexão entre os NSOG com outras sequências numÂericas em bases diversas. ComecËamos

mostrando a conexão entre os NSOG e os nÂumeros repunidades generalizados, os nÂumeros da

forma [Rn]d = [ 111 · · · 11
︸ ︷︷ ︸

n algarismos

]d, para uma base d fixada.

O prÂoximo resultado apresenta a f Âormula de Binet para os nÂumeros repunidades generaliza-

dos, a demonstracËão pode ser consultada em Costa, Santos e Bezzera (2023).

Lema 7.1. Para qualquer k ≥ 0, a repunidade generalizada [Rk+1]d Âe dada por [Rk+1]d =
dk+1 − 1

d− 1
para todo d ≥ 2 fixado.
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Agora usaremos este resultado na prova dos prÂoximos resultados.

ProposicË ão 7.2. Para todo k ≥ 1 e d ≥ 2 [R2k+1]d = [102k+1]d + [102k]d .

DemonstracËão. Como [Rn+1]d =
dn+1 − 1

d− 1
∀ n ∈ N

∗, então, para n = 2k temos [R2k+1]d =
d2k+1 − 1

d− 1
.

[R2k+1]d =
d2k+1 − 1

d− 1

=
(d2k+1 − 1)(d+ 1)

(d− 1)(d+ 1)

=
d2k+2 + d2k+1 − d− 1

d2 − 1

=
d2k+2 − 1

d2 − 1
+

d(d2k − 1)

d2 − 1

= [102k+1]d + [102k]d .

ProposicË ão 7.3. Se k ≥ 1 e d ≥ 2, então, [102k+1]d =
[R2k+2]d
[R2]d

.

DemonstracËão. Para todo d ≥ 2 e k ≥ 1, [R2]d = d+ 1 e [R2k+2]d =
d2k+2 − 1

d− 1
. Portanto,

[102k+1]d =
d2k+2 − 1

d2 − 1

=
(d2k+2 − 1)

(d− 1)
·

1

(d+ 1)

=
[R2k+2]d
[R2]d

.

ProposicË ão 7.4. Se k ≥ 1 e d ≥ 2, então, [102k+2]d =
d · [R2k+2]d

[R2]d
.

DemonstracËão. De igual modo, temos

[102k+2]d =
d · (d2k+2 − 1)

d2 − 1

=
d · (d2k+2 − 1)

(d− 1)
·

1

(d+ 1)

=
d · [R2k+2]d

[R2]d
.

O resultado a seguir mostra que todo NSOG, de Âındice Âımpar, numa base d Âe uma repunidade

generalizada em uma base d2.
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ProposicË ão 7.5. Considerando d ≥ 2 e k ≥ 1, [102k+1]d = [Rk+1]d2 .

DemonstracËão. Conforme o Lema 7.1, [Rk+1]d =
dk+1 − 1

d− 1
para todo d ≥ 2 e k ≥ 1. Desse modo,

tomando uma base d2, [Rk+1]d2 =
(d2)k+1 − 1

d2 − 1
. Com isso,

[Rk+1]d2 =
(d2)k+1 − 1

d2 − 1

=
d2k+2 − 1

d2 − 1

=
(dk+1)2 − 1

d2 − 1

= [102k+1]d .

Lembramos que um nÂumero natural T Âe triangular na base decimal se for da forma Ta =

a·(a+1)
2 , em que a Âe um natural.

ProposicË ão 7.6. Se k ≥ 1 e d = 3, então, [102k+1]3 Âe um nÂumero triangular na base 10.

DemonstracËão. Considerando [102k+1]d =
d2k+2 − 1

d2 − 1
temos que:

[102k+1]3 =
32k+2 − 1

32 − 1
=

(3k+1)2 − 1

8
=

(3k+1 − 1)(3k+1 + 1)

2 · 2 · 2

=
1

2
·
3k+1 − 1

2
·
3k+1 + 1

2
=

3k+1 − 1

2
·
3k+1 + 1

2
2

.

Sejam a =
3k+1 − 1

2
e a+ 1 =

3k+1 + 1

2
. Observe as três etapas seguintes:

• Vamos mostrar que a e a+ 1 são inteiros.

a =
3k+1 − 1

2
=

2k

2

tal que a Âe um inteiro, pois o numerador Âe par. E mais, a+ 1 tambÂem Âe inteiro.

• Al Âem disso, a e a+ 1 são inteiros consecutivos.
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• Por fim, demonstraremos que [102k+1]3 Âe um nÂumero triangular na base 10. Vejamos:

[102k+1]3 =

3k+1 − 1

2
·
3k+1 + 1

2
2

=
a(a+ 1)

2
, com a ∈ N

∗.

Logo, [102k+1]3 Âe um nÂumero triangular na base 10.

Exemplo 7.7. Considerando k = 3, veja que [102·3+1]3 = [107]3 Âe um nÂumero triangular na base 10,

pois

[102·3+1]3 =

33+1 − 1

2
·
33+1 + 1

2
2

=
40 · 41

2
=

40(40 + 1)

2
= 82010 = T40.

ObservacË ão 7.8. Vale ressaltar que em Hoggat e Bicknell (1974), os autores abordam proprieda-

des anÂalogas, mostrando a conexão entre os nÂumeros triangulares em uma base d ≥ 2 e outra

sequências numÂericas, como por exemplo os nÂumeros suavemente ondulantes, apresentando al-

guns casos particulares como curiosidade, entretanto não exibem uma demonstracËão formal ou

qualquer justificativa para este fato.

8 ConsideracË ões finais

Aqui foi apresentado alguns resultados acerca dos NSOG. O conjunto desses nÂumeros Âe de-

notado por [abn]d, para todo a e b em {0, 1, 2, . . . , d− 1} com a ̸= 0. Al Âem disso, abordamos algumas

propriedades relacionadas à divisibilidade entre dois elementos de [abn]d. Em especial, destacamos

o Teorema 4.11 que fornece um algoritmo para o cÂalculo do mdc entre dois nÂumeros [abn]d, com n

Âımpar. Al Âem disso, apresentamos a FÂormula de Binet para um NSOG, visto no Teorema 4.2. Em

particular, destacamos a relacËão entre os elementos dos NSOGs, nÂumeros repunidades e triangula-

res. Esperamos que os resultados apresentados possam inspirar e motivar estudos adicionais sobre

essa classe de nÂumeros.

O estudo sobre classes de nÂumeros, como os NSOGs, são importantes não apenas do ponto

de vista teÂorico, mas tambÂem podem ter aplicacËões prÂaticas em Âareas como teoria dos nÂumeros,

criptografia e computacËão. A compreensão desses padrões e propriedades pode levar a descobertas

e novas aplicacËões em diversas Âareas da matemÂatica e ciência da computacËão.
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