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Resumo: Neste artigo, para uma base d > 2 fixada, apresentamos e analisamos algumas propriedades
associadas a classe dos numeros suavemente ondulantes da forma [ab,]4, que chamaremos de NSOG. Ex-
pressamos a Férmula de Binet para todo NSOG. Em particular, estudamos a relacao de divisibilidade ou
multiplicidade entre dois numeros NSOG. Em destaque os NSOG sao aqueles formados apenas por 1 e 0,
em qualquer base d > 2, e denotamos por [10,],. Acerca destes nimeros [10,]4, mostramos que nenhum é
primo em base 10. E mais, apresentamos um algoritmo para o calculo do MDC entre dois numeros [10,,]4,
com n impar. Além disso, mostramos que a diferenga entre dois nimeros NSOG é um quadrado perfeito. Por
fim, apresentamos a conexao entre os NSOG com 0s numeros monodigitos, repunidades e triangulares.
Palavras-chave: base; divisibilidade; nimeros suavemente ondulantes generalizados.

Abstract: In this article, for a fixed base d > 2, we present and analyze some properties associated with the
class of smoothly undulating numbers of the form [ab,,]4, which we will call NSOG. We provide Binet's Formula
for every NSOG. In particular, we study the divisibility or multiplicity relationship between two NSOG numbers.
In NSOGs, those formed only by 1 and 0, in any base d > 2, are highlighted, and we denote them by [10,,]4.
Regarding these numbers [10,,]4, we show that none of them is prime in base 10. Furthermore, we present
an algorithm for calculating the GCD between two numbers [10,]q4, With n odd. Additionally, we show that
the difference between two NSOG numbers is a perfect square. Finally, we present the connection between
NSOGs and monodigit, repunit, and triangular numbers.
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Resumen: En este articulo, para una base d > 2 fijada, presentamos y analizamos algunas propiedades
asociadas a la clase de los nimeros suavemente ondulantes de la forma [ab,]q, que llamaremos NSOG.
Expresamos la férmula de Binet para todo NSOG. En particular, estudiamos la relacion de divisibilidad o mul-
tiplicidad entre dos nimeros NSOG. Destacamos que los NSOG son aquellos formados solo por 1y 0, en
cualquier base d > 2, y los denotamos por [10,]4;. En relacion con estos numeros [10,]4, mostramos que
ninguno es primo en base 10. Ademas, presentamos un algoritmo para el calculo del MCD entre dos nimeros
[10,,]4, con n impar. También mostramos que la diferencia entre dos nimeros NSOG es un cuadrado perfecto.
Finalmente, presentamos la conexién entre los NSOG con los nimeros monodigitos, repunidades y triangula-
res.

Palabras clave: base; divisibilidad; nimeros suavemente ondulantes generalizados.
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1 Introducao

Nestas notas, nos referimos a “nimeros” como elementos do conjunto dos nimeros inteiros
positivos (numeros naturais). De forma mais especifica, analisamos propriedades relacionadas aos

critérios de divisibilidade e mudanca de base de nimeros denominados "suavemente ondulantes”.

Um ndmero € ondulante quando seus algarismos (ou digitos) alternadamente oscilam para
maior ou menor que os digitos adjacentes a ele, por exemplo: 275956, 739086 e 562739 sdo ondu-
lantes; enquanto 2024 nao € ondulante, pois 0 < 2 < 4. Veja ainda que, em um numero ondulante,
a diferenga absoluta entre dois algarismos adjacentes pode variar para maior ou menor. De modo

formal, temos a seguinte definigao:
Definicao 1.1. Seja D = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} o conjunto de digitos ou algarismos no sistema
posicional decimal. Um numero N, com n > 2 algarismos é ondulante quando,

N =ajas---ap_1a,, COM a1 #0 € a; € D, para i =1,2,3,...n,

e alternadamente, a1 < as, as > as, ... OUa; > as, as < as, .., OU Seja, apos o primeiro
digito o valor do proximo digito aumenta, e o seguinte diminui, seguindo assim alternadamente; ou

0 segundo diminui e o seguinte aumenta.

Um subconjunto dos nimeros ondulantes sao os numeros suavemente ondulantes. Con-

sidere os numeros ondulantes 1010101, 787878 e 9090909. Nestes, o valor absoluto da diferencga

COSTA, Eudes Antonio; SANTOS, Douglas catulio dos. Os nimeros suavemente ondulantes generalizados.
|@ @ | REMAT: Revista Eletronica da Matemaética, Bento Gongalves, RS, v. 10, n. 2, p. €3008, 25 de outubro de 2024.

https://doi.org/10.35819/remat2024v10i21d7045.




REMAT: Revista Eletrénica da Matematica 3

entre dois algarismos adjacentes é sempre constante, ou seja, existe um padrao de crescimento e

decrescimento. Apresentamos a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.2. Um nudmero natural N, formado por n > 2 algarismos & suavemente ondulante
quando,

N =gba---ab ou N =gaba---ba coma, be D, a#b e a#0.
—— —_—

n par n impar

Usaremos a notacdo N = ab,, € mais AB indicara a subclasse dos nimeros suavemente
ondulante formado pelos algarismos a € b, isto €, ab,, € AB. Portanto, os nimeros 204 = 2020, 105 =
10101 e 983 = 98989898 sdo suavemente ondulantes. Na base decimal, os nimeros suavemente
ondulantes ja foram abordados em diversos trabalhos: Carvalho e Costa (2022), Costa e Costa
(2021), Costa e Souza (2024), Pickover (1990, 1995, 2003), Robinson (1994), Santos e Costa (2023)
e Shirriff (1994).

Neste artigo, exploraremos algumas caracteristicas dos nimeros suavemente ondulantes
em uma base numérica diferente d > 2. Pickover (1990) introduziu o termo numeros suavemente
ondulantes duplos para se referir aos numeros que sao simultaneamente suavemente ondulantes
nas bases 10 e 2, e ele forneceu alguns exemplos. Numeros suavemente ondulantes em outras
bases numéricas d > 2 também foram estudados por Carvalho e Costa (2022), Robinson (1994) e

Shirriff (1994). Formalmente, podemos definir numeros suavemente ondulantes da seguinte forma:

Definicao 1.3. Para um nimerod > 2, sejaD = {0,1,...,d— 1} o conjunto de digitos ou algarismos
no sistema posicional numeérico na base d. Um numero natural [N],, escrito na base d, formado por

n > 2 algarismos é suavemente ondulante generalizado quando,

[Ng=a-d®™ 1 +b-d> 2+ +a-d+b-d*>+a-d+b=[aba---ably

n par
ou

[Nlg=a-d® 1 4+b-d> 2%+ 4a-d*+b-+a-d*+b-d+a=aba---baly

n impar

coma, be D, a#bea#0.

Dizemos que o numero natural [N]; = [ab,]q € um nUmero suavemente ondulante generali-
zado ou suavemente ondulante na base d. Assim, os numeros suavemente ondulantes generaliza-
dos, ou suavemente ondulantes na base d, tem sua representagcao na base d e segue um padrao
alternado de crescimento e decrescimento entre seus digitos.
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Nestas notas, apresentamos parte de nosso estudo acerca dos nimeros suavemente ondu-
lantes generalizados, ou NSOG. Portanto, sao exibidas propriedades ou resultados relacionados aos
NSOG em diferentes bases, além da decimal. Na Secéao 2, apresentamos algumas propriedades dos
NSOG na base decimal. Nas Secoes 3 e 4, apresentamos os resultados referentes aos NSOG em
uma base d > 2. Em particular, destacamos na Sec¢ao 6, o Teorema 5.4 que fornece um algoritmo
para o calculo do MDC entre dois nimeros suavemente ondulantes formados apenas pelos algaris-
mos 1(um) e zero (0), 0s numeros um-zero 10, com k impar, em qualquer base d > 2. Além disso,
nas Segodes 5 e 7, abordamos a relagao entre os numeros 10, generalizados, os quadrados perfeitos

e algumas sequéncias numéricas.

Para tornar o texto mais autocontido e oferecer comodidade ao leitor, apresentaremos as

demonstragoes de alguns resultados, mesmo que referéncias sejam fornecidas.

2 Alguns resultados na base decimal

Sejam 0 #aebem D = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Um namero suavemente ondulante per-
tencente ao conjunto AB é indicado por ab,, em que n indica a quantidade de digitos do nimero
ab, € AB. Por exemplo, 103 = 101, 575 = 57575, € 394 = 3939 sdo numeros suavemente ondulan-
tes. Cavalho e Costa (2022) observaram que qualquer nimero suavemente ondulante ab,, pode ser

representado por:

n—1 n—1

2 2 .
aby = ¢ ) 10% +b) 10°7', se néimpar. (1)
i=0 i=1
5 P
ab, = q @) 10%71 + b)Y 10% senépar. 2)
1=1 1=0

Exemplo 2.1. Fazendoa =1, b =0 en = 7 na Equacéo (1), temos que 107 pode ser expresso na
forma

3 3
107 =1 Z 10% + OZ 1021 = 10% + 10* + 102 + 10° = 1010101 .
=0 =1

De outro modo, fazendo a = 3, b = 4 e n = 6 na Equacao (2), temos que 34¢ pode ser expresso na

forma
B4 = 3 10771 +4) 10%
=1 =0
= 3(10° +10% + 10") + 4(10* + 10% + 10°)
= 3-101010 4+ 4-10101 = 343434 .
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Considere o subconjunto UZ = {10, : n > 2} C AB. Assim 10, representa um numero
formado pelos algarismos 1 e 0, de forma alternada; e n > 2 indica a quantidade de algarismos. Dito
isto, temos 103 = 101, 104 = 1010 e assim, sucessivamente. O nimero 10,,, termina em 0 se n € par;

caso contrario, terminaem 1 .
Exemplo 2.2. (Costa; Costa; 2021) Por inspegao direta nos divisores dos seis primeiros numeros
suavemente ondulantes U Z obtemos que:
1. o numero 10, = 10 = 2 - 5 ndo é primo;
2. o numero 103 = 101 é primo;
3. o numero 104 = 1010 = 10 - 101 n&o é primo;
4. o numero 105 = 10101 = 111 - 91 n&o é primo;
5. o numero 10 = 101010 = 10 - 10101 n&o é primo;
6. o nimero 107 = 1010101 = 101 - (10* + 1) n&o é primo.
No Exemplo 2.2 listamos apenas uma fatoracao, a titulo de exemplo, quando o niumero 10,, €
composto.
O proximo resultado € imediato.

Proposicao 2.3. (Costa; Souza, 2024) Todo numero da forma 104, € mditiplo de 2 e 5, para todo
k> 1.

Demonstracdo. Usando a Equacao (2), para todo k£ > 2, temos
1005 = » 10771 =) "10%"1 4+ 10.

i=1 =2

Logo, 102 =0 mod 2, bem como 109 =0 mod 5. O
Agora, usando a Equacéo (1) e para todo k& > 1, temos
k .
10941 = Z 10% +1.
=1

Esta igualdade garante que
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Proposicao 2.4. (Costa; Souza, 2024) Todo numero da forma 10511 ndo € multiplo nem de 2, nem

de 5, paratodok > 1.

Segue facilmente que nenhum nimero 104 € primo, visto que 10, termina em 0, ou seja, 10,
€ par e multiplo de 5. Contudo, se n for impar, 10,, termina em 1. Em complemento ao Exemplo 2.2,
a seguir, apresentamos uma fatoragao para os numeros do tipo 10, com 5 < n < 15 impar. Por

questdes didaticas, vamos separar em dois tipos.

Exemplo 2.5. (Costa; Costa, 2021) Veja uma fatoraggo para os numeros 104411 paral < q < 3:

« 105 = 10101 = 111(102 =10+ 1) ;
+ 109 = 101010101 = 11111(10* — 103+ 10> —10+1) ;
* 103 = 1010101010101 = 1111111(10% — 10° + 10* — 103 + 10> — 10 + 1).

Exemplo 2.6. (Costa; Costa, 2021) Veja também uma fatoragdo para os numeros 1044.3 para 1l <

q<3:

* 10; = 1010101 = 101(10* +1) = 103(10* + 1);
* 10, = 10101010101 = 10101(10% 4+ 1) = = 105(10° + 1) ;

* 105 = 101010101010101 = 1010101(108 4+ 1) = 107(105 +1) .

Os numeros suavemente ondulante 1,101,10101, ..., isto €, 102%1, para todo £ > 1, formam
a sequéncia A094028 listada em The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences (OEIS) (Barry,
2004). Sabe-se que exceto 101, nenhum outro nimero do tipo 10,, € primo. A demonstragao pode
ser consultada em Costa e Costa (2021) ou Putnam Problems (1989). Portanto, temos o seguinte

resultado.
Teorema 2.7. (Putnam Problems, 1989) Para todo n > 3 nenhum numero 10,, é primo.

Observacao 2.8. De forma independente o Teorema 2.7 foi provado em (Costa; Costa, 2021). No
entanto foi proposto, e provado, pela primeira vez em 1989, durante a competicao de Putman. Esta é
uma competicdo matematica que ocorre desde 1927 é administrada pela Mathematical Association
of America.
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Um dos objetivos deste € demonstrar uma versao generalizada do Teorema 2.7. Isso sera

feito adiante no Teorema 4.11.

Uma importante caracteristica dos numeros suavemente ondulantes ocorre quando b = 0 em

ab,, conforme resultado a seguir:

Proposicao 2.9. (Carvalho; Costa, 2022) Nenhum numero suavemente ondulante a0,, € primo para

1<a<9.

Demonstracdo. Basta notar que:

a0, = a- (10,) .

Logo, a0,, € um numero composto, divisivel por a e também por 10,,. O

Na sequéncia deste trabalho, exploramos propriedades aritméticas dos nUmeros suavemente
ondulantes generalizados em bases numéricas d, diferente da decimal. Para isso, usamos constan-
temente operagoes em bases ndo decimais. Para leitores menos familiarizados com o assunto,
recomendamos as referéncias: Domingues (1991), Fomin (1975), Hefez (2016) ou Niven, Zucker-
man e Montgomery (1991). Recentemente, alguns artigos tém abordado operagdes aritméticas em
bases nao decimais, como em Bemm e Bemm (2023), Costa, Santos e Bezzera (2023), Santos e
Costa (2022).

3 Numeros suavemente ondulantes generalizados

Fixada uma base numérica d > 2. Dado os algarismos 0 # a e b com a # b, conforme
Carvalho e Costa (2022), podemos representar qualquer numero suavemente ondulante [ab,]s Na
base d, que chamamos de numeros suavemente ondulantes generalizados ou NSOG, utilizando as

seguintes expressoes:

n—1 n=1

Tz 2
[abala= oy @% + b)Y d*!, senéimpar, (3)
i=0 i=1
51
[abnla= o> ¥t + b)Y d¥ senépar (4)

i=1 =0
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E importante destacar que um nimero ab, na base d, ndo é necessariamente suavemente

ondulante em outra base d’ diferente de d, como veremos nos dois exemplos a seguir.
Exemplo 3.1. Considerea =1,b=0,n =7 ed = 5. Temos da Equacao (3) que

3 3
1§:5m-+0§:5%—1
=0 =1

= 1(5° 4+ 52 + 5% +55) + 0(5! + 53 +5%) = 50 + 52 4 54 + 56 = 16276.

[107]5

Veja que [107]5 = [16276]19, € 16276 € um numero ondulante na base 10, mas ndo é suavemente

ondulante.
Exemplo 3.2. Considerea =3,b=4,n =6 ed = 5. Temos da Equacao (4) que
3 _ 2 A
[B4g]s = 3 5% 144> 5
=1 =0
= 3(5' +53+5%) +4(5° + 52 + 51) = 3. 3255 + 4 - 651 = 12369.

Percebemos que [34¢]5 = [12369]10, no entanto, 12369 ndo é um numero suavemente ondulante, nem

ondulante.
Um resultado correlato a Proposicao 2.9 em uma base d > 2 é:
Proposicao 3.3. Para qualquer base d > 2 fixada e para todo natural n > 3, o nimero [a0,], €

composto, coma € D.

Demonstragao. Basta notar que:

[a0n]a = [a]a - [10n]a.
Logo, [a0,,]; € um ndmero composto, divisivel por [a]; € também por [10,,]4. O
Veremos agora uma relagao entre numeros suavemente ondulantes e nimeros monodigitos.

Destaca-se que niumeros monodigitos sao formados por n algarismos iguais a ¢ numa base d fixada,

com 0 < ¢ < d — 1. Tais nimeros sao representados por,

dF—1

d_1 [C' R’n]d7

[enla = [ge..da=[c- U AJa=c-

em que [R,]s € um numero formado do n-digitos iguais a 1, isto é, a repeticdo da unidade ou
um monodigito de algarismo 1 na base d, que chamamos de uma repunidade generalizada. Para
maiores detalhes veja Costa, Santos e Bezzera (2023).
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Exemplo 3.4. Veremos que [124]3 = [53]9. De fato,

[12]3 = 1-36714+2.36-241.36-3 4 2.30-441.31 42
(1-3+2)3024+(1-3+2)30"4+(1-3+2)3°
= 5.30"24+5.36714+5.30
5. (32)3—1 +5. (32)3—2 +5. (32)0
5

(92 4+5-(9)+5-(9)°
93 —1
91

= 5 — [5- 111]p = [5als -

De uma forma geral temos que

Proposicao 3.5. (Carvalho; Costa, 2022) Para todo n = 2k par, se [ab,]; € um numero suavemente

ondulante na base d, entao [ab,]q = [cx]42 Serd um monodigito na base d?, parac = a - d + b.

Demonstragdo. Veja que c = (a-d + b) < d*. Sendo n = 2 - k para algum k € Z. Note que:

[abola = a-d* ' 4b-d* 2 4a-d* B 4p- a4 tad b
= (ad+b)d*7% 4+ (ad + b)d*~* + .- + (ad + b)d"
— e d® 2 he Py he O
_ C_(dQ)k—1+C.(d2>k—2+”.+C_(dz)o

— c-(dQ)k_1+c-(d2)k_2+---+c-(d2)0
@)k -1

d2—1 :[C'Rk]d2-

Como ¢ = ad+b < d?, entdo [ab,)q = [c- Ri] 2 = [ad+Db]z2 - [Ri]42. Além disso, [Ri].2 € um monodigito

na base d2. O

Exemplo 3.6. Veja que [125], = [6666]16. Bern como [1312]s = [999999]3.

Especificando a = 1 e b = 0 nas Equagoes (3) e (4), obtemos que

Proposicao 3.7. Para toda base d > 1 fixada e todo n > 2, entdo, [10,]q possui a seguinte
representacao polinomial:
(a)n é impar,

[1On]d — dn—l + dn—3 + dn—5 NN d2 + dO’

(b) se n é par,
[10,]g=d" ' +d" 3 +d" P+ +d*+d".
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Exemplo 3.8. Note que:
[10g]s = [101010101]; = 4971 44973 4 495 4 497 4 499
= 4844544744244
= [11111]42 = [15)42.
Enquanto
[10g]5 = [10101010]5 = 581 4 58-3 4 585 4 58T
= 5 +5° 45 +5!

= [1111]52 = [14]se.

4 NSOG composto

Nesta se¢ao abordamos algumas relagdes entre os nimeros suavemente ondulantes gene-
ralizados, explorando possiveis conexdes e propriedades interessantes desses numeros. Alguns

resultados desta segao também podem ser encontrados em Porto (2023).

Inicialmente, apresentamos um resultado auxiliar, cuja demonstragao pode ser encontrada

em Hefez (2016), Proposicoes 3.6, 3.7 e 3.8.
Lema 4.1. Sejam quaisquer x,y inteiros e n natural.

(a) Temos que = — y divide =™ — y",

(b) Temos que x + y divide z*" — y*",

(c) Temos que x + y divide x>+t + 2+,

Como consequéncia da Proposicao 3.7 temos a férmula de Binet para um NSOG para qual-
quer base d > 2 fixada.

Teorema 4.2 (Férmula de Binet). Para toda base d > 2 fixada, um numero suavemente ondulante,

[10,,]4, pode ser obtido por:

J2(k+1) _
d? -1

d(d* —1)
d2—1
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Demonstragao. (a) Para n = 2k + 1 temos da Proposicao 3.7(a) que
[102k+1]d — d2k; + d?(k}—l) + d2(k’—3) et d2 + dU'
Utilizando a formula da soma de Progressao Geométrica (PG), obtemos:

102k la = d2k+1_1+d2k+1_3+d2k+1_5+-~-+d2—|—d0
+

= PP PR Pt 20
(d2)k+1 -1

2 -1
Q2(k+1) _q

2 -1

(b) Agora, para n = 2k temos Proposigao 3.7(b) que
[102k]d _ d2k71 + d2k73 + d2k75 4ot d3 + dl,
fazendo a soma da PG, obtemos:

[100)g = &t 4+d* 3 +d* .+ &+ d!
a((@)* - 1)
d? —1
1)
d? —1
d* —1
B
d? —1
0

Observacéo 4.3. Como d? — 1 divide d* — 1 para todo natural i, conforme Lema 5.5, em Santos e
21

d . L
Costa (2022). Portanto, 21 é sempre um inteiro.

Agora, segue diretamente do Teorema 4.2.
Proposicao 4.4. Sek > 2 ed > 2, entdo:

(a) [1025+1]a = [10 - (102k)]a + [1]a;

(b) [102x]q = [10 - 102%1]a;

(€) [102x43]g = [10* - 10211]a + [1]a-
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Demonstraggo. (a) Temos que:

102k‘+2 -1
102 — 1
102%+2 102 +10% — 1
102 — 1
102(10%% — 1) + 102 -1
102 — 1
10(10%% — 1)
102 — 1
= [10- (1091)]a + [1]4 -

[102k+1]a =

= d +1

(b) é imediato.

(c) Basta usar (a) e (b). O

Em uma base fixa d > 2, um inteiro [n]; é dito decomponivel se existem inteiros positivos
distintos [b],4 e [c]4, diferentes de 1, de modo que [n|; = [b]4 - [c]s- Nesse caso, também chamamos
[n]q de composto ou fatoravel na base d. Caso contrario, chamamos [n]; de indecomponivel na base
d.

Exemplo 4.5. Sabemos que o numero 17 é indecomponivel (primo) na base 10. Agora, na base 8,
temos que [3]s - [5]s = [17]s, ou seja, [17]s € composto na base 8. Veja que [17]s = [15]10 # [17]10, €

15 = 3 -5 é decomponivel na base 10.

Proposicao 4.6. Para quaisquerd > 2 e k > 1, [109;]4 divide [1044.4]4, para todo ¢ > 1.

Demonstragdo. Primeiro, observe que pelo Lema 4.1(a), d?* — 1 divide 22*¢ — 1. Segundo, pelo
d((d?)ka — 1) d(d* —1)
2 —1 2 —1

[109-4]a d((d>*—-1)  d® -1
[1094]4 2 -1 d(d?F — 1)
d*e — 1
a2k 1
d?ka —

Como vimos no inicio da demonstragao, PR € um numero inteiro. O

Teorema 4.2, temos que [1024.4]q = e [102x]q = . Temos que

Exemplo 4.7. Considerando k =2, ¢ = 3 e d = 6, obtemos que

[102.2.3]6  [1012]¢ (6% —1 42 | pd 8 | nd
— = = (6 6 1=6 6 1 = ({100010001]¢ .
[1022]6  [104s 6% —1 (6%)"+ 6"+ +6 1= le

Proposicao 4.8. Para quaisquer naturais m, n e d > 2, se [m|q € multiplo de [n)q, entdo [102,,—1]q €

mL]/tlp/O de [102n—1]d-
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Demonstragao. Como [m], € um multiplo de [n],4, entdo [m]; = [n-k|4 para algum natural [k],. Segue
do Teorema 4.2 que
d2m_1 _dan_l

1091l = =
102m—la = =7~ = r—3
B d2nk -1 d2n -1

2n—1 41
d2nk -1
= o [102,—1]4 -

Do Lema 4.1(a), temos que d?" — 1 divide d*"* — 1 = (d*™)F — 1. Portanto 0 NSOG [10,,_1]4 divide

[102m—1]d, ou seja, [102m—1]d = [t . 102n—1]d, comt = % . O

Proposicao 4.9. Para quaisquer naturais m, n, q, r € d > 2, se [m]q = [qn + 4, entao [102,,-1]q =

[102y,—1 - k]q + [102,—1]4, para algum k natural.

Demonstragdo. Temos que [m|y = [gn + 7]4. Segue do Teorema 4.2 que

i d2(qn+r) -1
[102m-1]a = =

d?—1 d?—1
_ d2qnd2r -1 _ d2qnd2r _ d2r + d2r -1
21 d?—1
_ d2r(d2qn _ 1) d2r -1
o d?2-1 -1

d2r(d2qn71)
d2—-1

k = d?" - t. Portanto [102m71]d = [102n71 -k + 1027‘*1}(1- ]

Da Proposigao 4.8, para um inteiro ¢, temos que =d?" - t-109,_1 = k - 104,,_1, fazendo

Proposicao 4.10. Para quaisquerd > 2 ek > 1, [102x+1]q divide [104p14]4-

Demonstragdo. Para n = 4k + 4 = 2(2k + 2), segue da Proposicao 3.3 que:

— d2(2k+2)—1 + d2(2k+2)—3 + d2(2k+2)—5 + d2(2k+2)—7 et d3 + dl
d((d2)2k+2 _ 1)
2 —1
d(d** — 1)
2 —1 '
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-1 por @ +1 obtemos que:
- P d? +1 que-

Multiplicando a fragao <

d(d*+4 —1) d® +1

(10228 42)]la = 2-1 Pl
o d(d® + 1)@ - 1)
B dt—1
d(d2 + 1) (d2k+2 _ 1)(d2k+2 + 1)
2+1 a2 -1
_ (d2k+2 B 1) 2k+2
= g @)

= d-[10g9441]q - (d**F24+1) .

Observe ainda que [105(2;42)]d = [104x44]a € Multiplo, na base d, do nimero suavemente ondulante

[109%41]4, bem como de (d?+2 +1). O

Veremos a seguir que que para todo n > 3, 0 nimero suavemente ondulante [10,], € escrito

como (ao menos) um produto de dois fatores.

Teorema 4.11. Para todo natural n > 3, o numero [10,], € composto, para qualquer base d > 2

fixada.

Demonstracdo. Vamos considerar duas situagoes distintas: n é par e n € impar.

Caso tenhamos n > 2 par, existe um natural k£ > 1 tal que n = 2k. Segue do Teorema 4.2 que

(d®)F -1
1 =d —F—
[102k]a d? —1

euclidiana, obtemos que

. Segue do Lema 4.1(a) que d*> — 1 divide (d?)* — 1. Mais ainda, pela divisdo

[10g5]g = d- (d?*7D 4 @2=2) L g2(k=3) o 4 g2 4 1)

= [10]g - [102%-1]a -

Portanto, o [109;]4 possui ao menos como fatores os nimeros [10]; € [102x—1]4, qQue sdo distintos,

pois k > 1.

Paran =2k + 1, com k > 1, temos do Teorema 4.2 que

d2k+1) _ 1
dz -1
(dk+1 _ 1)<dk+1 + 1)
dz -1 '

[1025+1]d

Novamente, consideremos duas situacdes distintas:
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* se k é impar entao k£ + 1 é par, e portanto, k + 1 = 2t, para algum natural ¢ > 1. Usando o

primeiro caso, obtemos

(dk—i—l o 1)(dk+1 + 1)
dz -1

(d* —1) o

= ——(d 1

(d2(t—1) + d2(t—2) + d2(t—3) ot d2 + 1)(d2t + 1)

[102k11]a =

= [10]q- [109;_1]q - [10%* +1]4 .
Assim [102;41]q pOSSUui (a0 menos) como fatores os nimeros [10]4, [102;_1]q € [10% + 1],.

* se k é par entdao k + 1 € impar, e temos

d2(k+1) _ 1
2 —1
(dk+1 _ 1)(dk+1 + 1)
(d—1)(d+1)
d*t -1 dH
d—1  d+1

[1025+1]d

Segue do Lema 4.1(a) que d—1 divide d**' —1, e do Lema 4.1(c) que d+ 1 divide d*T! 41, isto
mostra que as duas "fragées’anteriores sao numeros inteiros. Fazendo a divisao euclidiana,
obtemos que

dk+1 -1

—— = d"+d"THd T d ]

= [Rk]d,; e

dFl 41

d+1 _ dk—dk_l+dk_2++d2—d+1

= (d=1Dd" '+ d-1)d" 3+ +(d-1)d+1
= (d=1)- (' +d" 34 +d)-d+1

= (d—1)-10,-d+1.

Portanto, os fatores de [102x+1]4 S@0 (pelo menos) [Ri]qs e [(d — 1) - 10 - 10 + 1]4.

Portanto, para todo n > 3 0 nimero [102;]4; € decomponivel. O

Dadas duas bases d; > 1 e do > 1 distintas. Considere os inteiros [z1]q4, € [z2]4, tal que
[z1]a, = [z2]4,- Caso [z1]4, Seja decomponivel, ou seja, existem inteiros [y1]q, # 1 € [z1]q, # £1
tais que [z1]q, = [y1]4, - [#1]4,- € claro que podemos encontrar [ys]q, # 1 € [22]a, # *1, fazendo
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a conversao dos respectivos numeros da base d; para a base b, tais que [y1]q, = [y2]d, € [#1]d, =

[22]4,- AsSSIM,

[$2]d2 = [:El]th
= [Zh]dl : [21]d1
= [yola, - [22]d, -

O que fizemos garante que,

Lema 4.12. Se um ndmero inteiro [x1]4, € decomponivel em uma base d, > 1 entdo [z2)4, € decom-

ponivel em qualquer base dz > 1, com [x1]a, = [x2]a, -

Observacao 4.13. Se [z]iy € primo, entdo ele é indecomponivel (primo) em qualquer outra base
d # 10. Caso contrario, se existir uma base d # 10 tal que x = [x1]q = [yla - [#]q, entdo pelo

Lema 4.12, x seria composto na base 10, um absurdo.

Segue diretamente do Teorema 4.11, e do Lema 4.12, que se um namero natural = € suave-
mente ondulante do tipo [10,,]; em uma base d > 2 e n > 3 entdo = nao € primo. De uma maneira

formal temos:

Teorema 4.14. Para todo natural n > 3, o numero [10,,], € composto na base 10, para qualquer base
d > 2 fixada.

5 Maximo divisor comum

Nesta secao apresentamos um algoritmo para calcular o maximo divisor comum entre dois

nuameros suavemente ondulantes generalizados em qualquer base d maior ou igual a 2.

Usamos a notacao (a, b) para denotar o maximo divisor comum (mdc) entre os numeros a e
b, e assim dizemos que « € relativamente primo a b, ou que a e b séo coprimos, quando (a,b) = 1. A
seguir, enunciamos o classico resultado conhecido como algoritmo do maximo divisor comum entre

dois numeros inteiros. A demonstracao pode ser consultada em Domingues (1991) ou Hefez (2016).

Lema 5.1. [Lema de Euclides] Dados os inteiros a, b, comb = aq + r paraq e 0 < r < |b| inteiros. O

maximo divisor comum entre a e b € dado por (a,b) = (a,r) .
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Como [104 = 1010]4 e, pela a Proposigao 4.4, [105 = 10101 = 5 x 104 + 1]5, para qualquer
base d fixada, usando o Lema Euclides segue que (105,104) = (104,1) = 1. De um modo geral

temos que

Proposicao 5.2. Dados dois NSOG, e k > 2, tem-se que:
(@) (109x41,109;) = 1;
(b) (1024, 1025 1) = 10251,

(¢) (102443, 102541) = 1.

Demonstragdo. Para uma base d > 2 fixada.

(a) Segue da Proposicao 4.4 que [102x+1 = d x 109 + 1]4, € pelo Lema Euclides

(102k+17 102k) = (d X 109 + 1, 102k) = (102k7 1) =1.

(b) Como [109; = d x 109;_1]4 (Proposi¢ao 4.4), usando o Lema Euclides, temos que

(102%,102x—1) = (d x 10911, 102_1) = 1024—1.

(c) Pela Proposicdo 4.4 temos que [1095x43 = d X 102542 + 1 = d x (d X 109541) + 1 =

d? x 109341 + 1]4, € do Lema Euclides segue que

(102k43, 102541) = (d* X 109511 + 1,102441) = (102541,1) = 1.
[

Exemplo 5.3. Para ilustrar o item (c) deste ultimo resultado, fixamos d = 4, e determinemos o mdc
entre [102021]4 € [102023]4. Como [2021], = [2 - 1010 + 1], e [2023], = [2 - 1010 + 3], segue que
([102023]4 , [102021]4) = ([102021)4 , 1) = [1]4 .

Agora vamos enunciar e demonstrar o principal resultado desta se¢dao, um modo para de-
terminar o maximo divisor comum (mdc) entre dois NSOG, de indice impar, em qualquer base d

fixada.

Teorema 5.4. Para quaisquer naturais m > n, tem-se que [(102;,—1,102,—1) = 1050, )—1]a, para

uma base d > 2 fixada.
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Demonstragdo. Dados m > n > 0 impares, de modo que existem inteiros ¢, r; da divisao euclidiana
de m por n, ou seja, m = ng; +r; com0 < r; <n. Ser; > 0,comon > r; > 0, existem inteiros
g2, 172 da divisdo euclidiana de n por r1, ou seja, n = r1gs +ro com 0 < r < r1. Analogamente, sejam
rs, ...,Ts 0S restos, nao nulos, no algoritmo da divisao euclidiana de r; por r;41, para k > 1. Do
Lema 5.1, temos rs = (m,n) e rsy1 = 0. Por outro lado, Pela Proposi¢éao 4.9 temos que [102,,—1]q =
[102,,—1 - k]a + [102-—1]4, para algum k natural. Agora, segue do Lema 5.1 e da Proposicéao 4.8, que
(102,—1,102,—1) = (1021, 102, —1) = (1024, -1, 102p,—1) = - -+ = (102, -1, 102, , 1)
= (102r5—1a0) = 102(m,n)—1 :
Aqui, usamos que 10_; = 0 para qualquer & natural. O

Exemplo 5.5. Para qualquer base d > 2, considere m = 15=2-8—-1en =25=2-13 -1, entdo
([1015]4, [1025]4) = 1. Tendo em vista que (8,13) = 1.

6 Quadrados perfeitos

Nesta secdo abordamos diferengas entre os nimeros suavemente ondulantes generalizados

cujo resultado seja numeros quadrados perfeitos.

Em uma base d > 2 fixada, um namero natural m é um quadrado perfeito se existe um

ndmero n tal que [ml]q = ([n]q)?.
O préximo resultado mostra que a diferenca entre dois numeros suavemente ondulantes de
indice impar € um quadrado perfeito em qualquer base d > 2.

Proposicéo 6.1. Paratodok > 2 e d > 2 temos que [10241]q — [1025_1]q = d**.

Demonstragao. Aplicando a Proposigao 3.7(a) para n = 2k — 1, obtemos,
[1005_1]q = q2R=1-1 4 g2k=1-8 L p2k=1-5 Ly g2 g0
d2k=2 4 g2h—4 4 g2k=6 4 g2 4 g0
Respectivamente, para n = 2k + 1, obtemos,

(109 41]a = dFFITE 4 @R H=8 4 @2k t1=5 4y @2 4 0

— d2k + ko—2 + d2k—4 + d2k—6 4t dO .
(1025 —1]a
LOgO, [102k+1]d — [102k71]d = d2k. O
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Exemplo 6.2. Considerando k = 2, vejamos para a base d = 9.

[102941]0 — [102.0-1]9 = [105]g — [10s]e = [10000]g

= ([10]9)* = ([10]9)*?.
Parak =3 ed = 3, temos:

[102.34_1]3 — [102.3_1]3 = [107]3 — [105]3 = [1000000]3

= ([10]3)° = ([10]3)** .

Corolario 6.3. Para todo k > 2 e d > 2 temos que:

VI102k41]a — [1095—1]a = d* e

$/[102k11]a — [1095—1]q = d>.

Demonstragdo. Basta aplicar a Proposicao 6.1 .

VI102k11]a — [1026—1]a = 1/ (d*)2 =d".

Por outro lado :

4/ [09011)d — [W02%—1]a = W: 2

7 Outros resultados interessantes

Para finalizarmos este estudo, exibimos nesta sec¢éo alguns resultados interessantes que ex-
ploram a conexao entre os NSOG com outras sequéncias numéricas em bases diversas. Comegamos
mostrando a conexao entre os NSOG e os numeros repunidades generalizados, os numeros da

forma [R,]q = [111---11 |4, para uma base d fixada.

n algarismos
O proximo resultado apresenta a férmula de Binet para os nimeros repunidades generaliza-
dos, a demonstragao pode ser consultada em Costa, Santos e Bezzera (2023).

dk+1 -1

Lema 7.1. Para qualquer k > 0, a repunidade generalizada [Ry.1]q € dada por [Ry11]q = -1

para todo d > 2 fixado.
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Agora usaremos este resultado na prova dos préximos resultados.

Proposicao 7.2. Paratodok > 1 ed > 2 [Rog+1]a = [102k+1]a + [102k]4 -

- dntt —1 -
Demonstragdo. Como [R,+1]q = -1 V' n € N*, entao, paran = 2k temos [Rop+1]qd =
d2k+1 1
R . ——
[Rok+1ld I-1
(@ —1)(d+1)
(d—1)(d+1)
d2k+2 + d2k’+1 —d-1
B a2 —1

d2k+2 -1 N d(ko - 1)
d?2—1 d?—1
= [102k+1]d + [102x]q -

L ~ R
Proposicdo 7.3. Sek > 1 ed > 2, entdo, [10g41]q = [[Z“T]d .
2d
d2k+2 -1
Demonstraggo. Paratodod >2ek > 1, [Rala=d+1e [Rokiola = — 1 - Portanto,
d2k+2 1
1 J
[102k+1]a 21

(d2k’+2 _ 1) 1

(d—1) (d+1)

_ [Rogy2la
[Raa
. - _d-[Rapy2]a
Proposicao 7.4. Sek >1ed > 2, entdo, [109;12]q = TRl
2d
Demonstragao. De igual modo, temos
d- (d2k+2 _ 1)
Wl = =g

d-(d*+2-1) 1
d—1) (d+1)
d - [Rogy2]a '

[R2]a

J2k+1

1

d—1 -~

O]

O resultado a seguir mostra que todo NSOG, de indice impar, numa base d € uma repunidade

generalizada em uma base d>.
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Proposicao 7.5. Considerandod > 2 ek > 1, [109541]a = [Rr+1]az-

k+1

—1
T paratodo d > 2 e k > 1. Desse modo,

. Com isso,

Demonstragdo. Conforme o Lema 7.1, [Ry11]q =
(d2)k+1 -1

tomando uma base d?, [Ri41]42 = o

(d2)k+1_1
[Rk+1]d2 = ﬂ

22 _q
dz—1
(dk+1)2 -1
dz —1
= [102x41]a -

Lembramos que um nimero natural T' € triangular na base decimal se for da forma 7, =

@letl) 'em que a é um natural.

Proposicao 7.6. Sek > 1 ed = 3, entdo, [109;11]3 € um numero triangular na base 10.

d2k+2 _

- tem .
po— temos que

Demonstragdo. Considerando [109411]q =

32k+2 -1 (3k+1)2 -1 (3k+1 _ 1)(3k+1 + 1)

10 = = =
[1025+1]3 21 3 2.9.9
3k+1 -1 3k+1 41
_ 1 3k+1 -1 3k+1 +1 B 5 : 5
2 2 2 2
3k+1 -1 3k+1 +1 .
Sejam a = — ea+1= — Observe as trés etapas seguintes:

» Vamos mostrar que a € a + 1 sao inteiros.

gktl 1 2k
0= _ =k

2 2

tal que a € um inteiro, pois 0 numerador é par. E mais, a + 1 também é inteiro.

» Além disso, a € a + 1 sdo inteiros consecutivos.
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+ Por fim, demonstraremos que [102;1]3 € um nimero triangular na base 10. Vejamos:

3k+1 -1 3k+1 +1

ala+1 N
[102k+1]3 = 2 5 2 = (2 ),comaeN.

Logo, [102x+1]3 € um ndmero triangular na base 10.

O]

Exemplo 7.7. Considerando k = 3, veja que [102.5+1]3 = [107]3 € um namero triangular na base 10,
pois
33+1 -1 33+1 +1
2 ) 92 :40-41 :40(40—1—1)
2 2 2

[102.341]3 = = 82010 = T}o.

Observacao 7.8. Vale ressaltar que em Hoggat e Bicknell (1974), os autores abordam proprieda-
des analogas, mostrando a conexao entre os numeros triangulares em uma base d > 2 e outra
sequéncias numéricas, como por exemplo os numeros suavemente ondulantes, apresentando al-
guns casos particulares como curiosidade, entretanto ndo exibem uma demonstracao formal ou

qualquer justificativa para este fato.

8 Consideracoes finais

Aqui foi apresentado alguns resultados acerca dos NSOG. O conjunto desses nimeros é de-
notado por [ab,|4, paratodo a e bem {0,1,2,...,d — 1} com a # 0. Além disso, abordamos algumas
propriedades relacionadas a divisibilidade entre dois elementos de [ab,];. Em especial, destacamos
o Teorema 4.11 que fornece um algoritmo para o calculo do mdc entre dois numeros [ab,|4, cOm n
impar. Além disso, apresentamos a Formula de Binet para um NSOG, visto no Teorema 4.2. Em
particular, destacamos a relagao entre os elementos dos NSOGs, numeros repunidades e triangula-
res. Esperamos que os resultados apresentados possam inspirar e motivar estudos adicionais sobre

essa classe de numeros.

O estudo sobre classes de nimeros, como 0os NSOGs, sao importantes nao apenas do ponto
de vista tedrico, mas também podem ter aplicagdes praticas em areas como teoria dos numeros,
criptografia e computagao. A compreensao desses padrdes e propriedades pode levar a descobertas
e novas aplicagdes em diversas areas da matematica e ciéncia da computagao.
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