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Resumo: Neste trabalho foi aplicado o método assintético no modelo de trafego de Greenberg, que é re-
presentado por uma lei de conservacao, para obter solugcoes do tipo choque. O texto inicia apresentando a
funcéo polinomial, que é uma aproximacao da funcdo de fluxo do modelo de Greenberg, e a partir dela se
constroi a cadeia de Hugoniot-Maslov, que é o método assintético. A base matematica para essa construgao é
a subalgebra de Colombeau, cuja cadeia & um sistema de equagdes diferenciais ordinarias. Esse sistema foi
resolvido numericamente pelo método de Runge-Kutta, com isso se obteve a solugdo numérica pelo método
assintético. Por fim, foi feita uma comparacéo grafica com dois métodos de diferencas finitas, Lax-Wendroff e
Lax-Friedrichs, para mostrar a eficacia do método assintético.

Palavras-chave: método assintético; modelo de Greenberg; cadeia de Hugoniot-Maslov; algebra de Colom-
beau; Runge-Kutta.

Abstract: In this work, the asymptotic method was applied to the Greenberg traffic model, which is represented
by a conservation law, to obtain shock-type solutions. The text begins by presenting the polynomial function,
which is an approximation of the flow function of the Greenberg model, from which the Hugoniot-Maslov chain
is constructed, which is the asymptotic method. The mathematical basis for constructing it is the Colombeau
subalgebra. Such a chain is a system of ordinary differential equations. This system was solved numerically

using the Runge-Kutta method, thus obtaining the numerical solution using the asymptotic method. Finally, a
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graphical comparison was made with two finite difference methods, Lax-Wendroff e Lax-Friedrichs, to show
the effectiveness of the asymptotic method.

Keywords: asymptotic method; Greenberg model; Hugoniot-Maslov chain; Colombeau algebra; Runge-Kutta.
Resumen: En este trabajo se aplicé el método asintdtico al modelo de trafico de Greenberg, el cual esta
representado por una ley de conservacion, para obtener soluciones del tipo shock. El texto inicia presentando
la funcién polinomical, que es una aproximacion a la funcién de flujo del modelo de Greenberg, y a partir de
ella se construye la cadena de Hugoniot-Maslov, que es el método asintético. La base matematica para cons-
truirlo es la subalgebra de Colombeau, cuya cadena es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.
Este sistema fue resuelto numéricamente mediante el método de Runge-Kutta, obteniendo asi la solucion
numérica mediante el método asintotico. Finalmente, se realizé una comparacién grafica con dos métodos de
diferencias finitas, Lax-Wendroff y Lax-Friedrichs, para mostrar la eficacia del método asintético.

Palabras clave: método asintético; modelo de Greenberg; cadena Hugoniot-Maslov; algebra de Colombeau;
Runge-Kutta.
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1 Introducao

As equacdes de leis de conservacao possuem alguns tipos de solugdes, um deles sao as
solugdes do tipo choque, que € a que foi focada neste artigo. Solugdes do tipo choque sao desconti-
nuidades, e um dos primeiros obstaculos foi obter a mesma com significado fisico. Assim, surgiram
as condigOes de entropia para resolver o problema, isso para condigdes iniciais do tipo Riemann.
Por outro lado, numericamente ha o problema de achar um método que represente o choque de
forma semelhante a analitica, ja que os métodos numéricos utilizados sofrem algum tipo de desvio
(podendo ser uma difusao, oscilagao etc.) perto da descontinuidade. Isso motivou a criagdo de um
outro método, que é o método assintotico. Neste artigo, a base matematica para construi-lo foi a

subalgebra de Colombeau.

Neste trabalho foi aplicado o método assintético no modelo de trafego de Greenberg. Tal
modelo foi criado em 1959 a partir de experimentos feitos nos tuneis e pontes de Nova York, mode-
lando assim uma faixa Unica sem entradas e nem saidas laterais. Ele € do tipo macroscopico, ou
seja, nesse modelo nao é considerado o movimento de um s6 veiculo, e sim, utiliza-se de variaveis,

como a densidade, velocidade e fluxo, para modelar o comportamento do trafego. Modelos desse
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tipo descrevem o trafego como um fluxo continuo, assim consegue-se deduzir uma equacao, que é

a lei de conservacao (Silva, 2023).

A ideia do método assintético, que foi criado por Maslov (1972; 1980), € escrever a solucao da
equacao de lei de conservagao como um somatorio de fungdes generalizadas da subalgebra de Co-
lombeau, e tais fungoes vém da resolucao do sistema infinito de equagdes diferen-ciais ordinarias
acopladas, que é conhecido como cadeia de Hugoniot-Maslov. E para resolver esse sistema de
equacoes diferenciais ordinarias acopladas utiliza-se o0 método numérico de Runge-Kutta para siste-

mas. Consequentemente, resolvendo o sistema, resolve-se a lei de conservagao.

Neste artigo, foram feitas simulagdes obtendo o resultado numérico utilizando o método as-
sintotico e foram feitas também comparagdées com dois métodos numéricos de diferengas finitas,
Lax-Wendroff e Lax-Friedrichs, para mostrar a eficacia do método assintético, pois esses métodos

de diferencas finitas apresentam grande difusao ou oscilagao perto da descontinuidade.

2 Método Assintotico

A lei de conservagao é dada por

pt + |:'Umax In (Pn;)az) p:| =0, (1)

onde p é a densidade, p..q. € a densidade maxima, 0 < p < pmaz, Umaz € @ velocidade maxima obtida

por meio dos experimentos e a fungao velocidade dependendo de p € v(p) = Vimaz In <pmp‘”’> .

Esse modelo tem um melhor comportamento para situagdes do tipo congestionamento (altas
densidades), pois para baixas densidades, p — 0; com isso, v(p) se aproxima de infinito, 0 que nao

é permitido fisicamente. Fazendo u = p/ppaz, Obtém-se que 0 < u < 1 € v(u) = —Vimaq In(u).

Portanto, a equacao de lei de conservagao para o modelo de Greenberg é

Ut — Umaz(uln(u)), =0, 0<wu<1. (2)

A funcao de fluxo da equacao (2) é dada por
f(u) = —vmgzuln(u). (3)
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Para o que se pretende fazer, precisa-se que a fungao de fluxo seja um polinémio, o que nao
ocorre na equagao (3). Para isso, aproxima-se a fungéo de fluxo da equagéo por uma fungao

polinomial, conforme o teorema a seguir.

Teorema 1: Considere a fungao f(u) = —vmquln(u), que representa o fluxo do modelo de Green-

berg. A expansao em série de Taylor no ponto ug = 1/2 é dada por

1)k+1 o(k—1)

Umaa:

0o
v
f(u) = == + Uma:pu lIl + Z

. > (= 1/2)" @)

Pode-se verificar as seguintes propriedades:

(i) f(u) é analitica no intervalo 0 < u < 1, ou seja, a série de Taylor na equagao (4) converge nesse

intervalo.

(ii) o polinémio de grau N obtido do truncamento da série de Taylor na equacao tem a mesma
concavidade (concava) da funcao de fluxo de Greenberg no intervalo (0,1), qualquer que

seja o grau de truncamento N > 2.

Esse teorema e sua prova se encontram em Silva e Rodriguez-Bermudez (2022).

Considerando a equagao como a equacao de fluxo do modelo de Greenberg, se faz

p=u—1/2lembrando que 0 < u < 1; assim, —1/2 < u < 1/2. Com isso, u, = u, €, entao,

Umaz S (_1)k+1
f(/.L) = ? + Umaw(u + 1/2)(111(2) - 1) + Z
k=2

k—1
Umaz2

k(k—1)

pF (5)

Tal substituicao é feita para facilitar a obtencao da cadeia de Hugoniot-Maslov.

Para obter solugdes do tipo choque pelo método assintético (Colombeau, 1985; Rodriguez-

Bermudez et al., 2021), tem-se que a solucdo deve ser da seguinte forma:
w(@,t) = Az, t) + Bz, t)H(z — X (1)), (6)

onde H é uma fungao generalizada de Heaviside em Gg(R), A, B e X sao fungbes C* de todos
0s seus argumentos, e a curva 2 — X (¢t) = 0 descreve a trajetdria da singularidade. Supondo que a
solucdo da equacao é a equacéo (6), tem-se, entao, que a solucao da equagéo € dada por

w(z,t) = A, )+ B(a, ) H(z — X () + %
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Com a equagao (6), obtém-se que

F) = 52 4 vanl Al 1) + Bla, ) H(z — X(£) +1/2)(In(2) - 1)
o0 k+lv 2]471
+ Z marZ Az, t) + Bz, t)H(z — X (t))]*. (7)
k=2

Assim,

i+ (f()e = A+ BiH — BX'8(7) + Vmax|[Az + BoH(7) + BS(7)](In(2) — 1)

Portanto,

Ay

Logo,

oo (_1)k+1vmax2k71
+> - [A+ BH(7)*'[A, + B.H (1) + Bi(7)]. (8)
k=2

+ ByH — BX'5(7) + Upas|As + B H(r) + Bé(7)](In(2) — 1)

— (_1)k+1vmax2k_1

+ kZ_Q - [A+ BH(7)]F'[A, + B.H(7) 4+ B(7)] ~ 0. (9)

) = ZAk(t)(x—X(t))’“+< Bk(t)(w—X(ﬂ)’“) H(z—X() e (10)
= k=0

=Y Ar(t)(x - X (1) + (Z By(t)(z — X(lﬁ))’“) H(z — X(t) + % (11)
k=0 k=0

Para obter a cadeia de Hugoniot-Maslov foi utilizado o teorema a seguir, que se encontra em
Rodriguez-Bermudez e Valino-Alonso (2007; 2018).

Teorema 2: Se existe uma solugéo fraca da equagao u; + f'(u)u, = 0 na algebra G s(R?) da forma

da equagéo (10), entdo as fungdes X, 4;, B, , 1 = 0,1,2,..., satisfazem o seguinte sistema infinito

de equagdes diferenciais ordinarias (EDOs):

I - 1 . i—k pk
X —Zmzaifi(k)flo By, (12)
k=0 1=k
l
A= (D) A (X —ag) = Y |G+ Dar A J+1+Zaz il (7 + DA (13)
j=0 =2

S
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l

Bl, = (I+ 1)Bl+1(X/ —ap) — Z {(] +1)a1(Ai—jBji1 + Bi—jBjy1 + Bi—jAj11) + 2a2(5 + 1)[Aj1
=0
l—j n—1
+Bj41] > Ajom m+z [ (4 Dai(Bji1Ai 1 + Aji1Bi +B]+1B”l)} +) [+
m=0 =2 =2

J
+ Dai1Ai—j Y (m+ 1) (A1 Bins1) Bigm,j

m=0
no J
+ (ZiaiAi—l,j,l> (Z (m+1)Bj_p[Ami1 + Bm+1]>
= m=0
j ~
+ Z ( > aifi(k)Ai k,jl) <Z(m + 1) Bim,j(Am+1 + Bm+1)> } ; (14)
= i=k+2 m=0
onde
I=j lj—k1  l—j—k
= Z AklAk2 e ,(4]%71,(41_]'_]{;//7
k1=0 ka=0  k;_1=0
I—j 1—j— I—j—k
= Z Z Z Bk‘1Bk‘2 . 1Bl—j—k’”7
1=0 2=0 ki—1=0
11— i—1
sendo &’ = > k., k” =) ks e denotando-se por fi(k) a seguinte expressao
= s=1
) — 1)(z — 2)...(t—1)
(t—k+1)( ll:'+ ) ... (i )Z,Sek>0
1,sek=0
onde k € N.

O sistema infinito de EDOs escrito desta forma nao tem solugcdo. Para conseguir resolver
esse sistema foi feito um truncamento, ou seja, fixa-se [, no caso | = 2, lembrando que | comega em
0. Com isso, obteve-se um sistema com sete EDOs para ambos os modelos, o que ja € suficiente
para adquirir bons resultados. Ademais, admite-se que A; = B; = 0, para quaisquer A; e B;, com

v > 2.

Usando o Teorema (2), observando que ag = vmae(In(2) — 1), a; = [(—1)vma2]/i, para todo

i=1,2,3,..., e fazendo o truncamento, obtém-se o seguinte sistema:
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X' = Upaz(In(2) — 1) +ZaZAZ+Zk+1Za1f1 k) Ak BE
=1

AIO = A1 [X/ — vmax(ln(2) — 1)] + 2UmaonA1 — Z aiﬁi70’0A1
=2

n n
All = 2A2 [X/ — vmax(ln(Q) — 1)} + QUQOA% — Z aiA@o’lAl + 4'UmazA0A2 — Z a,‘Al‘,LlQAQ
i=2 =2

AY = 6vmes A1 Ag — Z a;iAi A1 — Z a;iAi122A2

=2 =2

Bé =B [X/ — vmax(ln(Q) — 1)} — {(—Q’l)m,m)(A[)Bl + B()Bl + B()Al) + 4'Umax[A1 + Bl]AoBO

+Z [az BiAio0+ A1Bigo+ BiBioo } + Z [ (i + D)ajt1Ao(Ar + Bl)BzOO}

<Zmz i 100) BO[A1+B1])+Z ( Zn: ai fi(k)A; - k00> (Bk,O,O(A1+Bl)>}

k=2 \i=k+2
1
Bll = 2By [X Umaw hl Z{ J+ 1 QUmaz)(Al—ij—i-l + Bl_ij+1 + Bl—jAj—i-l)
j=0
1—j ’
+4vmaz(j + 1)[Aj41 + Bjt] Z Ai—j-mBm + Z { (7 + Dai( J+1Au 1+ A]-HBZ] 1+ BJ-HB 19,1 )]
0 =2
n—1 J "= ~
e e 30+ DA + Bmﬂwi,m,j]
i=2 m=0
n N J
+ (Z miAi—LjJ) (Z (m + 1) Bjm[Ami1 + Bm+1]>
m=0 )
n J 5
oy ( S wh A, ) <z<m+ ) By (A +Bmﬂ>>}
k=2 \i=k+2 m=0
- Z {( + 1)(—20maa)(A2-;Bjt1 + B2 jBjy1 + By jAj11)
2—j
+4'Umaz(j + 1)[A]+1 +B 7+1 Z A2 —j— m m + Z { ] + l)az( ]+1A’Lj 2+ A]—l—lB'Lj 2+ B]+1Bl] 2)]
0 2
. ; m= i= )
+> [+ Daip1As; Y (m+1)(Amsr + Bm+1)Bz‘,m,j]
=2 m=0
n _ J
+ <Z iaiAz‘l,j,2> (Z (m +1)Bj—m[Ant1 + Bm+1]>
=3 m=0 )
J
+ Z ( Z azfz ) i— k]2> (Z(m + 1)Bk,m,j(Am+1 + Bm+l)> } :
L = i=k+2 m=0

Para resolver o sistema de EDOs precisa-se de valores para A; e B;emt¢ =0,comi =0,1

ou 2; tais valores vém da condicdo inicial ug(z). Tem-se que as fungdes suaves uy(z) e u,(z) podem
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ser formalmente expressas como a série de Taylor na forma

+oo (k) +oo (k)
u, ' (0) uy (0
wp(z) = E ek:' z*, up(x) = E k'()xk
= k! !

k=0

Aqui, ndo se esta preocupado com o raio de convergéncia dessas séries. Aplicando na

equagao parat =0, tem-se

oo (k) +oo (k) (k)
u, (0) . uyr (0) —u, 7 (0 1
u(0,z) = [}: fk,( ) + 1> ()k, e O H(z)+ 5. (15)
k=0 ’ k=0 )

Tomando a equagdo solugcdo do modelo de Greenberg emt =0, com X(0) =0, e
igualando a equagéo (15), obtém-se

(0) (k)
u, ' (0) 1 u, (0)
AO0) =~ -5 AO)=——, k=12, (16)
(0) (k)
r (0 1 » (0
Bo=""0 1 pe=-"0 k12 (17)

3 Metodologia

Para a simulagdo numérica realizada nesta pesquisa foi utilizada a liguagem C para o pro-
grama feito pela autora e as imagens foram geradas no software Gnuplotﬂ O sistema de EDOs foi
obtido utilizando o teorema citado e fazendo as contas necessarias, sem a utilizacao de software

para isso.

4 Simulacoes

Nesta secao, vé-se as solugdes numéricas variando as condigdes iniciais, primeiramente
abordando o problema de Riemann classico, e depois usando condicdes iniciais nao constantes
(problema de Riemann generalizado). Tais simulagdes foram feitas para a velocidade maxima,
Umaz = 100km/h. Como dito anteriormente, foi utilizado o método de Runge-Kutta para siste-
mas para resolver a cadeia de Hugoniot-Maslov. Todos os exemplos foram resolvidos pelo método
assintético e, além disso, foi realizada uma comparacao com outros dois métodos numeéricos de

diferencas finitas, que sdo os métodos de Lax-Wendroff e Lax-Friedrichs. Foram realizadas 1000

“Gnuplot. Disponivel em: http://www.gnuplot . infol
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iteracdes para o intervalo de tempo de 0,0 a 1,0, e para o intervalo espacial de —100 a 100, para

ambos 0s métodos numéricos.

Pode-se ver que as solugdes numéricas do modelo de Greenberg utilizando a fungao aproxi-
mada truncada em n = 9, como foi observado em Silva e Rodriguez-Bermudez (2022), ja € uma
o6tima aproximagao. Por isso, esse truncamento foi escolhido para montar o sistema de EDOs e tal

sistema foi utilizado para as simulagées numeéricas.

Os valores das condigdes iniciais foram escolhidos pois ambos produzem uma solucdo do
tipo choque. Exitem outros valores que dao solugdes do tipo choque e também existem valores que

dao o outro tipo de solugao, que nao foi abordado aqui.
Seja a seguinte condicao inicial, que € um problema de Riemann classico, ou seja, o qual

respeita a condicao de entropia (Figura 1):

0,5, sex <0
u(0,z) = . (18)

1,0, sex >0

Figura 1 — Condigao inicial do problema de Riemann classico

1.5
~ 1 B
)
05 .
u(0, x)
O | | |
-100 -50 0 50 100

Fonte: Elaboragcao dos autores

Obtendo-se o resultado numérico via método assintotico, parat = 1, vé-se que o choque esta
localizado em = ~ —69, 315, 0 que pode ser observado na Figura 2. Na Figura 3, pode-se observar
que a altura do choque e seu comportamento permanecem iguais ao longo do tempo. A trajetéria da
singularidade & dada por = = —69, 315¢, que € encontrada pela condicao de Rankie-Hugoniot, sé que
nesse caso com a funcao aproximada sendo a fungao de fluxo. E é exatamente o que foi encontrado

numericamente, como pode ser visto na Figura 4. Para esse exemplo, como pode ser visto na Figura
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5, o desempenho do método assintotico € o que mais parece com o choque, numericamente, onde

L-W é o Lax-Wendroff, L-F é o Lax-Friedrichs e M. A. é o método assintético.

Figura 2 — Solugao numérica no tempo ¢ = 1, problema de Riemann classico; nota-se que o choque

esta localizado em = ~ —69, 315

1.5
~ 1 B
<
05 =
u(l,x) ——
O | |
-100 -50 0 50 100

Fonte: Elaboragcéao dos autores.

Figura 3 — Grafico 3D do problema de Riemann classico; nota-se que a altura do choque e seu

comportamento permanecem iguais ao longo do tempo, com trajetéria dada por x = —69, 315¢

Dados

Fonte: Elaboracao dos autores.
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Figura 4 — Trajetoria da singularidade do problema de Riemann classico

1 T
dados
~ 05 .
0 | | |
-60 -40 -20 0

Fonte: Elaboracao dos autores.

Figura 5 — Perfil do choque do problema de Riemann classico; nota-se que o desempenho do
método assintético € o que, numericamente, mais se parece com o choque analitico; L-W:
Lax-Wendroff; L-F: Lax-Friedrichs; M. A.: Método Assinto6tico

1.5
= 1r
Z 0 } L.-W. |
: L-E ——
M.A, ——
0 | | |
-100 -50 0 50 100

Fonte: Elaboracao dos autores.

Consideramos agora a seguinte condicao inicial, que € um exemplo do problema de Riemann
generalizado (Figura 6):

0,25+ 0,001z, sexz <0
u(0,x) = . (19)

0,754 0,001z, sexz >0
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Figura 6 — Condicao inicial do problema de Riemann generalizado

u(t, x)

-100 -50 0 50 100

Fonte: Elaboracao dos autores.

Para t = 1, se pode ver o perfil do choque obtido pelo método assintético na Figura 7, cuja
localidade do choque é em = ~ —21,988. No grafico 3D da Figura 8, nota-se que a altura do choque
aumenta ao longo do tempo e, além disso, nota-se que 0 comportamento permanece 0 mesmo.
Nesse caso, temos que a velocidade da descontinuidade varia ao longo do tempo (Figura 9). A
Figura 10 ilustra a onda de choque no tempo ¢ = 0,5, € a Figura 11 em ¢t = 0,9; em ambos 0s casos
se tem que o método assintoético € o que se aproxima melhor do comportamento do choque obtido

analiticamente.

Figura 7 — Solucao numérica no tempo ¢ = 1 do problema de Riemann generalizado; o perfil do

choque, localizado em x ~ —21, 988, foi obtido pelo método assintético

1 I

Fonte: Elaboracao dos autores.
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Figura 8 — Grafico 3D do problema de Riemann generalizado; a altura do choque aumenta ao longo

do tempo (0 que é esperado para este tipo de problema), embora o comportamento nao se altere

Dados

Fonte: Elaboracao dos autores.

Figura 9 — Trajetdria da singularidade do problema de Riemann generalizado; a velocidade da

descontinuidade varia ao longo do tempo

1

dados

X

Fonte: Elaboragao dos autores.
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Figura 10 — Perfil para t = 0.5 do problema de Riemann generalizado; 0 método assintético € o que
se aproxima melhor do comportamento do choque obtido analiticamente; L-W: Lax-Wendroff; L-F:

Lax-Friedrichs; M. A.: Método Assintotico

1.5
1 — —
¢ 05 u
e’ | J L.-W.
0 L-F. — -
M. A ——
-0.5 |
0 50

X

Fonte: Elaboracao dos autores.

Figura 11 — Perfil para t = 0.9 do problema de Riemann generalizado; novamente nota-se que o
método assintotico € o que se aproxima melhor do comportamento do choque obtido

analiticamente; L-W: Lax-Wendroff; L-F: Lax-Friedrichs; M. A.: Método Assintotico

1.5
1 | |
x 0.5 n
=1 L.-W.
0F L-F. — 4
M.A. —
-0.5 :
0 50

X

Fonte: Elaboracao dos autores.

5 Conclusoes

Neste trabalho foi aplicado o método assint6tico para o modelo de trafego de Greenberg
e, consequentemente, obteve-se a cadeia de Hugoniot-Maslov para esse modelo, utilizando uma
aproximagao da funcao de fluxo de Greenberg. Além disso, a andlise grafica mostrou que de fato o
método assintético é o que melhor representa a solugao do tipo onda de choque, pois como pode-se
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ver, ele € o Unico que em volta da descontinuidade nao apresenta oscilagcao ou difusdo. Em trabalhos

futuros, pretende-se continuar essa analise para outros modelos de trafego.
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