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Resumo: Neste artigo, estudamos a estabilidade e regularidade de uma viga de comprimento ¢ composta
de material viscoelastico em duas situagdes: na primeira, consideramos a viga engastada em suas extremi-
dades; e na segunda, a viga apoiada em suas extremidades. O sistema é regido por um modelo de viga
Euler-Bernoulli com amortecimento do tipo Kelvin-Voight. Usaremos a Teoria de Semigrupo para a provar a
existéncia e unicidade de solugbes, e o resultado de Pruss para estudar o comportamento assintético das
solugdes de ambos os modelos. Além disso, mostramos a perda de analiticidade para o segundo modelo o
que é também um resultado relevante uma vez que mostra que as solugbes nao sdo fungdes analiticas em
relagéo a variavel tempo.

Palavras-chave: semigrupos; estabilidade exponencial; analiticidade.

Abstract: In this article we studied the stability and regularity of a beam of length ¢ composed of viscoelastic
material in two situations: in the first, we consider the beam fixed at its ends; and in the second, the beam
supported at its ends. The system is governed by an Euler-Bernoulli beam model with Kelvin-Voight type dam-
ping. We will use the Semigroup Theory to prove the existence and uniqueness of solutions, and the Pruss
result to study the asymptotic behavior of the solutions of both models. Furthermore, we showed the loss of
analyticity for the second model, which is also a relevant result, as it shows that the solutions are not analytical

functions in relation to the time variable.
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Resumen: En este articulo, estudiaremos la estabilidad y regularidad de una viga de longitud ¢ compuesta por
material viscoelastico en dos situaciones: en la primera, consideramos la viga empotrada en sus extremos; y
en la segunda, la viga apoyada en sus extremos. El sistema esta regido por un modelo de viga Euler-Bernoulli
con amortiguamiento del tipo Kelvin-Voight. Utilizaremos la Teoria de Semigrupos para probar la existencia y
unicidad de soluciones, y el resultado de Pruss para estudiar el comportamiento asintético de las soluciones
de ambos modelos. Ademas, mostraremos la pérdida de analiticidad para el segundo modelo, lo cual es un
resultado relevante ya que muestra que las soluciones no son funciones analiticas en relacién a la variable
tiempo.
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1 Introducao

Neste trabalho estudamos o comportamento assintético e parte do efeito regularizante de
uma viga totalmente de material viscoelastico de comprimento ¢. Este estudo foi motivado pela
grande importancia que os materiais viscoelasticos exercem na engenharia, na fisica e em muitas

outras areas como podemos ver em Christensen (1982) e Lakes (2009).

Aqui consideramos o modelo de Euler Bernoulli com componente viscosa efetiva em todo
material. Mais precisamente, consideramos uma viga feita de material viscoelastico estruturada
no intervalo [0, ¢] com especificamente com duas configuragdes para as extremidades. A primeira
configuragéo envolve uma viga engastada em suas extremidades, e a segunda configura¢do envolve
uma viga apoiada em suas extremidades. Em qualquer um dos casos consideramos a deformacgéo
da viga em um ponto = no tempo ¢ € u, onde u = u(x,t) com z €]0, ¢[. Isso direciona a investigagcao
da viga unidimensional considerada através de um modelo envolvendo um problema com valor de

contorno e valor inicial. Os modelos que consideramos para a viga viscoelastica sdo dados abaixo:
P UL + QUggrer — QOUtgy = 07 para (.f, t) 6]07£[X]07 +OO[ (1)
com condicdes iniciais

u(z,0) = ug(z) em 0, £[; (2)

ur(x,0) = u1(z) em]0,£]; (3)
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e associado com uma das condi¢des de fronteira do tipo

uw(0,t) = u(l,t) = uzp(0,t) = uy(€,t) = 0, em ]0, +oo[ (4)
ou
w(0,t) = u(l,t) = ugy(0,t) = uye (¢, ) =0, em ]0, +o00] (5)

onde p, a, ag SA0 constantes positivas.

O comportamento assintético é obtido usando o teorema [4.1] sendo a parte mais relevante
deste trabalho que consiste em mostrar o decaimento exponencial para os problemas envolvendo a

viga viscoeléstica determinado por (1)-(3) e associado com condi¢des de fronteira do tipo (4) ou do

tipo (5).

Ja em relacdo ao efeito regularizante, o resultado é obtido através do teorema onde
mostramos que para um problema envolvendo uma viga viscoeldstica para um sistema determinado

por (1)-(3) e associado com condigdes de fronteira do tipo (5), temos a perda de analiticidade.

Em ambos os modelos obtemos a existéncia e a unicidade de solug¢des para esses problemas
com técnicas de Semigrupos e Espacos de Sobolev, que podem ser encontrados em Adams (1975),
Brezis (2011) e Pazy (1983).

Este trabalho esta organizado como segue. Na segéo [2 apresentamos o espago fase e o do-
minio do operador. Na se¢éo (3| apresentamos a boa colocagéo para ambos os problemas usando a
teoria bem conhecida como citado anteriormente. Na secao[4apresentamos a estabilidade exponen-
cial. Finalmente, na secéo [5| apresentamos a perda de analiticidade para o problema determinado

por (1)-(3) e associado com condi¢des de fronteira do tipo (5).

2 Espaco fase e operador A

Nesta sec¢ao obtemos um resultado de existéncia e unicidade de solugdes do problema de-
terminado por (1)-(3) e associado com condi¢des de fronteira do tipo (4) ou (5). Note que a energia
associada ao modelo (1)-(3) é dada por

1 L
E(t) = 2/0 (plue|® + auge|?) da.

Um calculo rapido mostra que
d

l
4 B(r) = —/0 ot |2 da.
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Assim, para definir o espaco fase, considere os seguintes espacos de Hilbert

Vi = HZ(0,0),

Vo = H2(0,0) N H(0,0).

¢
HZ2(0,4) := {w c H*(0,0) : / W (z)dx = O}.
0
Denotemos u; = v. Definimos o espago de fase:

1. Problema ({)-(3), associado com condigées de fronteira do tipo (4):

Hy = Vi x L*(0, ).

2. Problema ()-(3), associado com condigdes de fronteira do tipo (5):

Ho = Vo x L?(0, ).

Note que H; e H2 sdo espacgos de Hilbert equipados com o produto interno da forma
¢
(U, Uy = / (me* + auxm@) dx,
0

onde U = (u,v)’ e U* = (u*,v*)T. Para j = 1,2, o operador A;, para p = 1, é dado pela seguinte

expressao:

0 I ,
A=A; = paraj =1,2.
—0pgze  00zz-

Portanto, o sistema (1)-(3) pode ser reescrito como

U, — AU = 0, (6)

U(0) = U,

com dominio dado por
D(A;) = H*0,6)NV; x V; paraj=1,2.

Por simplicidade de notag&o, escreveremos A e 7 ao invés de A; e H; paraj =1,2.
Agora, nao é dificil ver que

¢
Re (A, U)y, = /0 ao|v|?dx < 0. (7)
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Tomemos F = (f1,f2)7 € H. Agora, observando que a equagdo do resolvente (i\] —
A)~'F = U é equivalente a i\U — AU = F, ) € R, temos que em termos das componentes

pode ser escrito como
iu—v=fi (8)
IAPU + QUggzz — QQVUzz = fo, (9)

satisfazendo e (B). Agora, tomando o produto interno da equagdo do resolvente (AU — AU =

F, X\ € R com U, e depois tomando a parte real e usando (7), temos que

/06 aolvy*dz = Re (F,U),, (10)
e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que

/ Juulds < OVl Fl (1)

onde C > 0 é uma constante. Assim, temos estimada a norma de v,.

3 Boa Colocacao

A seguir vamos provar a boa colocagdo do problema determinado por (1) e (3), e associado

com condi¢des de fronteira do tipo (4) ou (5).

Lema 3.1. Paraoscasos 1 e 2,

1. A é um operador fechado e dissipativo em H;
2. 0€ p(A).
Prova. Para o caso 1 e 2, observe que A é um operador fechado e
Re(AU,U>H=—/O€a0\Ux|2dx§O (12)

e assim temos que A é um operador dissipativo. Agora, provemos que 0 € o(A). Provemos que

para todo I = (f1, f2)T € H, existe uma unica solugdo U € D(A) tal que

AU = F.

Em termos das componentes, temos que

—v = f1 € H*0,0) (13)

QUgrrr — OQUgzy = sz c L2(07£) (14)
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Substituindo a equagao em (14), obtemos

i aOfl,xx = pf? € L2(07 E)

Usando o Lema de Lax Milgran para a forma bilinear

¢
a(u,w) = / Uy Wy AT,
0
encontramos que existe uma unica fungdo u € H3(0,¢) verificando as equagbes acima.

Lema 3.2. O operador A definido anteriormente é gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de

contracées sobre H.

Prova. Usando a regularidade eliptica temos que

u e H*0,0).

Portanto existe U = (u, — f1)* € D(.A) verificando a equagao resolvente. Como A é fechado,
dissipativo e 0 € o(.A), temos que para algum ¢ > 0, Im (eI — A) = H. Usando o Teorema 4.6 do
Capitulo 1 de Pazy (1983), concluimos que D(.A) é denso sobre H. Entdo, A é o gerador infinitesimal

de um semigrupo C, de contracées. Portanto, segue o resultado.

Finalmente,

Teorema 3.3. Para qualquer U, € H, a solugédo U satisfazU € C([0,T]; H). Além disso, para cada
U € D(.A),
U € CH([0,T];H) N C([0, T]; D(A)).

4 Estabilidade Exponencial

A nossa principal ferramenta seréa a caracterizacdo de Pruss, que pode ser encontrada em

Liu e Zheng (1999), estabelecida a seguir.

Teorema 4.1. Seja S(t) = ' um semigrupo C, de contragbes sobre um espago de Hilbert H.

Entdo, S(t) € exponencialmente estavel se, e somente se,

1. iR:={iB; 8 € R} C o(A), €
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2. limsup [|(i8I — A) Y| ) < o0

|B|—o0

Lema 4.2. O dominio D(A) tem imersdo compacta no espago de fase H.

O Lema implica que o espectro de A é formado exclusivamente por autovalores. Isso

porque o resolvente € um operador compacto.

Lema 4.3. Com as notagdes anteriores temos, que
iR C o(A).

Prova. Pelo Lemal[4.2 bastara mostrar que ndo existem autovalores imagindrios. De fato, suponha-

mos que exista um autovalor imaginario, isto é, existe i\ € o(A), com X\ € R tal que

AU = iAU comU # 0.

Tomando o produto interno na equag¢ao anterior com U, concluimos que

Re (AU,U),, = 0.

l
/ aolvg)?dz = 0.
0

Logo, v = 0, o que implica que w = 0 sobre o intervalo |0, ([, ou seja, U = (u,v) = (0,0) em

Usando (10), temos

10, ¢[, o que implica que o autovetor é identicamente nulo, o que é uma contradi¢cdo. Portanto, ndo

podem existir autovalores imaginarios. De onde segue o resultado.

Agora, considere

1
I(w) = 5 (plol* + afuaa|*)(2) € R =[Ulll|Flls + I Fll3:

Além disso, usaremos a desigualdade das derivadas intermediarias, que em sua versao N-
dimensional esta demonstrada em Adams (1975). A seguir, enunciamos apenas uma versao no

caso unidimensional.

Teorema 4.4. Sejam a,b € R. Suponhamos que se u, u(™ € L?(a,b), entdo u) e L?(a,b), para

_ &
~ dad

j=1,...,m, onde ul) u. Além do mais, para todo 0 < € < ¢y, temos

[ 2 < Cellu™ |2 + Ce™ 75 [l 2, (19)
0 que implica em
. =5 ()
[l < Cllullzs + Cllull ™ ™) 7. 1o
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Prova. Do Teorema 4.14 de Adams (1975, p. 75), segue (15). Denotando por

el = Il g2 + ™| 2

(Hunm)mm’
— €0
[ullm

. 1— L g
[uP g2 < Cllul 2™ [lull,

e tomando e como

em (15), obtemos

de onde, pela definigdo da norma || - ||,,, segue (16).

Finalmente,
Teorema 4.5. O semigrupo definido pela equagao (1)-(3) é exponencialmente estavel.

Prova. Usando a desigualdade e a desigualdade de Poincaré, obtemos

YA ¥/
/O w2z < C, /0 v 2z < ClIU|3]|Fl2. (17)

Pelo Teorema das derivadas intermediarias, temos

1/2
ltaallze < Cllullzz + Cllul? g 115"

Agora, usando (8) e (9), segue que

C
ltaalle < llo+ fillze + Cllo + Al | Clluaal s + Cllol1 | +
»
c 1/2
szl + A (105 + CILAIE)

Usando a desigualdade triangular e a desigualdade de Young, temos

luasllze < Cellvllze + Cell fill 22 + elluanlr2 + €llvllre + €l fallrz + el £l 2

IN

elluzallzz + elloll2 + CRV2.

E, assim, temos que

l l
/ a]um\zd:r <C.R+e / Z(x) dx. (18)
0 0

Somando as desigualdades e (18), obtemos

¢

¢
/ (Jo? + afugs|?) dz < Ce R+ € / Z(zx) dz.
0 0

Tomando ¢ pequeno, segue nossa conclusao.
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5 Perda de Analiticidade

A seguir, mostramos a perda de analiticidade de uma viga viscoelastico para o problema

e (B) com condicéo de fronteira (5)), usando um resultado que enunciaremos a seguir e que pode ser

encontrado em Liu e Zheng (1999).

Teorema 5.1. Seja o(.A) o conjunto resolvente do operador linear A. Entdo, um semigrupo de

contragbes S(t) = e"* em um espacgo de Hilbert H é analitico se, e somente se, iR C o(A) e

limsup [|AGAT — A) ™| 2z < oc.
[A|=+o0

Isso que permite demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 5.2. O semigrupo e**?* definido sobre o espaco de Hilbert 7, é ndo analitico.

Prova. E suficiente mostrar que existe uma sequéncia {\,} de nimeros reais e uma sequéncia

limitada U,, em H tal que \,, — +occ e

lim sup ||\, (i\, I — A2)_1H£(H2) = 4o0.

n——+oo

Com efeito, para cadan € N tomemos

F, = (O,Sin (%))T

SejaU,, = (un,v,)! € D(A3) a solugdo Unica da equagdo resolvente i\, — AsU,, = F,, com

An € R ou, equivalentemente,

idu—v =0, em(0,f) x R* (19)

IARPU — QUgzzs + QQUzz = Sin (Zﬁ) , em(0,4) x RT. (20)

Pelas condigées de contorno (5), as solugbes do sistema sdo da forma

Por (19),

Uy, = Ay sin (n—zx)

nmwx

U, = 1AL A, sin <7> .

S
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Por (20),

(o () = 2) wsin ("57) + a0 () Ausin (757 s (*5)

Obtemos
ALY
" Qo \nm .
Entao,
4
||Uan-lz 2> a/ ’unyxa:‘de = %’
0 ay
de modo que
Va3 rnm\2
AUl = P10l > Yo ()
ag

Fazendo n — 40, 0 resultado segue.

6 Conclusoes

Neste trabalho mostramos a existéncia e a unicidade de solu¢des para dois modelos de vigas
viscoelasticas, bem como a estabilidade exponencial para ambos os problemas. Porém, note que
mostramos a perda de analiticidade apenas para o problema determinado por (1)-(3) e associado

com condi¢des de fronteira do tipo (5).

Por outro lado, ao compararmos os dois problemas, apesar de suas similaridades, a técnica
para provar a perda de analiticidade para o segundo nao péde ser aplicada ao primeiro, uma vez
que ndo temos as solugdes adequadas para as condi¢des (4). Portanto, um problema em aberto é

o estudo desta questéo para o primeiro problema.

Referéncias

ADAMS, R. A.. Sobolev Spaces. New York; San Francisco; London: Academic Press, 1975.

BREZIS, H.. Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations. Berlin:

Springer, 2011.

CHRISTENSEN, R. M.. Theory of Viscoelasticity: An Introduction. 2. ed. [S. I]: Elsevier. 1982.
DOIl: https://doi.org/10.1016/B978-0-12-174252-2.X5001-7.

MARTINHO, Andrea Luiza Gongalves Martinho; ARAUJO, Leandro Tomaz de. Boa Colocagéo e Estabilidade

@ Exponencial para dois Problemas de Viga Viscoelastica. REMAT: Revista Eletronica da Matematica, Bento
Gongalves, RS, v. 10, n. especial, p. €4002, 28 de junho de 2024.

https://doi.org/10.35819/remat2024vi0iespecialid7042,



https://doi.org/10.1016/B978-0-12-174252-2.X5001-7
https://doi.org/10.35819/remat2024v10iespecialid7042

REMAT: Revista Eletrénica da Matematica 11

LAKES, R.. Viscoelastic Materials. [S. /.]: Cambridge University Press, 2009. DOI:
https://doi.org/10.1017/CB09780511626722.

LIU, Z.; ZHENG, S.. Semigroups associated to dissipative systems. [S. /.]: Chapman &
Hall/CRC, 1999.

PAZY, A.. Semigroups of Linear Operators and Applications to Partial Differential Equations.

New York: Springer, 1983. v. 44. DOI: https://doi.org/10.1007/978-1-4612-5561-1.

Agradecimentos

Os autores desejam registar os seus agradecimentos ao Prof. Jaime M. Rivera devido a
suas orientagdes durante todo tempo em que eles foram discentes de doutorado no Instituto de

Mateméatica da Universidade Federal do Rio de Janeiro (UFRJ).

MARTINHO, Andrea Luiza Gongalves Martinho; ARAUJO, Leandro Tomaz de. Boa Colocagéo e Estabilidade

@ Exponencial para dois Problemas de Viga Viscoelastica. REMAT: Revista Eletronica da Matematica, Bento
Gongalves, RS, v. 10, n. especial, p. €4002, 28 de junho de 2024.

https://doi.org/10.35819/remat2024vi0iespecialid7042,



https://doi.org/10.1017/CBO9780511626722
https://doi.org/10.1007/978-1-4612-5561-1
https://doi.org/10.35819/remat2024v10iespecialid7042

	Introdução
	Espaço fase e operador A
	Boa Colocação
	Estabilidade Exponencial
	Perda de Analiticidade
	Conclusões

