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Resumo: A equagio escalar de Helmholtz descreve os harménicos-temporais de ondas acusticas. E bem
conhecido que métodos de diferengas finitas e elementos finitos apresentam o efeito de poluigdo do erro para
numeros de onda médio e alto. Neste trabalho s&o analisados trés novos esquemas de diferencgas finitas cen-
tradas de segunda ordem de precisdo em uma e duas dimensdes. Esses novos esquemas sao consistentes e
foram obtidos realizando novas aproximagdes apenas no segundo termo da equacéo de Helmholtz. A analise
de disperséo, o comportamento do erro e os resultados numéricos mostram o bom desempenho dos Novos
Esquemas 2 e 3. O Novo Esquema 3 é capaz de eliminar o efeito de poluigdo do erro em uma dimensao e
minimizar a disperséo da onda plana em duas dimensdes.

Palavras-chave: equagao de Helmholtz; método de diferencgas finitas; analise de disperséo; polui¢éo do erro;
estabilizagao.

Abstract: The Helmholtz scalar equation describes the temporal harmonics of acoustic waves. It is well known
that finite difference and finite element methods exhibit the effect of pollution error for medium and high wave-
number. In this work, three new centered finite difference schemes of second order precision in one and two

dimensions are analyzed. These new schemes are consistent, and were obtained by new approximations only
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on the second term of the Helmholtz equation. Dispersion analysis, error behavior and numerical results show
the good performance of New Schemes 2 and 3. New Scheme 3 is able to eliminate the pollution error effect
in one dimension and minimize the dispersion of the plane wave in two dimensions.

Keywords: Helmholtz equation; finite difference method; dispersion analysis; pollution error; stabilization.
Resumen: La ecuacion escalar de Helmholtz describe los arménicos temporales de las ondas acusticas. Es
bien conocido que los métodos de diferencias finitas y de elementos finitos presentan el efecto de polucion del
error para nimeros de onda medios y altos. En este trabajo se analizan tres nuevos esquemas de diferencias
finitas centradas de segundo orden de precision en una y dos dimensiones. Estos nuevos esquemas son con-
sistentes y se obtuvieron con nuevas aproximaciones solo en el segundo término de la ecuacion de Helmholtz.
El analisis de dispersion, el comportamiento del error y los resultados numéricos muestran la eficacia de los
Nuevos Esquemas 2 y 3. El Nuevo Esquema 3 es capaz de eliminar el efecto de polucién del error en una
dimension y minimizar la dispersién de la onda plana en dos dimensiones.

Palabras clave: ecuacion de Helmholtz; método de diferencias finitas; andlisis de dispersion; polucion del
error; estabilizacion.
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1 Introducao

A equacéo escalar de Helmholtz com condi¢des de contorno de Dirichlet € dada por
Au+Ku= femQ, (1)

u = g em o, (2)

onde A é o operador Laplaciano, © € um campo escalar que descreve os harménicos-temporais
de ondas acusticas, £ € o numero de onda, f é um termo fonte, Q2 é o interior do dominio limitado
com contorno Lipschitz 99 e g é a condigdo de contorno. Pela sua grande importancia, tal equacéo
€ objeto de muitos estudos. Contudo, grande parte das aplicagdes praticas exigem que se tenha
um valor de numero de onda elevado e sabe-se que a qualidade da solu¢do numérica depende
significativamente desse parametro, sendo sua precisdo deteriorada com o aumento do valor de &

(Loula et al., 2007).

Para que uma aceitavel aproximagao possa ser obtida, a resolugao da malha utilizada deve

ser ajustada de acordo com o numero de onda. Esse ajuste é obtido por meio da regra do dedéo
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(rule of thumb), que prescreve uma quantidade minima de n6s por comprimento de onda (Ihlenburg;
Babuska, 1995b). Contudo, € de conhecimento que, mesmo quando a regra do dedao é obedecida,
a performance dos métodos de diferencas finitas (MDF) e elementos finitos (MEF) diminui drastica-
mente com o aumento do nimero de onda (Singer; Turkel, 1998; Ihlenburg; Babuska, 1995a). Esse
problema é conhecido por efeito de poluigdo do erro e esta relacionado a diferenga entre 0 niumero

de onda & da solugao exata e o nimero de onda k" da solugdo numérica.

Para problemas unidimensionais (1D), ja existem MEF que eliminam esse efeito, tal como
o método GLS (Galerkin-Minimos Quadrados) apresentado por Harari e Hughes (1991). Para pro-
blemas bidimensionais (2D), sabe-se que é impossivel eliminar totalmente esse efeito de poluicao,
como pode ser visto em BabuSka e Sauter (1997). Portanto, buscaram-se desenvolver métodos
que minimizassem essa poluicao do erro, como o Método de Elementos Finitos Quase Estabilizado
(QSFEM) descrito por Babuska et al. (1995). Entretanto, 0 QSFEM né&o é derivado de uma formu-
lacdo variacional tipica do MEF. Logo, ndo existia um MEF derivado de uma formulacdo variacional
com relagao de dispersao equivalente ao QSFEM. Posteriormente, surgiram MEF com a relacao de
dispersao equivalente a do QSFEM (Alvarez et al., 2006; Loula et al., 2007; Rochinha et al., 2007;
Carmo et al., 2008).

Alguns trabalhos tém sido desenvolvidos também com a utilizagdo do MDF, de modo a ob-
ter uma melhor qualidade nas solugdes. Podemos citar Sutmann (2007) que desenvolveu um novo
esquema de sexta ordem; Singer e Turkel (1998) que desenvolveram esquemas de quarta ordem
baseados nas generalizactes das aproximacdes de Padé. Nabavi, Siddiqui e Dargahi (2007) desen-
volveram um novo esquema compacto de sexta ordem utilizando nove pontos. Wu (2017) desenvol-
veu um esquema de quarta ordem que minimiza o erro de dispersao, e Wu e Xu (2018) apresentam

um esquema de sexta ordem.

No presente trabalho sdo apresentados o esquema centrado classico, ja bem conhecido da
literatura e trés novos esquemas de diferencgas finitas centrados de segunda ordem de precisdo
para a equagado de Helmholtz em uma e duas dimensdes. Esses esquemas séo consistentes, ou
seja, conforme ha o refinamento da malha, a solucdo numérica tende para solucao exata. Os novos

esquemas foram obtidos realizando apenas novas aproximagdes do termo k?u da equagéo 1.

O trabalho é organizado da seguinte forma: inicialmente sdo apresentados os esquemas de
diferencas finitas e a analise de dispersao para os casos 1D e 2D. Em sequéncia, tem-se um breve

estudo do erro seguido dos resultados numéricos e discussdes. Por fim, tem-se as conclusoes.
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2 Metodologia

2.1 Materiais

Para a realizacao deste trabalho foram utilizados dois programas de computador. O software
Mathematica® foi utilizado para realizar uma parte dos célculos simbolicos. O software GNU Octave®
foi utilizado para desenvolver dois cddigos computacionais 1D e 2D, os quais permitiram obter os

resultados numeéricos de todos os esquemas de diferengas finitas analisados neste trabalho.

2.2 Meétodos da pesquisa

Foram desenvolvidos novos métodos de diferengas finitas para resolver a equagao escalar
de Helmholtz unidimensional e bidimensional. Estes métodos foram comparados com o método
centrado classico no que diz respeito a Analise de Dispersédo, Erro de Truncamento Local, Erro

Global, estabilidade e precisdo da solu¢gdo numérica.

3 Esquemas de Diferencas Finitas em uma e duas Dimensodes

Quatro esquemas de diferencgas finitas sdao apresentados, o bem conhecido Centrado Clas-
sico (CC) e os novos esquemas: Novo Esquema 1 (NE-1), Novo Esquema 2 (NE-2) e Novo Esquema
3 (NE-3). Todos os novos esquemas sao centrados de segunda ordem de precisdo, em que a apro-
ximac&o do termo k%u na equagéo de Helmholtz pode ser entendida como uma média da solugéo
em torno do ponto central. A analise realizada aqui apenas considera malhas uniformes, onde

h = Axz = Ay € o espacamento da malha.
3.1 Em uma Dimensao (1D)
Considere um esténcil classico de diferengas finitas centradas com 3 pontos. Para todos os

esquemas, a derivada segunda foi aproximada com diferencas finitas centradas de segunda ordem

de precisédo

* Software Mathematica. Disponivel em: https://www.wolfram.com/mathematica.
®Software GNU Octave. Disponivel em: https://www.octave.org.
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diu U1 —2U; + Uiy (3)
da? ™ h2 ’

onde U;_1 = U(:L‘Z' — h), U, = U(xi), Uiy1 = U(:UZ‘ + h).

3.1.1 Centrado Classico (CC)

Neste esquema, o segundo termo da equagao de Helmholtz é aproximado na forma classica

k*u(z) ~ k2U;. Isso resulta na equagéo matricial

Uiz1 = 2Ui + Ui
72

1
+ k*U; = f; ou 72 (AU;—1 + BU; + AU, 11) = fi, (4)

onde A=1e B= -2+ (kh)2.
3.1.2 Novo Esquema 1 (NE-1)

Neste esquema utilizou-se a aproximagao k%u(x) ~ kQW a qual corresponde a mé-

dia entre os nds adjacentes ao né central. Isso resulta na equacio matricial

s 5 — (AU;—1 + BU; + AU;11) = fi, ()

i—1 —2U;i + U; U1 +U; 1
U1 U+U+1+k2< 1+ +1>:fiouh2

ondeA:1+@eB:—2.
3.1.3 Novo Esquema 2 (NE-2)

Este esquema consiste na média dos esquemas CC e NE-1, resultando na equacgédo do

esténcil

Ui-1 = 2U; + Ui
12

1 Ui_1+U; 1
+ k2§ (Uz- + 12“) = fi U 15 (AU;1 + BU; + AUiy1) = fi,  (6)

ondeA:l+%eB:—2+%.
3.1.4 Novo Esquema 3 (NE-3)

Este esquema consiste em uma média ponderada dos esquemas CC e NE-1. O parametro

livre de ponderacao « sera determinado pelo critério de minimizar a relagdo de dispersdo da onda
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plana. Isso resulta na equacgao do esténcil

Ui-1 = 2U; + Uina
2

Uit1 + Ui
2

+ k2 [an +(1-a) ( )] = fiou % (AU;—1 + BU; + AU 1) = fi,
(7)

comA:l+%eB:—2+a(kh)2.
3.2 Em duas Dimensoes (2D)

Considere um esténcil classico de diferencas finitas centradas com 5 pontos. Analogamente
ao caso 1D, para todos os esquemas as derivadas segundas foram aproximadas com diferengas
finitas centradas de segunda ordem de precisao

O Uimrg = 2Uij + Uiy o 0% Uijo1 = 2Uij + Usjin

022 h? oy> h? ®)

A equacéao do esténcil classico de 5 pontos para cada esquema resulta em uma equacgao

matricial do tipo
1
72 (AUi—1j + AUi1j + BU; j + AU, j—1 + AU; j1) = fij- 9)
3.2.1 Centrado Classico (CC)

Tem-se a equagao do esténcil

Ui—1,j —2U;j +Uiz1;  Uij1—2U;; +U;j
12 + 12

+ kUi j = fij, (10)

que pode ser escrita na forma da equagdo 9 com A =1e B = —4 + (kh)%

3.2.2 Novo Esquema 1 (NE-1)

Ui—1; —2U;j + Uiy n Uij—1—2U;; + U j+1 n

h? h?
1[(Ui—1; 4+ Uit1, Uii—1+ Ui,
+ k25 [(LJ; “’”) + <’3 1; ’J“)] = fiz, (1)
ou na forma da equacdo 9 com A =1+ (R o B — _4. Ofator 1 no segundo termo da equacéao
4 2

de Helmholtz é necessario para garantir a consisténcia do esquema, ja que cada dimensao contribui

com uma aproximacao para u(z;, y;).
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3.2.3 Novo Esquema 2 (NE-2)

Ui—1,j —2U;j +Uiz1;  Uij1—2U;; +U;ja
12 + 12

11 U1+ Uis1;\ 1 Ui j—1+ Uij+1
P . i—1,j i+1,j L . J J+ —_r
+ k25 [2 <Uw + = ) +3 (Um + )] fij, (12)

ou na forma da equacdo 9com A =1+ @ eB=—-4+ —(’“’5)2.

3.2.4 Novo Esquema 3 (NE-3)

Ui—1; —2U;j +Uip1; | Uij—1 —2U; j + Ui jn
h2 + h2

+ k2 [aU,-,j +(1—a) <

Ui—1,j +Uig1,j + Ui j1 + Uz’,j+1>:| (13)
4 b

ou na forma da equacdo 9 com A =1+ % e B = —4+ a(kh)?.

4 Analise de Dispersao

A diferenca entre o nimero de onda da solucdo exata (k) e da solugdo numérica (k") pode
ser estimada por meio da andlise de dispersao. Essa diferenca provoca a perda de fase da solugéao
numérica e impacta o efeito de poluigao do erro. A analise consiste em considerar a equagao de
Helmholtz homogénea (f = 0) e supor solugdes numéricas na forma de ondas planas que, substi-
tuidas na equacéo do esténcil para cada esquema, permite obter uma expressdo para k" (nimero

de onda discreto) em funcao de k (Fernandes, 2009).
4.1 Caso Unidimensional

~ ;o ho. . s ~ A .
Neste caso, a solugdo numérica na forma U; = ¢**"* é substituida na equagéo do esténcil 4

obtendo

1 B
h _ — =
k" = harccos( > . (14)
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Substituindo os valores de A e B de cada esquema em 14 e realizando a expansao em série

de Taylor em torno de kh = 0, obtém-se as expressdes k" — k para cada método.

3

vh i 372 514 61,5
CC: k k_24(kh)+640(k:h)+(9(k:h), (15)
NE-1: k" — k = —i(k?’h?) + ﬁ(i&h“) + O(KSh) (16)
24 640 ’

1 1
NE-2: k' — k= — 5 (K*h°) + o (K°h') + O(KR?), (17)

p— 2 —
NEs: 1 = (000 gy OO 000 ) ooy

O parametro livre « em NE-3 pode ser determinado utilizando-se a equagédo 14 e fazendo
k" = k, obtendo
2 cos(kh)

= —-— _— 1
CT kRZ T 1= cos(kh) (19)

Dessa maneira, tem-se um método que apresenta dispersao de onda plana nula, eliminando
assim o efeito de poluigcao do erro.
4.2 Caso Bidimensional
Neste caso, a onda plana discreta na diregéo ¢ é U; ; = ei" (@i cosf+y;sin6) - gybstituindo na
equacao homogénea 9 obtém-se
B + 2A]cos(k""h cos 0) + cos(k"hsin )] = 0. (20)
Substituindo os valores de A e B para cada esquema e realizando a expansao em série

de Taylor em torno de kh = 0, ap6s algumas manipulagbes algébricas com o auxilio do software

Mathematica® obtém-se

3 + cos 46 235 + 162 cos 46 + 35 cos? 46
CC: k" — k= ——g— (k") + e WEY £ OR),(21)
—9 + cos 46 1315 — 198 cos 46 + 35 cos? 46
NE-1: k" — k — %(kﬁh?) n 0528160 O T (k5hh) + OKSH), (22)
-3 40 235 + 162 cos 46 + 35 cos? 46
NE-2: &' — J — %(kf”hz) i o 0+ S 0 R + OSH),  (23)

®https://www.wolfram.com/mathematica
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-9+ 12 + cos 460 1315 — 3240« + 216002
NE-3: k" — k = k> h?
3 96 ( )+ 92160
—198 cos 40 + 360c cos 40 + 35 cos? 46
99160 ) (K°h*) + O(KSR?). (24)

O procedimento para encontrar o parametro « no caso 2D é andlogo ao caso 1D. Utilizando-

se a equacéo 20 e fazendo k" = k, obtém-se o valor do pardmetro a que minimiza a disperséo,

8+ (44 k*h?)(u+v)
 K2RA(—2+u+v)

, u = cos(khcos(61)), v = cos(khsin(6)), (25)

onde #; € a dire¢cdo de onda para a qual a dispersédo serd nula. A escolha ¢; = /8 € a que
apresenta menor dispersao de onda para qualquer dire¢cao 6 da onda plana. Isso é, menor distancia

da dispersao exata.

As figuras 1, 2 e 3 mostram que para ambos os casos, 1D e 2D, como esperado, o retardo de
fase diminui para malhas mais refinadas. O esquema NE-3 apresenta melhor performance quando
comparado aos esquemas CC, NE-1 e NE-2, embora todos apresentem dispersdo da mesma ordem
(k3h?). Entretanto, o esquema NE-3 apresenta dispers&o zero no caso 1D (figura 4.2), e no caso 2D

quando a dire¢do da onda plana é 0 = «/8 (figura 3).

Figura 1 — Disperséo 1D para k = 100
15 T T

h

—&—NE-3

-20

kh

Fonte: Elaboragao dos autores.
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Figura 2 — Dispers
10

ao 2D para k =

100 e § = w/4 Figura 3 — Dispers
10

do2Dparak=100e 0 = 7/8

——CC

—4—NE-1
NE-2

—=—NE-3

-20

kh

Fonte: Elaboracao dos autores.

Figura 4 — Relagao de disperséo no caso 2D para 0 < 6 < 2«
T T T T T I T T T T T

kh

Fonte: Elaboracao dos autores.

1k

0.8

0.6

0.2f )

=~

_______

Exata
-==CC
- = =NE-1

NE-2
—==NE-3

-

-1 -0.8

-0.6

Fonte: Elaboragéo dos autores.

Quando comparamos a relacio de dispersao de cada esquema no caso 2D com a disper-

sdo exata na figura 4, podemos observar que o NE-2 apresentou a menor dispersao para ondas

planas na diregdo 6§ = 0 e § = /2, e a maior dispersdao em 6 = 7/4. O método CC apresentou

um comportamento contrario ao NE-2, exibindo maior dispersdo em § = 0 e # = 7/2, e a menor

Cls

ALVAREZ, Gustavo Benitez; NUNES, Helder da Fonseca. Novos Esquemas de Diferengas Finitas para a
Equagéo de Helmholtz. REMAT: Revista Eletronica da Matematica, Bento Gongalves, RS, v. 10, n. especial, p.

e4001, 28 de junho de 2024. https://doi.org/10.35819/remat2024v10iespecialid7019.



REMAT: Revista Eletrénica da Matematica 11

disperséo em 6 = 7/4. A dispersdo do NE-1 apresenta a maior distancia da dispersédo exata entre
todos os esquemas. Por outro lado, a dispersdo do NE-3 apresenta a menor distdncia da dispersao
exata entre todos os esquemas, a qual é zero para ondas planas nas diregdes 0; = /8 + imw/4 com
i=0,1,...,7. Em outras palavras, o esquema NE-3 apresenta a menor dispersao possivel para um

esténcil classico de diferengas finitas centradas com 5 pontos.

5 Comportamento do Erro

Sao analisados dois tipos de erro: o Erro de Truncamento Local e o Erro Global. Inicialmente
€ calculado o Erro de Truncamento Local para cada esquema no caso unidimensional e bidimensio-

nal. Posteriormente, é realizado um estudo numérico sobre o comportamento do Erro Global.

5.1 Erro de Truncamento Local

O erro de truncamento local é definido substituindo-se a solucéo aproximada U pelos valores
da solucao exata u na equacao discretizada de cada esquema. De acordo com LeVeque (2007), em
geral, a solugdo exata nao ird satisfazer totalmente a equacao e essa discrepancia representara o

erro de truncamento local (ETL), denotado por 7.

5.1.1 Caso Unidimensional

Usando a notagéo uE”) = dn;‘w(f” sdo obtidos os ETL para cada esquema.

cc: 7, =ul? G;) +O(h3), (26)

NE-1: ; = u”) (’1‘;2) +ul? (ff; + ;ix#) + O, (27)

NE-2: 7; = u? (Tzﬁ) +ul® (TZ + Z;k?) +O(h), (28)

NE-3: 7, — u" (i) +(1—a)k? [uf) <h22> +ulV <Z)} +O(h). (29)
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5.1.2 Caso Bidimensional

% sao obtidos os ETL para cada es-

aq o, _ 0"u(@iy;) (ny) _
Usando a notagdo v, ;' = =57~ ey, ;7 =

guema.

2
[ ] (R 3

CC: 7y = |ul} +%J}<m>+mxh% (30)
NE-1: 7y = [uls” + o] e + [uls? + ul] P w o) (31)

R I 2V i,J 4 2% i,J 12 48 ’

2 2 4

D |, (22) (2y) hf 2 (4x) (4y) ]L hﬁ 2 5

NEsz_P%j+%J}<8k>+P%j+%J}<u+xmk)+om), (32)

e[ ] (7 v e en] (P
NE-3: 7, ; = [v'*" +u 15 +(1—a)k* [u +u 1

+@#w+qu(z>} O(h%). (33)

5.2 Comportamento do Erro Global

Embora ainda nao tenham sido obtidas estimativas tetricas para o erro global, podemos
mostrar o efeito de polui¢cdo do erro com o refinamento da malha para um dado niumero de onda fixo.
E esperado que, se ndo houvesse o efeito de poluicdo, o erro diminuiria conforme o refinamento. O

erro absoluto apresentado aqui foi calculado utilizando a ¢g-norma

1

Nz,Ny q

lerrolly = [ 2 ) leisl* | (34)

ij=1
onde ¢;; = U;; — u;;, € ¢ = 2. Maiores detalhes sobre esta norma podem ser encontrados em

LeVeque (2007) (ver a equacao A.18 na pagina 252 do Apéndice A desse livro).

Na figura 5 é possivel observar que aumentando-se a quantidade de pontos da malha (N =
N, x N,) o erro aumenta para certos valores de N (picos) e s6 apos isso temos uma convergéncia
assintética para a ordem de convergéncia de cada método. Manter kh constante, como ja mencio-
nado, também nao é o suficiente para controlar o efeito da poluigdo do erro, como pode ser visto na
figura 6.
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Figura 5 — Erro no caso 2D para k = 80, § = w/4 e variando-se N de 100 x 100 a 3000 x 3000
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Fonte: Elaboracao dos autores.

Figura 6 — Erro no caso 2D mantendo-se kh = 0.5 constante com k variandode 1 a300e 6 = /4

log, ,(llerroll)
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Fonte: Elaboracao dos autores.
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6 Resultados Numéricos

Sao apresentados resultados numéricos das equacdes homogénea e nao-homogénea para
um dominio quadrado unitario e malha uniforme composta por 200 x 200 pontos. As figuras 7 e
8 apresentam as solugbes dos quatro métodos e o interpolante para a equagdo homogénea com
k =100, kh = 0.5 e superposi¢ado de trés ondas planas nas diregbes 6, = 0, 7/4 e w/8. Nesse caso,
a solugéo exata u(z,y) = > i, (cos (k(z cos6; + ysinb;))) € a superposi¢do de n = 3 ondas planas.
Nas figuras 9 e 10 considera-se a fonte f(x,y) = 4 + k?(2? + y?) cuja solugéo exata é u(z,y) =
22 +y% + sin (k(z cos @ + ysin§)). Em ambos casos, homogéneo e ndo-homogéneo, percebe-se que
o método NE-3 exibe resultados muito proximos do interpolante, apresentando menor retardo de

fase e diferenga de amplitude que os métodos CC, NE-1 e NE-2.

Figura 7 — Solu¢des numéricas 2D na secdo = = 0.5, f =0, k = 100, kh =0.5e 6; = {0,7/4,7/8}
10+ 1

N

_5 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Y
Fonte: Elaboragao dos autores.
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Figura 8 — Solugbes numéricas 2D na segéo y = 0.5, f =0, k = 100, kh =0.5e 0; = {0,7/4,7/8}
8

6 L
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‘e [\ 11 §
M A R kA A\ [A ATENIA T 1Y 1
i h; A\ ff/lf-\ A /é‘: H\ AN [
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AR ARSIV A
y v J Y 1Y ¥
\\/ 1l \/
4t '-
——CC ——NE-3 {
-6 [[——NE-1 Interpolante .
——NE-2
_8 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

Fonte: Elaboracao dos autores.

Figura 9 — Solugdes numéricas 2D nao-homogénea na segéo x=0. 5 k=100, kh=0.5e0 =7/4
4

3, -
(]
2,
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A A n i
o \f ‘ .
\ { v - \/ u
-1 ¢ : v ——CC .
’ —a—NE-1
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_3 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Y

Fonte: Elaboragao dos autores.
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Figura 10 — Solugdes numéricas 2D néo—homogénea nasecaoy = 0.5, k =100, kh=05e 0 =n/4
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Fonte: Elaboracao dos autores.

7 Conclusoes

Trés novos esquemas de diferencgas finitas para a equagéo de Helmholtz foram apresentados.
Esses foram obtidos modificando apenas a aproximagao para o segundo termo k%u e possuem um
erro de truncamento local de segunda ordem de precisdao. As analises de dispersao para os casos
1D e 2D mostraram o bom desempenho dos esquemas NE-2 e NE-3. O efeito de poluigdo do erro é
eliminado completamente no caso 1D pelo esquema NE-3. No caso 2D, o esquema NE-3 apresenta
dispersao minima para o esténcil classico de diferengas finitas centradas com 5 pontos, sendo zero
para ondas planas nas diregbes 0; = n/8 + ir/4 com i = 0,1,...,7. Entretanto, no caso 2D os
gréficos dos erros confirmaram a presenca do efeito de poluicdo do erro para todos os métodos,
conforme esperado. Os resultados numéricos corroboram o que foi visto nas analises de dispersao,

com o novo método NE-3 apresentando resultados mais proximos aos do interpolante.

Apds experiéncias adquiridas com as andlises e os desenvolvimentos apresentados neste
trabalho, percebeu-se que seria possivel o desenvolvimento de um novo método de diferencas finitas
mais estavel e preciso. Esse método foi chamado de Método Completo de Diferencas Finitas
Centradas (Complete Centered Finite Difference Method) e apresentado recentemente em Nunes
(2024).
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