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Resumo: O presente trabalho é parte do resultado da tese de doutorado do autor, e tem como objetivo apre-
sentar um modelo metapopulacional de agregacao com taxa de migracéo independente da densidade que
permite a escolha do sitio de destino de acordo com a sua densidade. E trabalhado aqui um acoplamento ndo
linear, formado por uma combinagdo convexa de duas matrizes, uma de conexao local e outra, de conexao
global. Obtém-se um resultado que garante a estabilidade assintotica do atrator sincronizado e também que
0 numero de Lyapunov transversal do atrator sincronizado é dado pelo produto do nimero de Lyapunov da
orbita por um quantificador que depende da taxa de migragao e dos autovalores de uma matriz oriunda da
matriz de conexdo. A partir das simulacdes numéricas da variacdo do nimero de Lyapunov transversal em
relacdo aos parametros taxa de migracao e taxa de reproducéo intrinseca da fungdo que descreve a dindmica
local, sdo mensuradas as regioes de possivel e impossivel sincronia. Com as simulagbes da 6rbita sincroni-
zada com relagdo a pequenas perturbagdes, determinam-se os valores da taxa de reproducgéo intrinseca e da
taxa de migragdo para os quais mais ocorre sincronizagao e ainda que nao ocorre sincronizagao de orbitas
cadticas.

Palavras-chave: metapopulagao; estabilidade; sincronismo; nimero de Lyapunov; combinagao convexa.
Abstract: The present work is part of the result of the author’s doctoral dissertation and aims at presenting
a metapopulational aggregation model with a density-independent migration rate that allows the choice of the
destination site according to its density. A non-linear coupling is produced here, formed by a convex combina-
tion of two matrices, one with a local connection and the other with a global connection. The result obtained
here guarantees the asymptotic stability of the synchronized attractor and also that the transverse Lyapunov
number of the synchronized attractor is given by the product of the orbital Lyapunov number by a quantifier

that depends on the migration rate and the eigenvalues of an originating matrix of the connection matrix. From
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the numerical simulations of the variation of the transversal Lyapunov number in relation to the parameters
migration rate and intrinsic reproduction rate of the function that describes the local dynamics, the regions of
possible and impossible synchrony are measured. With the simulations of the synchronized orbit with respect
to small perturbations, the values of the intrinsic reproduction rate and the migration rate are determined, for
which the most synchronization occurs, and it is also determined that there is no synchronization of chaotic
orbits.

Keywords: metapopulation; stability; synchronism; Lyapunov number; convex combination.

Resumen: El presente trabajo es parte del resultado de la tesis doctoral del autor, y tiene como objetivo
presentar un modelo metapoblacional de agregacién con una tasa de migracién independiente de la densidad
que permita la eleccion del sitio de destino de acuerdo con su densidad. Aqui se trabaja un acoplamiento no
lineal, formado por una combinacion convexa de dos matrices, una con conexién local y la otra con conexién
global. Obtenemos un resultado que garantiza la estabilidad asintética del atractor sincronizado. Ademas vi-
mos que el nimero de Lyapunov transversal del atractor sincronizado viene dado por el producto del niumero
de Lyapunov orbital por medio de un cuantificador que depende de la tasa de migracion y los valores propios
de una matriz que se origina en la matriz de conexion. A partir de las simulaciones numéricas de la variacién
del nimero transversal de Lyapunov en relacién con los parametros tasa de migracién y tasa de reproducciéon
intrinseca de la funcion que describe la dinamica local, se miden las regiones de sincronia posible e imposible.
Post las simulaciones de la 6rbita sincronizada con respecto a pequefias perturbaciones se determinan los
valores de la tasa de reproduccién intrinseca y la tasa de migracion. Luego se produce la mayor sincronizacion
e incluso se observa si no hay sincronizaciéon de 6rbitas caoéticas.

Palabras clave: metapoblacion; estabilidad; sincronismo; nimero de Lyapunov; combinacién convexa.
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1 Introducao

Os estudos em modelos metapopulacionais sdo um importante ramo das pesquisas em
dindmica populacional, como pode ser visto em Earn, Levin e Rohani (2000), Kahilainem et al.
(2018), Barrionuevo e Silva (2008) e Uchmanski (2016). Nesses modelos, a populacao esta dividida
em pequenos fragmentos adequados para reproducao e sobrevivéncia da espécie, ditos sitios e ao

conjunto discreto deles denominado metapopulagao.
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O termo metapopulacao foi utilizado pioneiramente para descrever uma populacao de popu-
lagdes (Levins, 1969). Uma metapopulagao em que todos os seus sitios possuem a mesma dinamica
local (reproducao e sobrevivéncia) é dita homogénea. Caso contrario, a metapopulacao é dita hete-

rogénea.

Existem trés abordagens para a ecologia espacial. A primeira é a de ecologistas tedricos que
investigam modelos que descrevem individuos em um espago uniforme, sem qualquer heterogenei-
dade ambiental. Por outro lado, os ecologistas de paisagem reproduzem descricdes da estrutura
fisica muito complexa de ambientes reais e o0 movimento de individuos e recursos neles existente.
Ja os ecologistas de metapopulagao tentam chegar a um meio termo: o espago € descrito como
fragmentos de habitat nos quais as espécies vivem como populacdes locais discretas conectadas

pela migracao (Hanski, 1998).

Os sitios estao cercados por um ambiente hostil e totalmente improéprio para reprodugao e so-
brevivéncia. A conexao entre eles ocorre por meio de movimentos migratorios que serdao assumidos
acontecer depois do processo de dinamica local. Se esses processos nao forem bem separados,
poderao suceder-se resultados improvaveis do ponto de vista bioldgico (Hassel et al., 1995). Neste
trabalho, migracao e dispersdo terdao o mesmo significado, e serao utilizadas para descrever o movi-

mento dos individuos de um sitio para outro.

Para um modelo hospedeiro-parasitoide, uma grande assimetria nas taxas de dispersao de
hospedeiros e parasitoides pode ser desestabilizadora, do ponto de vista do equilibrio da metapopu-
lacdo. Essa conclusao so é possivel se nao ocorrerem reflgios para os hospedeiros, reproducao
hospedeira dependente da densidade ou outros mecanismos reguladores (Rohani; Ruxton, 1999).
A dispersao também pode ter uma relagao com a persisténcia de uma populagdo. Uma taxa de
migracao muito alta pode ser tao ruim para a persisténcia da metapopulacao quanto a migracao
baixa. Além disso, espécies com taxas intermediarias de migracao respondem melhor a fragmentacao

de habitat (Hanski; Zhang, 1993).

A movimentagao entre os sitios, pode provocar um outro processo muito importante, denomi-
nado sincronizacdao. Uma dinamica sincronizada ocorre quando todos os sitios da metapopulacao,
com condicdes iniciais diferentes, passam a ter o mesmo numero de individuos num determinado

instante de tempo, a partir do qual oscilam de maneira idéntica.

A sincronizacao esta fortemente correlacionada com a extingdo da metapopulagéo. Existe

uma correspondéncia positiva entre o grau de sincronia das populagdes e o risco de extingao da
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metapopulagao (Earn, Levin e Rohani, 2000). Em contraponto, as oscilagoes cadticas reduzem a
viabilidade de sincronizac¢ao, reduzindo assim a probabilidade de extingao (Allen; Schaffer; Rosko,

1993). Mais de sincronizacao e oscilagoes caoticas em Pikovsky, Rosenblum e Kurths (2001).

No trabalho de Dias e Silva (2018) é apresentado um novo modelo metapopulacional com
taxa de migragao independente da densidade. Eles obtém um critério para a estabilidade do estado
sincrono, baseado no calculo do nimero de Lyapunov Transversal do atrator sincronizado aplicado

num acoplamento local e num acoplamento global.

Diante disso, o objetivo deste trabalho € apresentar uma generalizagao de Dias e Silva
(2018), fazendo uma releitura dos resultados apresentados em Dias (2018), pois considera-se um
acoplamento nao linear, através de uma matriz de conexao gerada por uma combinacao convexa
de duas matrizes circulantes, uma representando um anel ciclico de conexao local e outra, repre-
sentando um anel ciclico de conexao global. Essa topologia de rede possibilita que os individuos
tenham uma movimentagao por vezes permitida para qualquer sitio e outras vezes, mais restrita aos
sitios mais préximos. Sao apresentadas também as simulagées numéricas da variacao do namero
de Lyapunov transversal em relagao a taxa de migragao e a taxa de reproducgao intrinseca da fungao
que descreve a dinamica local além de simulagcées numéricas da Orbita sincronizada com relacao a

pequenas perturbacoes, feitas em Dias (2018).

Este artigo esta organizado da seguinte maneira: na segao 2 sao apresentados alguns re-
sultados essenciais sobre sistemas dinamicos para a melhor compreensao do trabalho. Na segao
3 é descrito o modelo metapopulacional estudado e a matriz de conexao considerada. Na secao
4 aborda-se a sincronizacao e obtém-se um resultado para a estabilidade assintética do estado
sincronizado. Na sec¢do 5, sdo apresentadas as simulagdes numéricas. Por fim, na segao 6, sao

apresentadas as discussoes e conclusdes acerca do trabalho.

2 Resultados essenciais de sistemas dinamicos

Consideremos uma fungéo f : R — R, de classe C'. Definimos o ndmero de Lyapunov da

orbita {x¢, z1,...} como

i—1 1/t

L(zo) = lim | [T/ (=)l ] (1)
7=0
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€ 0 expoente de Lyapunov como

t—1
hro) = Jim + 3| (ar)] @)
=0

desde que ambos limites existam. Notemos que h(xy) existe se, e somente se, L(xy) existe e
In(L(zp)) = h(xo). Uma orbita {x¢, z1, ...} € denominada assintoticamente periddica se ela converge
para uma Orbita periddica quando ¢ — oo. Dizemos que a érbita {zg, z1,...} é cadtica se ela nao é

assintoticamente periddica e se L(xo) > 1 (ou h(zg) > 0).

Um conjunto atrator € um conjunto w-limite que atrai um conjunto de valores iniciais que tem
medida diferente de zero, onde para uma orbita {zo,z1, ...}, 0 seu w-limite é definido como sendo
w(wo) = o : Hn;}2, talque z = }E"Qo fr (mo)} . Seja {xg, 21, ...} uma Orbita caodtica. No caso de
zy € w(xg), entdo w(xp) € denominado um conjunto cadtico. Um atrator cadtico € um conjunto

caotico que também é um atrator.

Seguem agora, algumas definicdes envolvendo Teoria da Medida e Integracao. Dizemos que
um espago (X, .A,v) é de probabilidade se X é um conjunto, .A é uma o-algebra definida em X e
v uma medida definida em (X, A) tal que v(X) = 1. Uma transformagao mensuravel h : X — X,
preserva a medida v ou v é h-invariante, se para todo conjunto A € A vale v(h~1(A)) = v(A).
Chamamos uma medida de ergddica para h se para qualquer subconjunto h-invariante A € A (ou
seja, A = h™1(A)), se verifica v(A) = 0 ou v(A) = 1. Enunciamos agora o resultado devido a von
Neumann (em sua forma mais fraca) e provada na sua forma definitiva por Birkhoff, o qual pode ser

encontrado em Oliveira (2005) e Diaz e Jorge (2007).

Proposicao 2.1 (Teorema Ergddico de Birkhoff). Consideremos um espago de probabilidade (X, A, v)
e uma transformacdo mensuravel h : X — X que preserva a medida v. Entdo, para toda fungao

integravel o, existe uma fungao integravel ¥ e h-invariante que verifica as seguintes propriedades:

(i) parav-quase todo x € X se verifica

t—1

.1 ;

i § 3 o(h(2)) =
j:

t—o00

(wﬂww_éﬁm

(iii) Se a medida v for ergddica (com respeito a h), entao 9 é constante v — q.t.p. Em particular,

para v-quase todo x € X:

m@:A¢w
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Por fim, apresenta-se aqui um importante resultado que diz como as 6rbitas se distribuem
sobre atratores, no caso de mapeamentos multidimensionais. Para maiores detalhes, consulte o

trabalho de Eckmann e Ruelle (1985).

Proposicao 2.2 (Teorema Multiplicativo de Oseledec). Consideremos um espago M, v uma medida
de probabilidade neste espaco e h : M — M um mapa que preserva a medida ergodica v. SejaT

um mapeamento mensuravel de M no espago das matrizes de ordem m x m, tal que

/ It | T()]] v(de) < oo,

onde In" u = max{0,Inu}. Se T = T(h*~1(x))...T(h(x))T(x) é uma matriz, entdo para v—quase

todo x, existe o sequinte limite

. ety L
Jfim (T T7)%0 = M.

Aqui, T'* denota a matriz adjunta de T..

3 O modelo metapopulacional

Considerando uma metapopulacdo homogénea formada por n sitios enumerados de 1 até
n € que em cada sitio existe uma populacdo de uma Unica espécie, chamada populagao local ou
subpopulagéo, denota-se por i € R o nimero de individuos do sitio i no instante de tempo ¢. Su-
pondo que uma funcao suave f (Hassel, 1975; Hassel; Lawton; May, 1976; Murray, 1996) descreve

o0 processo de dinamica local, entao:
ziq = f(x), i=1,2,...,n,t=0,1,2,..., (3)

representa a evolugao de cada populagao, na auséncia de migragao entre os sitios.

Encerrado o processo de dinamica local em cada sitio, ocorre o processo de migragao. A
cada passo de tempo, uma fragao n de individuos, 1 € [0, 1], deixa um dado sitio e migra para outros
sitios mais préximos. Dos individuos que migram dos sitios vizinhos j, uma fragéo c¢;; chegara ao
sitio i. Como essa movimentacao é um processo de curta duragao, supde-se que nao ha perdas, ou
seja, Y ¢ =1,7=1,2,...,neainda que ¢; = 0. Os elementos ¢;; formam a matriz de conexado
C = [cij], 4,5 = 1,2,...,n. Note que quem é independente da densidade € a taxa de migracao p e

nao o processo migratorio.
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Dessa forma, o sistema de equacdes que descreve a dinamica populacional, &€ dado por

Th = (1—p)f(a) + Zuci]—%ﬂxb, i=1,2,...,n. (4)

i=1 Z crsf(zf)
k=1

O primeiro termo no lado direito da equacao (4) representa os individuos que permanecem
no sitio 7 no instante de tempo ¢, enquanto o segundo termo descreve os individuos que partem dos
sitios vizinhos e chegam no sitio ¢, levando em consideracao a densidade do sitio de destino e uma
média ponderada das densidades dos sitios, com pesos iguais as fracées de individuos oriundos do
sitio de origem que chegam no respectivo sitio vizinho. Esse modelo é um modelo de agregacao,
pois para baixas densidades tem-se poucos individuos chegando no sitio i e para altas densidades

muitos individuos chegando neste sitio, caracterizando assim uma agregacao.

Além disso, esse modelo inclui o quociente da densidade do sitio de destino pela média
ponderada das densidades dos sitios no modelo apresentado por Silva, Barrionuevo e Giordani
(2010) e Silva (2016), a saber,

7=1

Uma vez que existe a dispersao, & necessario definir a topologia da rede. Considerando uma

matriz C' gerada por uma combinac¢ao convexa de duas matrizes circulantes, uma representando um

anel ciclico de conexao local e outra, representando um anel ciclico de conexao global, definidas por

i} 1 .
o+ 0 -~ 0 1
1 1
Lo L oo 0
0
C = , (6)
0
o - 0 3 0 3
1 1
5 0 0 5 0|
e
[ 1 1 1 i
0 =7 a1 P
1
a1 O
Cg_ 0 5 (7)
1
n—1
1 1 1
= U= S U
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respectivamente, ou seja,

C=01-a)C + xCy, (8)

onde a; € o coeficiente de combinacao convexa, dado por a1 = v(ay), sendo v a fungao logistica

e a, €[0,1].

4 Sincronizagao e estabilidade do estado sincrono

Quando todos os sitios apresentam a mesma densidade populacional em cada passo de
tempo t ocorre a sincronizagio do sistema (4). Isso significa que =i = z;, Vi = 1,2,...,n. Logo,

substituindo isso em (4), segue que

n

fla)d ey

j=1
Fla) ) ex
=1

Ja sabe-se que > ", ¢;; = 1,5 = 1,2, ...,n. Por sua vez, supondo que

:sz;—&—l = (1_:U’)f(xt)+lu’ f($t)’ 1= 172a"'an' (9)

n
dep=1i=12,...,n, (10)
j=1

implica que a matriz C' é duplamente estocastica, e por consequéncia a expressao (9) torna-se
zi = f(zy), i=1,2,...,n, que é exatamente a dindmica de um sitio isolado dada em (3). Portanto,

a dinAmica de cada sitio no estado sincronizado satisfaz a dindmica de um sitio isolado.

Considere a oOrbita sincronizada s; = (¢, x4, ..., z¢) € R™ do sistema (4) e A; uma pequena

perturbacao. A linearizagao do sistema (4) em torno da 6rbita sincronizada € dada por

Apr1 = J(s)Ay, (11)
sendo J(s;) dado por
J(s¢) = Quf'(z), (12)
onde Q; = I, — puBy, I,, € a matriz identidade de ordem n e B; = circ(b, b}, ..., b.,_;) € uma matriz
circulante com b = b = --- =0, 5, b, _, =05, b,_; =0,
; 2 Qg 2
bh = |20 +(n—3)<n_1>], (13)
t Qg Qg 2
51:[2@:”_14‘("—4) <n—1> ]—Qn (14)
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Ot (673 2 (673

-5 - 15
_1+(n )(n—l>] n—1 (19

2
Qg Qg (673
_1+(n—6)<n_1>]—n_1, (16)
(1—at)

onde o; = [ 5 + } Visto que a matriz B; é circulante, existe uma matriz F' que diagonaliza

by = [0F +2
2 or + ot

bt = |4
3 [Qtn

a matriz B; (Davis, 1979). Mais precisamente, B; = FD,;F~!, onde F = [fi;] € a matriz de Fourier,
definida por fi; = f(exp( I /—1)ED0=D 4 5 = 1,...,n, € Dy = diag(Xo, M}, ..., \,_;), sendo

Ao, Af, ..., AL |, os autovalores da matriz B;.

n—1

Uma vez que >~ Lyt =0, segue que Ao = 0 & um autovalor simples da matriz B; associado

Jj=0"J
ao autovetor v = (1,1,...,1)”, pois
n—1 T
B = > b Z Ly b (17)
7=0

Q

Il
|
B
®

In—l - /Jfbt

onde D; = diag(\[, \s, ... AL ).

Observe que ¢ = 1 € um autovalor simples de 2; e seu correspondente autoespacgo € exata-
mente a diagonal do espago de fase que é precisamente o estado sincronizado. Em outras palavras,
as perturbacdes nesse espaco podem ocorrer livremente. Ja no espacgo gerado pelos autovalores
de (I,_1 — uDy) as perturbagdes sao transversais ao estado sincronizado e deverao tender a zero
para obter estabilidade assint6tica. Dessa forma, como o objetivo é verificar o crescimento destas

Ultimas perturbacdes, € necessario e suficiente considerar apenas
J(s1) = F[(In-1 = uDy) f' ()] F (19)
e analisar a evolugao da equagao de perturbagao, dada por

App1 = (In—l - ,Ufﬁt)f/@:t)At- (20)
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Escolhendo Ay como uma perturbagao inicial qualquer, segue que

Ay = (In—1 — pDe—1) f1(we=1) - - - (In—1 — pD1) f' (x1) (In—1 — Do) f' (z0) Ao. (21)

Desta forma a perturbacao tendera a zero quando ¢ — oo se, € somente se,
lim | P,y - PRy |7 < 1, (22)
T—r00

onde P, = (I,_1 — uDy) f' (), comt =0,1,2,.. ..

Utilizando a igualdade

-1
| Pry -+ PiPy ||= |(In-1 = pDr1) -+ (In—1 — pDo)|| [T 1/ (20, (23)
segue que -
L () = lim || Py -+ PiPy | 7= L(zo)A(x0), (24)
onde . s
L(wo) = lim_ (HO If/<xt)!> : (25)
€ 0 numero de Lyapunov com 6rbita iniciando em z, €
A(wo) = lim [[(In—y = pDr—1) -+ (In-1 = uDo) || (26)

Denominar-se-a L (x¢) de nimero de Lyapunov transversal, com érbita iniciando em x.

Supondo que a fungéo f preserva a medida natural p, e também que In* |f/(x)| € L(p)
segue pelo Teorema de Birkoff (Proposicao 2.1) que (25) existe para todo zy (com relacao a medida

p), € é independente de x.

Adicionalmente, assumindo que In™ ||(1,_1 — uD;)|| € L'(p), decorre do Teorema Ergddico
Multiplicativo de Oseledec (Proposicao 2.2) que o limite (26), a menos de um conjunto de medida p

nula, existe para todo z(, independe de xy e

1<i<n—17T—©

T—1 1z
Th—g.lo H(In—l - MET—].) Y (In—l - MEO)HI/T = max lim (]:J(; |1 - N)‘H) : (27)

E possivel determinar os autovalores de uma matriz circulante (Davis, 1979), e assim uma

forma para (27). Tem-se que

n—3
Mo =bh+ b (G + & FEG G Y G, k=1,2,...,n— L (28)
j=3
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Mas,

27k
£k+§ —2COS<7T ),
n
21k
€2+ €72 = 4 cos? (Z )—2,

n—3 8 cos® (M) — 4 cos? (27rl<:) — 6 cos <27Tk> + 2

ko ok
Jj=3 2 —2cos <7T>
n

Logo, de (28) e (29) segue que

{Q?
{4Qt noitl

ondegt:[@Jr at]egz(M).

2
Angk:{293+(n—3 }

(2cosf) +

(n—4
(n—5) (najl) — (4c0520—2)+

2 (SCOS 0—4 cos? 6—6 cos 9+2)
_ O _ Oy
+ (TL 6) <n71) nl} (2—2cos0) )

H/_/

n—1

Dessa forma,

1<i<n—1T17—00
- t=0

=  max lim ((|]1 — pX]))Y7

1<i<n—1T1T—00

T—1 /7
Tll)nolo H(In—l - :U’ET—].) U (In—l - NEO)”UT = max lim <H ‘1 - /L)‘“)

= max {]1-pAly

Sendo assim, segue que A é o raio espectral de (I,,_; — uD), ou seja,

A=  max {]1 = pXil},

onde D = Et = diag(Al, ey )\nfl).

(31)

Portanto, o nimero de Lyapunov transversal L | (xy) = L(zo)A tem ndmero de Lyapunov dado

por (25) e o quantificador A dado por (31).

Baseado no exposto, € possivel estabelecer um critério para a estabilidade assintética do

atrator sincronizado.
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Teorema. Considere o sistema (4), com a matriz C dada por (8), f uma fungado de classe C' em
[0, 00) invariante com relagdo a medida natural p. Entdo o numero de Lyapunov transversal L, do
atrator sincronizado é dado pelo produto LA, onde L é dado por (25) e A por (31). Além disso, se

L, < 1 o atrator sincronizado é assintoticamente estavel.

5 Simulagoes huméricas

Nas simulagoes, utiliza-se como fungao responsavel pela dinamica local a fungao exponen-
cial logistica (a saber, f(x) = z¢"1=%), onde r é a taxa de reproducéo intrinseca da populagio).
Optou-se por essa funcao para a dinamica local devido aos seus comportamentos diversificados,
conforme r varia. Quando r = 2,5 a fungcdo exponencial logistica possui oscilagdes periddicas,
enquanto que para r = 2,8 ela comporta-se de forma caética. Sao apresentados os resultados
para a matriz de conexdo C dada por (8). Para a combinacdo convexa, usa-se para determinar
oy, a funcéo logistica num comportamento caodtico (porém ainda dentro do intervalo [0, 1]), isto é,

a1 = 4oy (1 — o), com o = 0,5. Para todas as simulagoes, utilizou-se o software MATLAB.

5.1 Numero de Lyapunov transversal

Neste espaco é estudada a variagdo do numero de Lyapunov transversal em funcao da taxa
de migragao p e do parametro r. Sera examinado o comportamento de L, para r = 2,5 (quando
f possui oscilagdes perioddicas) e » = 2,8 (onde f comporta-se de forma cadtica). Ja a taxa de
migracao assumira os valores = 0,1, u = 0,5 e u = 0,9, ou seja, uma taxa de migracao baixa,
uma intermediaria e uma alta, respectivamente. O nuimero de Lyapunov transversal é calculado

utilizando-se 1.000 iteracoes, apos descarte de 10.000 iteracoes transientes na orbita.

Inicialmente, na Figura 1, pode-se observar o comportamento de A conforme p varia.
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Figura 1 — A em fungédo de y, comag=0,5en =30

1.25 T T T T T T T T T

115 b

0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 06 0.7 08 0.9 1
n

Fonte: Dias (2018, p. 29).

Analisando a Figura 2, nota-se que quando r = 2,5vale L, < 1parau € [0;0,2064)e L > 1
para p > 0,2064. No caso de » = 2,8 tem-se L, > 1 para qualquer valor de . Portanto, a regiao de
impossivel sincronia com relacdo a taxa de migracao p € maior que a regiao de possivel sincronia
com relagdo a taxa de migracao u. Neste trabalho, quando fala-se sobre a regidao de possivel sin-
cronia com relagao a taxa de migragao u, esta referindo-se a regiao formada pelo intervalo ou uniao
de intervalos (com relagao a taxa de migracao u) onde o numero de Lyapunov transversal & menor
que 1. Por sua vez, a regido de impossivel sincronia com relagao a taxa de migragao p, reporta-se
a regiao formada pelo intervalo ou unidao de intervalos (com relacao a taxa de migragao u) onde
L, >1.
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Figura2 - ., x u, com acoplamento convexon =30e ap =0,5: (@) r =2,5; (b) r =2,8

(a)
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115 1
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
1
(b)

1.1r b

0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
n

Fonte: Dias (2018, p. 30).

No caso da Figura 3, para a maioria dos valores de r 0 numero de Lyapunov transversal
€ superior a 1, ou seja, a regiao de impossivel sincronia com relacao ao parametro » € maior que
a regiao de possivel sincronia com relacdo ao parametro . Neste trabalho, refere-se a regiao de
possivel sincronia com relagao ao parametro r, como a regiao formada pelo intervalo ou unidao de
intervalos (com relagao ao parametro r) onde o nimero de Lyapunov transversal € menor que 1. Por
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outro lado, regiao de impossivel sincronia com relagao ao parametro r, reporta-se a regiao formada

pelo intervalo ou unido de intervalos (com relagao ao parametro ) onde L, > 1.

Figura 3 - L, x r, com acoplamento convexo, n =30e ap =0,5: (a) u=0,1; (b) p =0, 5; (C)
w=20,9
(a)

1:8- mw

25 3 3.5 4

2.2 T T

N i m

1.6

041 -

0.2 L L
25 3 3.5 4

- 1 DIAS, Francisco Helmuth Soares. Sincronismo em um modelo metapopulacional de agregagao com
m acoplamento nao linear convexo. REMAT: Revista Eletronica da Matematica, Bento Gongalves, RS, v. 10, n. 2,
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(c)

25 T T

05 b

Fonte: Dias (2018, p. 31).

5.2 Espaco x tempo

Apresenta-se aqui os graficos do tipo espaco x tempo, com o intuito de analisar a sensi-
bilidade da orbita sincronizada com relacao a pequenas perturbagoes. Sabe-se que a dinamica
de cada sitio no estado sincronizado satisfaz a dinamica de um sitio isolado. Estando preocupado
com a extincao da metapopulacao, que esta relacionada com a sincronizagao de orbitas cadticas, e
como a migragao interfere no comportamento da dinamica local, serdo utilizados os valores r = 2,5

er=228.

Nos graficos espaco x tempo serdo colocados no eixo vertical os sitios numerados de 1
até 30 e no eixo horizontal os ultimos 40 passos de tempo, ap6s um descarte de 9.960 transientes.
Cada célula (t,i) representa a densidade de um sitio i no tempo t. As células serao pintadas em
tons de branco, amarelo, vermelho e preto conforme a densidade aumenta. As condigdes iniciais
sao tomadas proximo ao estado sincronizado, isto &, Xo = (z¢ + €1,20 + €2,...,2Z0 + €,), Sendo
€ = (e1,€2,...,€,) UMa pequena perturbacao da oOrbita sincronizada, com ¢; € (0;0,01),i =1,...,n,

escolhidos aleatoriamente.

Analisando o caso em que » = 2,5 como na Figura 4, tem-se para p = 0,1 sincronizagao.

Para u = 0,5 e p = 0,9 ndo ocorre sincronizagao.
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Figura 4 — Espaco x tempo, » = 2,5 e rede convexa: (a) = 0,1; (b) . =0,5; (c) o = 0,9
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Tempo

Fonte: Dias (2018, p. 34).
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40 nao ocorre sincronia.

Figura 5 — Espaco x tempo, r = 2

Para » = 2,8, analisando a Figura 5 percebe-se que para todas as conexdes e valores da

taxa de migra¢

p. 3004, 19 ago. 2024. https://doi.org/10.35819/remat2024v10i2id6926.
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6 Discussoes e resultados

Neste trabalho, constituido por parte dos resultados de Dias (2018), foi abordado um modelo
metapopulacional com taxa de migracao independente da densidade e que inclui na sua formacao o
quociente entre a densidade do sitio de destino e uma média ponderada das densidades dos sitios,
com pesos iguais as fracoes de individuos oriundos do sitio de origem que chegam no respectivo
sitio vizinho. Com isso, tem-se um modelo que permite a escolha do sitio de destino de acordo com

a sua densidade.

Este modelo foi apresentado pioneiramente por Dias e Silva (2018). Diferente deles, apre-
sentou-se aqui um acoplamento ndo linear, através de uma matriz de conexao gerada por uma
combinacao convexa de duas matrizes, uma de conexao local e outra, de conexao global. Essa
topologia de rede, possibilita que os individuos tenham uma movimentagao por vezes permitida para

qualquer sitio e outras vezes, mais restrita aos sitios mais proximos.

Além disso, o resultado aqui obtido (Teorema) € mais geral que o do trabalho de Dias e Silva
(2018). Esse resultado garante a estabilidade assintotica do atrator sincronizado e diz que o nimero
de Lyapunov transversal L, do atrator sincronizado é dado pelo produto do nimero de Lyapunov
da orbita por um quantificador que depende da taxa de migracao e dos autovalores de uma matriz
derivada da matriz de conexao. Além disso, se L, < 1 o atrator sincronizado € assintoticamente

estavel.

O presente artigo também faz simulacées numéricas da variacdo do nimero de Lyapunov
transversal em relacao a taxa de migracao e a taxa de reproducao intrinseca da funcao que descreve
a dindmica local. Constatou-se, por meio destas, que a regiao de impossivel sincronia com relagao

a p ou com relagao a r € maior que a regiao de possivel sincronia destes mesmos parametros.

Com as simulagdes numéricas da 6rbita sincronizada com relagao a pequenas perturbacoes
(graficos espago x tempo) concluiu-se que os valores da taxa de reproducao intrinseca e da taxa
de migragao para 0os quais mais ocorreu sincronizagao foram, respectivamente, r =2,5e u=0,1e

que nao ocorre sincronizacao de oOrbitas cadticas.

Para terminar, espera-se com este trabalho contribuir para os estudos em modelos metapo-

pulacionais existentes e motivar outras pesquisas na area de dinamica populacional.
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