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Resumo: Neste artigo, aplicamos as ferramentas da teoria de controlabilidade matematica em modelos
bioldgicos. Utilizou-se do método de aproximagédo em torno de pontos de equilibrio para estudar a contro-
labilidade local de sistemas do tipo Lotka-Volterra, que modelam a dinamica populacional entre espécies
de presas e predadores. Realizamos uma analise para determinar se problemas especificos do tipo Lotka-
Volterra apresentam a propriedade de controlabilidade local, o que é garantido para determinados pontos de
equilibrio. Tal propriedade consiste em garantir a existéncia de um controle, u € L>([0, 7]; R), de tal forma que
a solugdo satisfaz que z1(7) = x1,1 € z2(7) = x2,1 para cada par {(x1,0,22,0), (1,1, %2,1)} €m uma vizinhanga
de algum ponto de equilibrio do sistema, em que z;(¢),z2(t) sdo as populagdes de presas e predadores,
respectivamente, em um tempo ¢ > 0 e z1,9, z2,0 representam as populagoes iniciais.

Palavras-chave: modelagem matematica; controlabilidade; modelo de Lotka-Volterra.

Abstract: In this article, we apply the tools of mathematical controllability theory in biological models. The
approximation method around equilibrium solutions was used to study the local controllability of Lotka-Volterra
systems, which model population dynamics between prey and predator species. We performed an analysis
to determine if specific problems of the Lotka-Volterra type have the property of local controllability, which is
guaranteed for certain equilibrium points. This property consists of guaranteeing the existence of a control, u €
L*>([0, 7];R), such that the solution satisfies z1(7) = 1,1 and x2(7) = x2 ; for each pair {(z1,0, z2,0), (1,1, %2,1)}

in a neighborhood of some equilibrium point of the system, where z;(¢), z2(t) denote the populations of prey
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and predator species, respectively, at time ¢t > 0 e z; o, 2,0 are the initial populations.

Keywords: mathematical modeling; controllability; Lotka-Volterra model.

Resumen: En este articulo, aplicamos las herramientas de la teoria de controlabilidad matematica en mo-
delos biolégicos. Se utilizdé el método de aproximacién alrededor de soluciones de equilibrio para estudiar la
controlabilidad local de sistemas tipo Lotka-Volterra, que modelan la dinamica de poblacion entre especies
de presas y depredadores. Realizamos un analisis para determinar si problemas especificos del tipo Lotka-
Volterra tienen la propiedad de controlabilidad local, que esta garantizada para ciertos puntos de equilibrio.
Esta propiedad consiste en certificar la existencia de un control, « € L*°(|0, 7]; R), tal que la solucion satis-
face que z1(7) = 21,1 Y 22(7) = x2,1 para cada par {(z1,0,%2,0), (£1,1,%2,1)} en una vecindad de algin punto
de equilibrio del sistema, donde x1(t), x> (t) denotan las poblaciones de especies de presas y depredadores,
respectivamente, en el tiempo t > 0y x1 0,2, Son las poblaciones iniciales.

Palabras clave: modelaje matematico; controlabilidad; modelo de Lotka-Volterra.
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1 Introducao

A matematica mostra-se como uma ferramenta flexivel, pelo fato de conseguir alcangar diver-
sas areas, como as engenharias, a computagao, a biologia e tantas outras. Um desafio que pode ser
evidenciado no estudo da matematica é o de encontrar utilidade em resultados ja existentes para fins
aplicaveis que precisam de solugao. Nesse contexto, o presente trabalho elucida como ferramen-
tas matematicas da Teoria de Controle, que surgem no contexto da engenharia de controle, podem
ser aplicadas em areas como a biologia, em especial, em modelos do tipo Lotka-Volterra. Acredi-
tamos que a aplicacao dessas ferramentas na biologia fornece novas perspectivas de intervencao
nos modelos, visando resolver problemas ja colocados em discussao e eventualmente com outras
propostas de solucdo. As ferramentas da teoria de controle tornardo possivel a manipulacao de uma
ou mais variaveis de um dado sistema bioldgico, encaminhando o comportamento da solugao para
um valor ou resultado almejado. Para esse estudo, Coron (2007), Baumaister e Leitdo (2014) e Sal-
vador e Arenales (2012) foram as principais referéncias utilizadas. Recomenda-se que leitores nao
familiarizados com equacdes diferenciais leiam Boyce e DiPrima (2015) ou o utilizem como recurso
de pesquisa, uma vez que o estudo oculta alguns resultados considerados como conhecimentos

prévios pelos autores.

PUMA, Francis Félix Cérdova; HENAREJOS, Adriana Washington. Controlabilidade local para um modelo
|@ @ | Lotka-Volterra. REMAT: Revista Eletrnica da Matematica, Bento Gongalves, RS, v. 10, n. 1, p. 3003, 6 de

margo de 2024. https://doi.org/10.35819/remat2024v10i1id6923.



REMAT: Revista Eletrénica da Matematica 3

Na seguinte secao, sao apresentados alguns modelos bioldgicos do tipo Lotka-Volterra. Essa
segao almeja, por meio de um processo construtivo e de modelagem, determinar as bases para
o desenvolvimento de modelos matematicos aplicados a problemas biol6gicos. Em especial, a
Subsecao 2.3 sera dedicada a toda a evidenciagao da teoria de controlabilidade matematica, bem
como suas aplicagbes correlatas. Na Secdo 3, € apresentado um caso especial de controlabili-
dade para problemas ndo lineares: a controlabilidade local. Por fim, os resultados, discussdes e
conclusdes do estudo sao apresentados na Secado 4 e na Secao 5. De modo geral, o objetivo do
estudo se da pela aplicagao das ferramentas da teoria de controlabilidade matematica em modelos
biol6gicos do tipo Lotka-Volterra, em especial o0 modelo com crescimento logistico, que mostra-se

como um modelo que consegue representar a realidade com grande fidedignidade.

2 Modelagem Matematica do Problema

Os modelos matematicos objetivam abstrair e simplificar determinado fenémeno, o que torna
possivel realizar previsdes acerca do sistema. Diversos fendmenos bioldgicos podem ser modelados
por sistemas de equacgdes diferenciais, de modo que seja possivel descrever, prever e controlar as
variaveis do sistema. O sistema de Lotka-Volterra, modela a interacao de duas espécies em uma
relagdo de presa-predador. Visando uma melhor compreensao do modelamento matematico do

problema de controle, apresentamos o exemplo classico das lebres e dos linces canadenses.

O modelo Lotka-Volterra é frequentemente associado a relagao presa-predador entre linces e
lebres no Canada, documentada pela empresa Hudson Bay Company de 1735 a 1935. Por meio de
registros de caca e vendas de peles ao longo de varias décadas, foi possivel estudar e compreender
as dinamicas populacionais entre as espécies. Como resultado das andlises dos dados, observa-se
a sincronia dos ciclos populacionais das espécies, de modo que o0s picos populacionais das espécies
eram acompanhados com uma diferenga de cerca dois anos (Castro; Restrepo, 2021). Ademais, os

ciclos observados se estendiam por cerca de 10 anos.

Atualmente, vé-se que esse padrao ciclico é algo comum para esse tipo de interacao (presa-
predador), no entanto, durante o periodo de estudo inicial de tal tematica, o reconhecimento desse
padrao tornou-se um marco importante para os estudos da area da biomatematica, sendo um exem-
plo revisitado até os dias atuais. Essa ilustracao traz a tona o comportamento ciclico que podemos

melhor esclarecer na Figura 1. E sera justamente por meio de uma tentativa de alcancar um es-
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tado almejado nesse sistema, interferindo de certo modo na dinamica ciclica, que sera necessario

abordar e definir, conceitos de controle matematico, nesse caso, para modelos do tipo Lotka-Volterra.

Figura 1 — Insergdo de um controle na dinamica ciclica do modelo de Lotka-Volterra

Muitos predadores e
poucas presas

Diminuicéo das Diminuic¢éo dos
presas predadores
Tendéncia do aumento Aumento das

dos predadores 4 presas «ggmm

Fonte: Elaboragao dos autores (2023).

2.1 Modelos de Evolucao de um Ecossistema

Uma populagdo que cresce e se desenvolve de acordo com o crescimento malthusiano
crescera exponencialmente (Birger, 2012) e seu tamanho ultrapassara qualquer limite. O modelo
malthusiano nao se mostra muito realista, uma vez que ha a disposi¢ao na natureza uma quantidade
finita de recursos. Um modelo contemplando tais limitantes é o do crescimento logistico conside-
rando uma populagao que se reproduz rapidamente no inicio, porém, com o tempo, sua taxa de
crescimento diminui a medida que a populacao se torna cada vez mais numerosa, atingindo sua

capacidade maxima de crescimento, o que resulta em uma estabilizacao.

A equacao logistica de crescimento populacional, conhecida como Modelo de Verhulst é

dada por:
) =azx <1 — %)

em que K > 0 é a capacidade de suporte e a > 0 é a taxa de crescimento malthusiano da populacao
x1. A capacidade de suporte € um conceito bioldégico que esta relacionado com a capacidade

maxima de um ecossistema sustentar uma determinada populacao.

O modelo de Lotka-Volterra trata-se de um sistema composto por um par de equacgdes di-
ferenciais de primeira ordem nao lineares. As equagdes do modelo descreverao a dinamica de um
sistema biologico dado por duas espécies, entre as quais existe uma relagao presa-predador num
determinado ambiente. Considerando z;(¢t) como a quantidade de uma populagao de presas (que
varia com o tempo) e z»(t) a quantidade de uma populagao de predadores (que varia com o tempo)
estabeleceremos o sistema que modela a interagao entre as espécies.
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Para modelar o comportamento da populacdo de presas consideramos que, na presenca
de predadores, a interferéncia na quantidade de individuos apresenta um decréscimo em sua taxa
de crescimento especifico. Sendo a > 0 a taxa de crescimento da presa (dada naturalmente pelo
nascimento de novos individuos) e ¢ > 0 o parametro de interacao entre as espécies de presa e

predador, temos que:

/
. . X
Taxa de crescimento especifico das presas : —1 = a — cas.
T

Ja no caso do predador, podemos fazer uma constru¢do analoga, no entanto, deve-se vis-
lumbrar que, em um ambiente sem alimento (presa), a populacao de predadores tendera a decair
de modo exponencial, ou seja, com uma taxa de decaimento —b < 0. Porém, devemos nos lembrar
que a existéncia de presas proporciona o crescimento do nimero de predadores. Logo, sendo d > 0

o parametro de interacao entre as espécies, obtemos:

/

Taxa de crescimento especifico de predadores : 2 - + dxy.
2

Assim, o modelo de Lotka-Volterra é dado por:

¢

zi(t) = ax; — cxoxy

zh(t) = —bxo + drixs (1)
z1(0) = z19

z2(0) = x99

em que z1 € x2 sS40 as populagdes iniciais das presas e predadores, correspondentemente.

Por outro lado, considerando a hipétese de que o meio no qual se desenvolve a interagao

das espécies condiciona a populacao de presas para um crescimento logistico, isto €,

/
. ;o . T 1
Taxa de crescimento logistico especifico das presas: —+ =a (1 — ?> — cxa,
x1

considerando essa nova modelagem das taxas de crescimento especifico, obtemos o seguinte mo-

delo de tipo Lotka-Volterra:

T
i (t) = ax (1 — é) — cxox
2h(t) = —bxe+ drizs @)
z1(0) = z1p
1'2(0) = 1’270.

Ambos os modelos, (1) e (2), serao chamados de tipo Lotka-Volterra sem controle.
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Se considerarmos um ecossistema de n espécies denotado por (z1,x2, - ,z,) € as taxas

de variacao para cada espécie dadas por:

l‘; = fi(xlvx%"‘ ’zn)7

obtemos o seguinte sistema que generaliza 0 modelo de Lotka-Volterra:

zy = fi(z1, 2, ... xp)
(E/Q = fg(wl,wg, ,l’n) (3)
\ = folx1, 30, 1y).

Para facilitar a escrita, denotamos por x = (x4, xo, ..., z,,) € f = (f1, fo, ..., fn). Na Teoria de Equacgoes

Diferenciais Vetoriais, o sistema (3) € chamado de Sistema Autonomo.

Definigao 2.1 (Equacgao Diferencial Autbnoma). Dizemos que uma equagao diferencial ' = f(t,x)
é auténoma se f(t, ) independe de t. Nesse caso, se escreve f(t,x) = f(z), e consideramos a
equacao diferencial

¢ = fla). @)

Definicdo 2.2 (Orbitas de uma Equagcao Diferencial Auténoma). Sejam = : (0, 7) — R™ um caminho

diferenciavel verificando (4) e o grafico de x(-), denotada como v, (z),
v (z) = {(t,z(t)) |t € (0,7)} Cc R*L.
Uma orbita de (4) em (0, 7) € a proje¢ao de ~.(x) sobre o R", isto €,

{z(t) |t € (o,7)} CR™
2.2 Exemplo Numérico

Pode-se modelar os graficos' que representam as dindmicas dadas pelos modelos deduzi-
dos na Subsecdo 2.1; para tanto, consideraremos que a = 0,5; b = 0,8; ¢ = 0.02 e d = 0.03 2.
Consideramos também que ambas as populagdes iniciais de presas z1, e de predadores z o sera

de 20 e 2, respectivamente, e ¢ € [0, 30].

'0s gréaficos apresentados foram gerados utilizando a linguagem de programacgdo Python 3 e o ambiente de
programagcao interativo Google Colab. Além disso, o método numérico utilizado na resolucao das Equagdes Diferenci-
ais foi o método de Runge-Kutta de quarta e de quinta ordem.

20s valores utilizados para a, b, c e d, foram obtidos a partir de alteragcdes de valores encontrados em Boyce e DiPrima
(2015), isto &, sao valores genéricos, determinados a fim de melhor evidenciar o movimento ciclico nas figuras. Os valores
de 1,0, 72,0, @assim como o intervalo definido para ¢ e o valor de K, que aparecera posteriormente, também sao genéricos.
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O gréafico que representara as relagdes entre as populagdes de predadores e presa, de
acordo com o modelo (1) sera dado pelo plano de fase elucidado na Figura 2, ao passo em que
o grafico que ira apresentar a evolucao populacional das presas e dos predadores ao decorrer do

tempo sera representado pela figura Figura 3. A Figura 4 ira evidenciar a tripla (x1, z2, t).

Figura 2 — Orbita (1 (t), 22(t)) do modelo (1)
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Populagdo de Presas - x1(t)

Fonte: Elaboragao dos autores (2023).

Figura 3 — Grafico das trajetérias (¢, z1(t)) e (¢, z2(t)) do modelo (1)

— (t, x1()) - presa

100 4
— (t, x2(t)) - predador

80 1
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40
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Fonte: Elaboragao dos autores (2023).
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10 20

Figura 4 — Grafico (z1, z2,t) do modelo (1)
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Fonte: Elaboragao dos autores (2023).
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O grafico que representara as relagoes entre as populacdes de predadores e presa, segundo

o modelo (2) sera dado pelo plano de fase na Figura 5, ao passo em que o grafico que ira apresentar

a evolugao populacional das presas e dos predadores ao decorrer do tempo sera representado pela

Figura 6. A Figura 7 representa a tripla (x1, z2,t). Para a simulagao foram considerados os mesmos

valores utilizados anteriormente para a,b, ¢, d, z1,0, 2 € t, considerando agora K = 100.

Populacéo de Predadores - xa(t)

Figura 5— Orbita (z1(t), 22(t)) do modelo (2)
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Fonte: Elaboragao dos autores (2023).
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Figura 6 — Grafico das trajetorias (¢, z1(¢)) e (¢, z2(t)) do modelo (2)
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Fonte: Elaboragao dos autores (2023).

Figura 7 — Grafico (z1,x2,t) do modelo (2)
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Fonte: Elaboragao dos autores (2023).

2.3 O Problema de Controle

Sejam f(z) um campo vetorial do tipo Lotka-Volterra, definido em um subconjunto aberto V

de R”?, n > m, B € R™™ uma matriz de constantes e 7 € RT. O Problema de Controle consiste em
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determinar se uma solugao do sistema
' = f(z) + Bu, z(0)=a (5)

pode alcangar um resultado almejado b = x(7), por meio da inclusao de uma perturbacao u(-), que

trata-se dos controles u : [0, 7] — R™ mensuraveis e essencialmente limitados em [0, 7]. Isto &,
uwe L*([0,7];R™) := {w: [0,7] — R™ | w & mensuravel e essencialmente limitada}.
E conhecido que L>([0, 7]; R™) é um espago de Banach com a norma do supremo essencial:

[lwlloo == ess sup {|w(?)] ; ¢ € [0,7]}. (6)

Para estabelecer a definicdo de controlabilidade consideramos a notagdo: f(z) + Bu =
F(xz,u). F(-,-) € um campo vetorial definido em um subconjunto de R™ x R™ e, a partir de agora,

consideraremos o Sistema de Controle associado:
¥ = F(x,u). (7)

A controlabilidade de (7) sera estudada por meio de uma Funcao de Transicao F, com dominio

D C R™ x L®([0, 7]; R™),

F:D = R"xR" : (a,u) — (a,z(7)). (8)

A fungao F retorna o estado final z(7), dado um estado inicial a = x(0) e um controle u €
L*>([0,7]; R™), em que z(-) € um caminho diferenciavel que satisfaz a equagao (7). No caso em que

F(-,-) forum campo linear de vetores, usamos a definicao que segue:

Definicao 2.3 (Sistema Linear Controlavel). Sejam A € R"*"™ e B € R"*™ matrizes de constantes
e Az + Bu um campo linear definido em R™ x R™. O Sistema ' = Ax + Bu é dito Sistema Linear

Controlavel, se F : R" x L>([0,7];R™) — R™ x R" for sobrejetiva.
Existe um resultado que carateriza a controlabilidade no contexto linear, conhecida como o
Teorema de Kalman (Baumaister; Leitdo, 2014). Tal teorema afirma que o Teste de Kalman,
rank [B AB A’°B --- A" 'B] = n, (9)

€ uma condicdo necessaria e suficiente para o sistema 2’ = Ax + Bu ser controlavel. Observe
que tal condicao independe do tempo de controle. Entao, se o sistema linear for controlavel, ele é
controlavel em qualquer tempo 7.
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No caso em que F(-,-) € nao linear, teremos uma adequacao da Definigao 2.3, para controla-
bilidade local, que esta baseada em uma andlise do problema linearizado em torno de (z., u.) (ponto
de equilibrio) que sera estudado na Secao 3. Agora, apresentamos alguns conceitos e resultados

prévios para a boa definicao da Funcao de Transigcao F, quando o campo vetorial F' € nao linear.

Seja O um subconjunto aberto do espaco euclidiano R?. Um campo de vetores de classe
Ck, k € N, é uma aplicagdo G : © — RP k—vezes diferenciavel com a k—ésima derivada continua.

G € C°(O;RP) denotard um campo continuo em O.
Teorema 2.4. 3 Sejam v € R*, V um subconjunto aberto de R" e ' = F(x,u) um Sistema de
Controle satisfazendo as hipoteses (H1)-(H2):

H1) F(-,u) é de classe C' emV, para cada u € R™;

H2) F(-,-) e 2£(.,.) sdo de classe C° emV x R™.

Entao, para toda fungdow € L>([0,7]|;R™) e todo z € V, existe um subintervalo ndo vazio J C [0, 1],

0€J, eexiste¢ : [0,7] — R™ uma solugdo de
€ty = FEW),wt), te, (10)
£(0) = . (11)
Além disso, a solugdo é maximal e unica, isto é, se
e:J =V
€ outra solugao de (10)-(11), definida em um subintervalo J' C [0, 7], entdo necessariamente
JcJet=cemJ'.

Definicao 2.5 (Trajetérias de um Sistema de Controle). O par (£(t),w(t)), t € J é chamada de

Trajetoria do Sistema de Controle ' = F(x,u) em J se ela satisfaz (10).
Definicdo 2.6 (Controle Admissivel). Sejam r € R™, w, xy e J nas condigdes do Teorema 2.4. Se

J =0, 7], entdo w é chamado de controle admissivel para x,.

Observe que o campo F(x,u) = f(x) + Bu satisfaz as hipéteses (H1)-(H2) quando f(-) € de

classe C' em V e B € R™™ é uma matriz de constantes. Além disso, as derivadas parciais sdo

8 Para a demonstragdo, ver o Lema 2.6.2 da pagina 44 em Sontag (1998).
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dadas por:
B.

oF 4 _[on]  oF _
ox dxr oz i ou

Logo, € facil verificar que a diferencial dF'[-, -] é definida como:
dF[,]] : VxR™ — L(R" x R™;R")

(x,u) + dF[z,u]

em que

dF[z,u] - (A, p) = [;lf(x)] A+ Bu, V(A\p) e R"xR™.

i

Definicao 2.7 (Solugao de Equilibrio). Sejam vV um subconjunto aberto doR", f : V — R" e B €

R™ ™ uma matriz constante. Um Ponto de Equilibrio ou Solugcao de Equilibrio do sistema
¥ = f(x)+ Bu (12)
é um par (xz.,u.) € V x R™ tal que
f(xze) + Bu, = 0.
Observe que, se (z.,u.) € um ponto de equilibrio, entao
(@(t), u(t) = (ze,ue), t € J
€ uma solugao estacionaria do sistema (12).

Definicao 2.8 (Funcao de Transicdo de Estados). Sejam V um subconjunto aberto do R", f €
CH(V;R"), B € R™™ uma matriz constante e - € R*. Definimos a Fungdo de Transigdo de estados

F :D — VYV x R" do sistema (12) como:
D = {(z,u) | x €V, u:[0,7] = R™ é um controle admissivel para x} (13)

Flz,u) = (x,&(1)), VY (z,u) € D CR" x L>=([0, 7];R™), (14)

em que &(-) é a Unica solugdo de &' = f(§) + Bu, £(0) =z, em J = [0, 7].

O Teorema 2.9 que segue é uma aplicacao direta do Teorema para Funcoes de Transicao
mais gerais e pode ser encontrada em Sontag (1998). Tais resultados mostram que F € C! e for-
necem uma expressao matematica para o calculo de d.F|[z., u.], para qualquer solugao estacionaria
(ze,u.) do sistema de controle.
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Teorema 2.9 ((Sontag, 1998, p. 57) — Teorema 1). Considere F, a Fungao de Transicao de Estados
dada pela definicdo (2.8), bem como um ponto de equilibrio (z.,u.) € V x R™ do sistema ' =
f(z) + Bu, e se \yp € R" e p € L*™([0,7];R™), considere também a solugdo \ : [0,7] — R" da

equacao diferencial:

dx
com condig&o inicial A\(0) = \g. Entdo, o conjunto D é um subconjunto aberto de V x L*([o, 7]; R™)

N = [df(xe)] A + By (15)

e F é de classe C'(D;R" x R"). Além disso, a derivada dF[-,-], restrita a pontos de equilibrio, pode

ser calculada pela seguinte formula:
d./_"[fCe, ue] ()\OMU) = ()\07 )‘(7-))7

em que \ é dado por (15). Ou seja, dF|x.,u.] € igual a Fungdo de Transicdo correspondente a

linearizagdo do sistema em torno de (x., u.).

3 Controlabilidade Local

Desenvolveremos resultados de controlabilidade local considerando o sistema (12), um ponto
de equilibrio (z.,u.) € as notagdes ja estabelecidas. Evidenciaremos a definicdo que usamos para
controlabilidade local para um tempo pequeno 7 > 0 (deveriamos, de fato, denotar como controlabi-

lidade local de pequeno porte com controles proximos a u.).

Definicao 3.1 (Controlabilidade Local). Dizemos que o sistema (12) é Localmente Controlavel em
torno a (z.,u.) (ponto de equilibrio) se para todo T > 0, existe 6 > 0 com a seguinte propriedade:

Va,be{xeR"; ||z — x| <}, existe ue L>®([0,7];R) talque |lu(t) —ue|| <7 ,Vt €0,7] €

' = f(z) + Bu(t), z(0) =a = z(r)=0b.

Figura 8 — llustragdo da Controlabilidade Local

u+0

Fonte: Elaboragao dos autores (2023).
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E importante destacar que a propriedade de controlabilidade apresentada na Definigao 2.3,
trata-se de uma propriedade global, no sentido de que conseguimos alcangar estados que nao de-
pendem de um determinado conjunto. De acordo com Coron (2007), a caraterizagdo da controla-
bilidade local € um problema aberto para sistemas de controle gerais. No entanto, ha ferramentas
poderosas que garantem condigdes suficientes, como sera visto no Teorema 3.3, conhecido como o
Teste linear para Controlabilidade. Para tal fim, apresentaremos um resultado classico da Analise

matematica.

Teorema 3.2 (Teorema da Aplicacao Inversa). Suponha que O é um subconjunto aberto de R? e
F € C1(O;RP). Se a derivada ema € O, dF|a), € invertivel e b = F(a), entdo:
(i) existem conjuntos abertos Y e W em RP tais que a € U, b € W, F é injetiva em U, e
fu)y=w;

(i) se F~' é o inverso de G (que existe, por i), definida em W por:

entdo, F~1 € C*(W;U).

O Teorema da Aplicacdo Inversa determina condi¢cdes sob as quais existe uma inversa lo-
cal (em torno de um ponto), ou seja, permite determinar a invertibilidade de uma funcdo em uma
vizinhanga do ponto no qual a funcéo € diferenciavel. Para a demonstragao do teorema e mais re-
sultados correlatos, recomenda-se a leitura da secdo denominada The Inverse Function Theorem
em Rudin (1976). O Teorema 3.3 # mostra que, se um sistema de controle linearizado em (z., u.) é
controlavel, entdo o sistema de controle ndo linear € localmente controlavel neste equilibrio (Coron,
2007; Henarejos, 2023).

Teorema 3.3 (Teorema de Controlabilidade Local em um ponto de equilibrio). Considere o sistema
n&o linear (12), (xz.,u.) um ponto de equilibrio, A = {%(we)} e R, BeR”"™ em<n. Seo
Teste Linear de Kalman (9) é verdadeiro, entao o sistema (12) é localmente controlavel em torno a

(e, te).

Demonstraggo. Para facilitar a escrita fixaremos o ponto de equilibrio (x., u.) € denotaremos dF|z., u.]

por F'. Pelo Teorema 2.9, temos que F : D — R"™ x R" é de classe C'. Além disso, 7’ é a Funcéo

“Tal teorema trata-se de uma adaptagéao dos Teoremas 3.6 e 3.8 de Coron (2007).
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de Transicao do Sistema Linear:

N = A\ + Bp.

Logo, a hipotese de Kalman (que carateriza a controlabilidade) implica que
F R x L>®([0,7];R™) — R" x R"

(Ao, i) = (Ao, A(T))
€ uma aplicacao linear sobrejetiva.
Uma vez que R™ x R™ possui dimensao 2n (finita), garante-se a existéncia de um subespaco

linear E de dimensao 2n tal que:

F(E)=R" x R™. (16)

A construgao de tal subespaco linear E sera feita de modo a manter a sobrejetividade e

garantindo a injetividade.

Seja {9@-}?21 uma base de R?". Sendo F’ sobrejetora, a imagem inversa de cada vetor z;
pode conter mais de um elemento. Fazendo uso do axioma de escolha, para cada z;, obtemos um

elemento g¢; de tal forma que o conjunto

G ={g; | F(g;) = z;}

é linearmente independente. De fato, observe que, supondo ¢; # 0 para algum j e chgj =0,

entao:

F (Z Cij) =0= Y (;F(g;) = 0 (dada linearidade de F').

Mas, F'(g;) = zj, Vj € {1,2,...,2n}. Desse modo,

Z ijj =0.

O que implica que os vetores x; sdo linearmente dependentes, no entanto, =; define uma base, de
acordo com a nossa construgao, entdo nao podem ser linermente dependentes, o que caracteriza

uma contradicao.

Logo, o conjunto G é linearmente independente, como gostariamos. Definamos E = Span[G],
isto é, o conjunto de todas as combinagdes lineares que se obtém a partir dos vetores g;. De forma
analoga, é possivel verificar que F'|g € injetiva. Isto é, E e R™ x R™ sdo espagos vetoriais isomorfos.
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Agora, aplicamos o Teorema da Aplicacao Inversa na restricdo de F para E, isto é F|g.
Obtemos a existéncia de § > 0 e da aplicagdo (Flg)~' € CY(Bs (z.) x Bs (z.);E), com Bs(z) =

{z e R™";|z — x| < ¢} tal que
(FIg) ! (Ter 2e) = (e, ue) € E C R x L= ([0, 7]; R™), (17)

Fo (Flg) " (a,b) = (a,b), V (a,b) € Bs(ze) X Bs (z). (18)

Agora denotamos a inversa como:
(Fle) ™" (a,b) = (91(a,b), g2(a, b)) € R" x L= ([0,7]; R™),
(a,b) € Bs (z¢) x Bs (we) -
A partir de 18, obtém-se g;(a,b) = a e que, se z : [0, 7] — R™ é a solugao de
o' = f(z)+ Bga(a,b)(t), =(0)=a,

entdo z (r) = b. Por fim, uma vez que (F|g) ' é de classe C*, g, € C! em Bs (z.) x Bs (x.), entdo
existe C' > 0 tal que, V (a,b) € Bs (x.) X Bs (z¢),
HQQ(CL, b) - UEHOO - Hg2(aa b) - gQ(xevxe)Hoo
< Cll(a,b) = (ze, ze) ||

S C(lla= el + b — zel]) = 2C6

N

T.

Isso garante a controlabilidade local. Isto é, para todo = > 0, existe um § > 0 tal que o
sistema é localmente controlavel em torno de (z.,u.), com controle v : [0,7] — R™ de pequeno

porte (||u — uelloo < 7). O

4 Discussoes e Resolucao do Problema Proposto

A partir dos modelos de tipo Lotka-Volterra vistos em secdes anteriores, sera apresentada
uma problematica visando controlar tais sistemas, especificamente (1) e (2). Consideraremos uma
situacao hipotética, na qual existem duas espécies coexistindo, com suas populacoes se desenvol-
vendo com base nos modelos supracitados e sera necessario controlar uma das populagdes. Por
exemplo, é razoavel imaginar que em um dado momento da dinamica populacional as presas cres-
cerdao muito e sabe-se que tal numero pode ser prejudicial, aos seres humanos, por exemplo. Logo,
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supondo que essa dinamica populacional (presa-predador) ocorre em um ambiente proximo a uma
cidade, o objetivo sera controlar as presas, visando que elas nao cresgam demasiadamente e se

tornem pragas para a espécie humana.
4.1 Controlabilidade do Sistema (1)

Matematicamente, a intengao sera atingir um valor especifico b1, que é a populagao de presas

em um instante ¢t = 7 (z1(7) = b1), por meio da inser¢ao da perturbag¢ao u na equagao da presa:

/
Ty = ar;p —CIr2x1 — U (19)
xh, = —bry+dxixo
Chamamos u de um termo de colheita ou coleta, no sentido de que em modelos de dinamica de
populacdes. Esse termo sera adicionado a equacao visando a modelagem da retirada de animais
de uma populagao. Esse termo € abstrato, afinal pode representar atividades de caga, pesca, coleta

de recursos naturais, controle de pragas, entre outros, a depender do contexto de espécies.

Para a solugao de equilibrio serao considerados z. = (z1+, x2+) € u. constantes, isso significa
que esta sendo inserida uma populacao de alguma espécie u. na dinamica (controle bioldgico).
Ademais, serao considerados a, b, c € d positivos, z1+, zo« € u. NA0 Negativos, garantindo as hipbteses

biol6gicas. Para calcular pontos de equilibrio resolvemos:

0 = ax]—crizes —u u = wmi(a—cxy) = fi(xy,x2)
0 = —bxy+drixs 0 = wg(—b+d:v1) = fg(l’l,l’g).

Logo, os pontos de equilibrio, E = ((z1+,x2+), h), do sistema sdo:

El(h):<<z,0),h> e Eg(h)z(@,z—zzl),h).

Considerando as hipéteses bioldgicas, 1+, ro- € 0 parametro u. = h serao tomados nao

£ (2)-5(2)

Dando sequéncia ao processo de linearizacao, usando derivadas parciais, podemos calcular

negativos. Além disso, observe que:

a diferencial em x = (z1, z2) do campo f := (f1, f2),

a — CIT2 —CI1

ofi
A(z1,22) = [af(xhxz)} = :
Lj ij dxs —b+ dxq
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e como o controle u. = h € inserido apenas na primeira equacao e mais nenhum controle distinto &

também incluido no sistema, as matrizes que definem o sistema linearizado em torno a E;~ sdo:

C
a ——h -1
At = a, |;0<h e B =
0 —b+-h 0
a

Analogamente, as matrizes que definem o sistema linearizado em torno a E» sao:

hd bc
v d ab -1
d ( - ) 0 0
c b
Usando o Teste de Kalman para Controle, temos:
-1 —a
rank (By A1By) = rank( ) =1, (21)
0 0
. _hd
rank (Bz A2B2) = rank( d( b hd) ) = 2. (22)
0 — | a— ?
C

4.2 Controlabilidade do Sistema (2)

Analogamente ao processo desenvolvido para o0 modelo anterior, consideraremos a inser¢ao

da perturbacao u na equacgao da presa, no modelo 2.

= az (l—ﬂ)—cxx—u
1 1 A 21 (23)
.17/2 = —bxo + dzxix2.

Para a solugao de equilibrio, serdao considerados x. = (z1+, 2+ ) € u constantes, o que significa que
esta sendo inserida uma populacdo de alguma espécie u. na dinamica (controle bioldgico). Ade-
mais, serao considerados a, b, ¢, d e k positivos, 1+, zo+ € u. NA0 negativos, garantindo as hipoteses

bioldgicas. Para o ponto de equilibrio resolvemos

X1 I CI9
0 = ax (1 k:> Crox1 — U u = ar ( B . ) = fi (24)
0 = —bxy+dxixo 0 = zo(—b+dx) = fy

As solugdes do sistema (24) definem os pontos de equilibrio £ = ((z1+, 22+), h) € R? x R; tais

pontos podem ser classificados nos seguintes tipos:
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k EN?  hk k
k EN?  hk ak

b a hd ab ab b
_( (2, e e 9 VR Dli- 2.
e b <<d’ ¢ e cdk> ’h>  Vhe [O’d( dkﬂ

Note que os intervalos definidos para h buscam garantir as hipéteses biologicas, afinal, para
valores fora desse intervalo, podemos obter resultados negativos ou valores complexos, 0 que nao
faz sentido no contexto populacional. A obtengdo dos pontos Ei reduz-se a resolugéo de uma

equacao quadratica: ax1? — ax1k + hk = 0. Além disso, observe que se b = dk ent&o:

E;(0) = ((k,0),0) = E5(0),

, , . _ k k k k
e é possivel verificar que E; <a4> — ((2,o> 7“4) =B (‘Z) _

Dando sequéncia ao processo de linearizacao, usando derivadas parciais, podemos calcular

a diferencial em = = (z1+, 29+ ) do campo f := (f1, f2),

221
all— — CTox —CI 1~

A(z1+, 22+) = [gf (952*,901*)}

J

k
ij dxox —b + dx1+

e como o controle u. = h é inserido apenas na primeira equagao e mais nenhum controle distinto é

também incluido no sistema, as matrizes que definem o sistema linearizado em torno de E; s&o:

227
all-— 1*> —cxt k -1
A = ( k U olioshsT e B ,
0 ~b+ dat: 0
Lk k\?  hk . : : o
em que zj. = 5 + 5] T4 Analogamente, as matrizes que definem o sistema linearizado em
torno de E5 sao:
hd ab be
bodk o d ab () _ b -
Ay = g G_@_ib 0 ,0§h§d<1—dk> e By = 0
c b dk
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Usando o Teste de Kalman para Controle, temos:

(-5)
1 —af1-
rank (B; ATB;) = rank( k > = 1, (25)
0 0
hd
-1 7 _ ab b
rank(Bg Ang):rank 0 _d(a_hd_ab> :2,0§h<g 1—% . (26)
b dk

5 Conclusoes

A partir do estudo do modelo de Lotka-Volterra e visando controlar a populagao de presas
nos modelos (1) e (2), foi inserida uma perturbacao u na equacao da presa dos modelos. Uma vez
que as ferramentas da Teoria de Controle Linear nao podem ser utilizadas nesse problema, visto que
sao sistemas de equagdes nao lineares, entao foi necessario partir para a utilizagao das ferramentas
de controle especificas para casos nao lineares. Nesse contexto, inicialmente foram determinados
0s pontos de equilibrio dos sistemas, para entdo desenvolver o processo de linearizacdo dos sis-
temas em torno destes pontos. A préxima etapa caracterizou-se por aplicar a Teoria de Controle
Linear, em especifico o Teste de Kalman, nos sistemas linearizados. Por fim, aplicando o Teorema
3.3, da Secao 3, cujo resultado garante que se um sistema linearizado em torno de um ponto de
equilibrio (z., u.) € controlavel, isto €, se o Teste Linear de Kalman é verdadeiro, entdo o sistema ori-
ginal, nao linear, sera localmente controlavel em torno de (z.,u.). Chegamos, entao, nas seguintes

conclusoes:

1. O Sistema de Lotka-Volterra (1) é localmente controlavel em torno de cada ponto (z.,h) €

51CR2><R,
b a hd ab
= Z - _ = < =\
& {((d bc),h>'0h<d} 27)

2. O Sistema de Lotka-Volterra (2) € localmente controlavel em torno de cada ponto (z.,h) €

E CRZ xR,

b a hd ab ab b
- R <h<—(1-—21)%.
& {((d’c be cdkz)’h>‘0_h<d<1 dk)} (28)

3. Ao introduzir o controle u. = h, mesmo que somente na equagao das presas, € evidente que

o efeito € transferido para a coordenada de equilibrio correspondente ao predador, isto &,

h — (%1*,562* (h)) .
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