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Resumo: A presente pesquisa apresenta uma ampliação da sequência de Leonardo, uma recorrência as-

sociada a um polinômio caracterı́stico de grau 3, abrangendo agora as sequências de recorrências associa-

das a um polinômio caracterı́stico de grau 4 (Tetra-Leonardo), recorrência associada a um polinômio carac-

terı́stico de grau 5 (Penta-Leonardo) e recorrência associada a um polinômio caracterı́stico de grau 6 (Hexa-

Leonardo). Além disso, investiga-se minuciosamente as representações matriciais e as funções geradoras

desses números, o que representa uma significativa contribuição matemática para o campo das sequências

de Leonardo. No contexto de trabalhos futuros, almeja-se a aplicação dessas sequências no âmbito do ensino,

possibilitando discussões mais aprofundadas em cursos de formação inicial de professores de Matemática.

Isso tem o potencial de enriquecer o conteúdo pedagógico e promover uma compreensão mais sólida de

sequências matemáticas entre os futuros educadores.
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Abstract: This research presents an expansion of the Leonardo sequence, a recurrence associated with a

characteristic polynomial of degree 3, now encompassing sequences of recurrences associated with a cha-

racteristic polynomial of degree 4 (Tetra-Leonardo), recurrence associated with a characteristic polynomial

of degree 5 (Penta-Leonardo) and recurrence associated with a characteristic polynomial of degree 6 (Hexa-

Leonardo). Furthermore, the matrix representations and generating functions of these numbers are thoroughly

investigated, which represents a significant mathematical contribution to the field of Leonardo sequences. In

the context of future work, the aim is to apply these sequences in the context of teaching, enabling more

in-depth discussions in initial training courses for Mathematics teachers. This has the potential to enrich peda-

gogical content and promote a more solid understanding of mathematical sequences among future educators.

Keywords: extension; matrix form; generating function; Leonardo sequence.

Resumen: La presente investigación presenta como objetivo ampliar la secuencia de Leonardo, abarcando

ahora las secuencias Tetra-Leonardo, Penta-Leonardo y Hexa-Leonardo. Este estudio aborda de manera inte-

gral varios teoremas y propiedades asociados con estas nuevas secuencias, proporcionando una comprensión

más profunda y completa. Además, se investigan a fondo las representaciones matriciales y las funciones ge-

neradoras de estos números, lo que representa una importante contribución matemática al campo de las

secuencias de Leonardo. En el contexto de futuros trabajos, se busca aplicar estas secuencias en el ámbito

de la enseñanza, posibilitando discusiones más profundas en los cursos de formación inicial de profesores

de Matemáticas. Esto tiene el potencial de enriquecer el contenido pedagógico y promover una comprensión

más sólida de las secuencias matemáticas entre los futuros educadores.

Palabras clave: extensión; forma matricial; función generadora; secuencia de Leonardo.
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1 Introdução

A sequência de Leonardo é uma sequência numérica e recorrente, possuindo a relação

de recorrência: Ln = Ln−1 + Ln−2 + 1, n ≥ 2, com os valores iniciais L0 = L1 = 1, e sendo

1, 1, 3, 5, 9, 15, 25, 41, 67, . . . os primeiros termos desta sequência, detalhes adicionais podem ser con-

sultados em Alp e Koçer (2021a; 2021b), Shannon (2019), Vieira, Alves e Catarino (2029), Vieira et

al. (2020; 2021).
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Conforme, Catarino e Borges (2020), substituindo n por n + 1 podemos reescrever essa

relação de recorrência na forma Ln+1 = Ln+Ln−1+1. E ainda, subtraindo Ln−Ln+1 obtemos uma

outra relação de recorrência equivalente para esta sequência. Observe:

Ln − Ln+1 = Ln−1 + Ln−2 + 1− Ln − Ln−1 − 1

Ln+1 = 2Ln − Ln−2

sendo L0 = L1 = 1, L2 = 3 suas condições iniciais.

Feinberg (1963) por sua vez, realizou um estudo sobre a extensão dos números de Fibonacci,

com a sequência de Tribonacci, dada por uma sequência linear de ordem 3. Desse modo, tem-se

nesta pesquisa uma extensão da sequência de Leonardo, ampliando a ordem desses números e

algumas propriedades aritméticas.

Em vista disso, o presente trabalho realiza uma extensão dos números de Leonardo, introdu-

zindo as sequências de Tetra-Leonardo, Penta-Leonardo e Hexa-Leonardo, tendo essas nomencla-

turas devido à ordem das respectivas extensões das sequências discutidas na seção seguinte. Por

fim, apresenta a conclusão do trabalho, apresentando a contribuição para pesquisas futuras.

2 As sequência de Tetra-Leonardo, Penta-Leonardo e Hexa-Leonardo

Esta seção realiza o estudo das extensões da sequência de Leonardo, denominadas: Tetra-

Leonardo, Penta-Leonardo e Hexa-Leonardo. Com isso, serão discutidas propriedades, abordando

a forma matricial e função geradora das referidas extensões (Vieira et al., 2020).

Desse modo é interessante abordar o que seria uma sequência e o seu respectivo polinômio

caracterı́stico. Assim, seja uma sequência (ak)k≥1
, para n ≥ 1, com recorrência: an+k+uk−1an+k−1+

. . .+u0a0 = 0. Logo, o polinômio caracterı́stico associado a recorrência dessa sequência é dado por

f ∈ C[X]: f(X) = Xk + uk−1X
k−1 + . . .+ u1X + u0 (Caminha, 2003).

Definição 2.1. Para n ≥ 0, a recorrência da sequência de Tetra-Leonardo (Tn) é dada por:

Tn = Tn−1 + Tn−2 + Tn−3 + 2,

com os valores iniciais T0 = T1 = 1, T2 = 3.

A sequência de Tetra-Leonardo (Tn) possui seus primeiros termos: 1, 1, 3, 7, 13, 25, 47, 87, . . ..

Essa sequência é uma extensão da sequência de Leonardo. Pelo fato de sua recorrência necessitar

VIEIRA, Renata Passos Machado; ALVES, Francisco Regis Vieira; CATARINO, Paula Maria Machado Cruz.

Extensão da sequência de Leonardo: Tetra-Leonardo, Penta-Leonardo e Hexa-Leonardo. REMAT: Revista
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de três termos anteriores para o cálculo do termo seguinte, e com o seu polinômio caracterı́stico de

grau 4, essa sequência possui a nomenclatura de Tetra-Leonardo.

Realizando a diferença entre os termos de Tn e Tn+1, obtemos a seguinte expressão: Tn =

2Tn−1 − Tn−4, n ≥ 4 e com T0 = T1 = 1, T2 = 3 e T3 = 7. O polinômio caracterı́stico da sequência de

Tetra-Leonardo, é dada por x4 − 2x− 1 = 0.

Propriedade 2.2. Para n ≥ 2 e n ∈ N, a forma matricial da sequência de Tetra-Leonardo é dada por:

[

7 3 1 1
]

















2 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

−1 0 0 0

















n

=
[

Tn+3 Tn+2 Tn+1 Tn

]

.

Demonstração. Pelo princı́pio da indução finita, tem-se que para n = 2:

[

7 3 1 1
]

















2 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

−1 0 0 0

















2

=
[

25 13 7 3
]

=
[

T5 T4 T3 T2

]

.

Assim, assumindo que vale para qualquer natural k ≥ 2, ou seja, n = k, k ∈ N:

[

7 3 1 1
]

















2 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

−1 0 0 0

















k

=
[

Tk+3 Tk+2 Tk+1 Tk

]

.
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Por fim, verifica-se a validade para n = k + 1:

[

7 3 1 1
]

















2 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

−1 0 0 0

















k+1

=
[

7 3 1 1
]

















2 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

−1 0 0 0

















k 















2 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

−1 0 0 0

















=
[

Tk+3 Tk+2 Tk+1 Tk

]

















2 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

−1 0 0 0

















=
[

2Tk+3 − Tk Tk+3 Tk+2 Tk+1

]

=
[

Tk+4 Tk+3 Tk+2 Tk+1

]

.

Teorema 2.3. A função geradora da sequência de Tetra-Leonardo, é dada por:

g(Tn, x) =
1− x+ x2 + x3

(1− 2x− x4)
.

Demonstração. Considere a função:

g(Tn, x) = T0 + T1x+ T2x
2 + . . .+ Tnx

n + . . .

Pode-se realizar a multiplicação dessa função por 2x e x4, resultando:

2xg(Tn, x) = 2T0x+ 2T1x
2 + 2T2x

3 + . . .+ 2Tn−1x
n + . . .

x4g(Tn, x) = T0x
4 + T1x

5 + T2x
6 + . . .+ Tn−4x

n + . . .

Realizando g(Tn, x)− 2xg(Tn, x)− x4g(Tn, x), tem-se que:

(1− 2x− x4)g(Tn, x) = T0 + (T1 − 2T0)x+ (T2 − 2T1)x
2 + (T3 − 2T2)x

3

(1− 2x− x4)g(Tn, x) = 1− x+ x2 + x3

g(Tn, x) =
1− x+ x2 + x3

(1− 2x− x4)
.
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Definição 2.4. Para n ≥ 0, a recorrência da sequência de Penta-Leonardo (Pn) é dada por:

Pn = Pn−1 + Pn−2 + Pn−3 + Pn−4 + 3,

com os valores iniciais P0 = P1 = 1, P2 = 3, P3 = 7.

Desse modo, tem-se os seus primeiros termos dessa sequência, dados por: 1, 1, 3, 7, 15, 29, 57, 111, . . .

Realizando a operação de Pn + Pn+1, obtemos a seguinte relação: Pn = 2Pn−1 − Pn−5. O seu po-

linômio caracterı́stico é dado por x5 − 2x− 1 = 0.

Propriedade 2.5. Para n ≥ 2 e n ∈ N, a forma matricial da sequência de Penta-Leonardo é dada por:

[

15 7 3 1 1
]























2 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

−1 0 0 0 0























n

=
[

Pn+4 Pn+3 Pn+2 Pn+1 Pn

]

.

Demonstração. A demonstração segue análoga a Propriedade 2.2.

Uma Função Geradora é uma representação em forma de série de potências, em que os

coeficientes correspondem ao número de soluções de um problema combinatório especı́fico. Cada

coeficiente é associado aos expoentes presentes em cada termo da série (Gomes, 2021).

Definição 2.6. Dada uma sequência numérica (an)n≥0
, definimos a função geradora (ordinária)

dessa sequência como sendo a série de potências formal

f(x) =
∞
∑

n=0

anx
n = a0 + a1x+ a2x

2 + . . .

Teorema 2.7. A função geradora da sequência de Penta-Leonardo, é dada por:

g(Pn, x) =
1− x+ x2 + x3 + x4

(1− 2x− x5)
.

Demonstração. Considere a função:

g(Pn, x) = P0 + P1x+ P2x
2 + . . .+ Pnx

n + . . .
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Pode-se realizar a multiplicação dessa função por 2x e x5, resultando:

2xg(Pn, x) = 2P0x+ 2P1x
2 + 2P2x

3 + . . .+ 2Pn−1x
n + . . .

x5g(Pn, x) = P0x
5 + P1x

6 + P2x
7 + . . .+ Pn−5x

n + . . .

Realizando g(Pn, x)− 2xg(Pn, x)− x5g(Pn, x), tem-se que:

(1− 2x− x5)g(Pn, x) = P0 + (P1 − 2P0)x+ (P2 − 2P1)x
2 + (P3 − 2P2)x

3 + (P4 − 2P3)x
4

(1− 2x− x5)g(Pn, x) = 1− x+ x2 + x3 + x4

g(Pn, x) =
1− x+ x2 + x3 + x4

(1− 2x− x5)
.

Definição 2.8. Para n ≥ 0, a recorrência da sequência de Hexa-Leonardo (Hn) é dada por:

Hn = Hn−1 +Hn−2 +Hn−3 +Hn−4 +Hn−5 + 4,

com os valores iniciais H0 = H1 = 1, H2 = 3, H3 = 7, H4 = 15.

Desse modo, tem-se os seus primeiros termos dados por: 1, 1, 3, 7, 15, 31, 61, 121, . . . Reali-

zando a operação de Hn + Hn+1, obtemos a seguinte relação: Hn = 2Hn−1 − Hn−6. O polinômio

caracterı́stico dessa sequência é dado por x6 − 2x− 1 = 0.

Propriedade 2.9. Para n ≥ 2 e n ∈ N, a forma matricial da sequência de Hexa-Leonardo é dada por:

[

31 15 7 3 1 1
]





























2 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

−1 0 0 0 0 0





























n

=
[

Hn+5 Hn+4 Hn+3 Hn+2 Hn+1 Hn

]

.

Demonstração. A demonstração segue análoga a Propriedade 2.2.

Teorema 2.10. A função geradora da sequência de Hexa-Leonardo, é dada por:

g(Hn, x) =
1− x+ x2 + x3 + x4 + x5

(1− 2x− x6)
.
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Demonstração. Considere a função:

g(Hn, x) = H0 +H1x+H2x
2 + . . .+Hnx

n + . . .

Pode-se realizar a multiplicação dessa função por 2x e x6, resultando:

2xg(Hn, x) = 2H0x+ 2H1x
2 + 2H2x

3 + . . .+ 2Hn−1x
n + . . .

x6g(Hn, x) = H0x
6 +H1x

7 +H2x
8 + . . .+Hn−6x

n + . . .

Realizando g(Hn, x)− 2xg(Hn, x)− x6g(Hn, x), tem-se que:

(1− 2x− x
6)g(Hn, x) = H0 + (H1 − 2H0)x+ (H2 − 2H1)x

2 + (H3 − 2H2)x
3 + (H4 − 2H3)x

4 + (H5 − 2H4)x
5

(1− 2x− x
6)g(Hn, x) = 1− x+ x

2 + x
3 + x

4 + x
5

g(Hn, x) =
1− x+ x2 + x3 + x4 + x5

(1− 2x− x6)
.

3 Conclusões

Este trabalho apresenta uma discussão sobre o processo de extensão da sequência de Le-

onardo. Desse modo, são introduzidas as sequências de Tetra-Leonardo, Penta-Leonardo e Hexa-

Leonardo, permitindo um estudo matemático em torno da extensão da sequência de Leonardo, bem

como uma discussão de suas respectivas propriedades e teoremas.

Não obstante, foram apresentadas as funções geradoras e formas matriciais das sequências

em estudo, potencializando propriedades e teoremas atrelados a esses números. Por fim, este artigo

possibilita contribuir no âmbito matemático e oportunizar aos professores de Matemática conheci-

mento sobre a sequência de Leonardo e seu processo evolutivo.

Para trabalhos futuros, pode-se aplicar o presente estudo na área de ensino, permitindo

uma contribuição para cursos de formação inicial de professores, o conhecimento da extensão dos

números de Leonardo.
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