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Resumo: A presente pesquisa apresenta uma ampliagdo da sequéncia de Leonardo, uma recorréncia as-
sociada a um polinbmio caracteristico de grau 3, abrangendo agora as sequéncias de recorréncias associa-
das a um polindmio caracteristico de grau 4 (Tetra-Leonardo), recorréncia associada a um polinémio carac-
teristico de grau 5 (Penta-Leonardo) e recorréncia associada a um polindmio caracteristico de grau 6 (Hexa-
Leonardo). Além disso, investiga-se minuciosamente as representagdes matriciais e as fungdes geradoras
desses numeros, 0 que representa uma significativa contribuicdo matematica para o campo das sequéncias
de Leonardo. No contexto de trabalhos futuros, almeja-se a aplicacdo dessas sequéncias no ambito do ensino,
possibilitando discussoes mais aprofundadas em cursos de formagao inicial de professores de Matematica.
Isso tem o potencial de enriquecer o conteldo pedagdgico e promover uma compreensao mais solida de

sequéncias matematicas entre os futuros educadores.

Curriculo sucinto: Graduada em Engenharia de Telecomunicagoes pelo IFCE, graduada no Programa Especial de Formagao
Pedagdgica de Docentes, Matematica pela Faculdade Integrada da Grande Fortaleza, mestra em Ensino de Ciéncias e Matematica pelo
IFCE, doutoranda em Ensino da RENOEN, Polo UFC. Professora da Secretaria de Educagéao do Estado do Ceara. Bolsista da Funcap.
Contribuicao de autoria: Curadoria de Dados, Escrita — Primeira Redagao, Escrita — Revisao e Edigao, Investigacdo, Metodologia,
Supervisao, Validagao e Visualizagao. Contato: re.passosm@gmail.com.

2Curriculo sucinto: Licenciado em Matematica, bacharel em Matematica, mestre em Educagao, mestre em Matematica e doutor
em Educagao pela Universidade Federal do Ceara. Professor titular no IFCE. Professor e coordenador no Programa de Pés-graduagao
em Ensino da RENOEN, Polo IFCE. Contribuicao de autoria: Administragdo do Projeto, Andlise Formal, Conceituagao, Curadoria de
Dados. Contato: fregis@gmx.fr.

SCurriculo sucinto: PhD em Matematica pela University of Essex, Department of Mathematical Sciences. Professora Associada da
Universidade de Tras-os-Montes e Alto Douro (UTAD). Contribuicao de autoria: Administragdo do Projeto, Andlise Formal. Contato:

pcatarino23@gmail.com.

VIEIRA, Renata Passos Machado; ALVES, Francisco Regis Vieira; CATARINO, Paula Maria Machado Cruz.
@ Extensao da sequéncia de Leonardo: Tetra-Leonardo, Penta-Leonardo e Hexa-Leonardo. REMAT: Revista
Eletronica da Matematica, Bento Gongalves, RS, v. 10, n. 2, p. €3003, 12 de agosto de 2024.

https://doi.org/10.35819/remat2024v10i21d6922.




REMAT: Revista Eletronica da Matematica 2

Palavras-chave: extensdo; forma matricial; funcdo geradora; sequéncia de Leonardo.

Abstract: This research presents an expansion of the Leonardo sequence, a recurrence associated with a
characteristic polynomial of degree 3, now encompassing sequences of recurrences associated with a cha-
racteristic polynomial of degree 4 (Tetra-Leonardo), recurrence associated with a characteristic polynomial
of degree 5 (Penta-Leonardo) and recurrence associated with a characteristic polynomial of degree 6 (Hexa-
Leonardo). Furthermore, the matrix representations and generating functions of these numbers are thoroughly
investigated, which represents a significant mathematical contribution to the field of Leonardo sequences. In
the context of future work, the aim is to apply these sequences in the context of teaching, enabling more
in-depth discussions in initial training courses for Mathematics teachers. This has the potential to enrich peda-
gogical content and promote a more solid understanding of mathematical sequences among future educators.
Keywords: extension; matrix form; generating function; Leonardo sequence.

Resumen: La presente investigacién presenta como objetivo ampliar la secuencia de Leonardo, abarcando
ahora las secuencias Tetra-Leonardo, Penta-Leonardo y Hexa-Leonardo. Este estudio aborda de manera inte-
gral varios teoremas y propiedades asociados con estas nuevas secuencias, proporcionando una comprensién
mas profunda y completa. Ademas, se investigan a fondo las representaciones matriciales y las funciones ge-
neradoras de estos numeros, lo que representa una importante contribucion matematica al campo de las
secuencias de Leonardo. En el contexto de futuros trabajos, se busca aplicar estas secuencias en el ambito
de la ensefanza, posibilitando discusiones mas profundas en los cursos de formacion inicial de profesores
de Matematicas. Esto tiene el potencial de enriquecer el contenido pedagogico y promover una comprension
mas solida de las secuencias matematicas entre los futuros educadores.
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1 Introducao

A sequéncia de Leonardo é uma sequéncia numérica e recorrente, possuindo a relagao
de recorréncia: L, = Ln,—1 + L,—o + 1,n > 2, com os valores iniciais Lo = L; = 1, e sendo
1,1,3,5,9,15,25,41,67, ... 0s primeiros termos desta sequéncia, detalhes adicionais podem ser con-
sultados em Alp e Koger (2021a; 2021b), Shannon (2019), Vieira, Alves e Catarino (2029), Vieira et
al. (2020; 2021).
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Conforme, Catarino e Borges (2020), substituindo n por n + 1 podemos reescrever essa
relagao de recorréncia na forma L,,.1 = L, + L,—1 + 1. E ainda, subtraindo L,, — L,,.1 obtemos uma

outra relagao de recorréncia equivalente para esta sequéncia. Observe:

Ln _Ln-‘rl = Ln—l +Ln—2+1 _Ln _Ln—l -1

Ln-‘rl = 2Lp—Lp o
sendo Ly = L, = 1, Ly = 3 suas condic¢oes iniciais.

Feinberg (1963) por sua vez, realizou um estudo sobre a extensao dos niumeros de Fibonacci,
com a sequéncia de Tribonacci, dada por uma sequéncia linear de ordem 3. Desse modo, tem-se
nesta pesquisa uma extensao da sequéncia de Leonardo, ampliando a ordem desses numeros e

algumas propriedades aritméticas.

Em vista disso, o presente trabalho realiza uma extensao dos numeros de Leonardo, introdu-
zindo as sequéncias de Tetra-Leonardo, Penta-Leonardo e Hexa-Leonardo, tendo essas nomencla-
turas devido a ordem das respectivas extensoes das sequéncias discutidas na segao seguinte. Por

fim, apresenta a conclusao do trabalho, apresentando a contribuicao para pesquisas futuras.

2 As sequéncia de Tetra-Leonardo, Penta-Leonardo e Hexa-Leonardo

Esta secao realiza o estudo das extensdes da sequéncia de Leonardo, denominadas: Tetra-
Leonardo, Penta-Leonardo e Hexa-Leonardo. Com isso, serdo discutidas propriedades, abordando

a forma matricial e fungcao geradora das referidas extensoes (Vieira et al., 2020).

Desse modo é interessante abordar o que seria uma sequéncia e o seu respectivo polindmio
caracteristico. Assim, seja uma sequéncia (ax);-, paran > 1, com recorréncia: an,+uk—1an+k-1+
...+wupag = 0. Logo, o polinbmio caracteristico associado a recorréncia dessa sequéncia € dado por
feCX]: f(X)=X*+up_1 XF 1 + ...+ u1 X + up (Caminha, 2003).

Definicao 2.1. Paran > 0, a recorréncia da sequéncia de Tetra-Leonardo (T,,) é dada por:
Tn = Tn—l + Tn—2 + Tn—3 + 27
com os valores iniciais Ty =T; = 1,1y = 3.

A sequéncia de Tetra-Leonardo (7;,) possui seus primeiros termos: 1,1,3,7,13,25,47,87, .. ..

Essa sequéncia € uma extensdo da sequéncia de Leonardo. Pelo fato de sua recorréncia necessitar
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de trés termos anteriores para o calculo do termo seguinte, e com o seu polinbmio caracteristico de

grau 4, essa sequéncia possui a nomenclatura de Tetra-Leonardo.

Realizando a diferenga entre os termos de T, e T},+1, obtemos a seguinte expressao: T, =
2T, 1 —Tyh_g,n>4ecomTy =T, =1,T, =3 e T3 = 7. O polinbmio caracteristico da sequéncia de

Tetra-Leonardo, é dada por z* — 22 — 1 = 0.

Propriedade 2.2. Paran > 2 en € N, a forma matricial da sequéncia de Tetra-Leonardo é dada por:

2 1 0 0
0O 01 0
731 1 Turs Toso Tuys Tol-
0O 0 0 1
-1 0 0 0

Demonstracdo. Pelo principio da inducéo finita, tem-se que paran = 2:

2 100
[7311}82;? —ls 137 3= o B
-1 0 0 0

Assim, assumindo que vale para qualquer natural k£ > 2, ou seja, n = k, k € N:

2 1 0 0
0O 010
731 1] —|Trs Thoz Thnr T
0O 0 0 1
_—1 0 O 0_
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Por fim, verifica-se a validade paran = k + 1:

- - k+1 - 1k - .
2 1 00 2 1 00 2 1 00
0O 0 10 0 0 10 0 0 10
[7 3 1 1} = [7 3 1 1]
0O 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
_—1 0 0 O_ _—1 0 0 O_ _—1 0 0 0_
(2 1 0 0
0 010
= [Tk+3 Tito Tk Tk]
0 0 0 1
_—1 0 0 0_

= {QTH?)*TJ@ Tivs Tryo Tk+1}

= [Tk+4 Teys Trio Tk+1]-

O
Teorema 2.3. A fun¢do geradora da sequéncia de Tetra-Leonardo, é dada por:
1—x+4 2%+ 23
T, = .
9(Tn, ) (1 -2z —a*)
Demonstracdo. Considere a funcao:
9(Tn, ) = To+ Ty + Tox® 4+ ...+ Tpz™ + ...
Pode-se realizar a multiplicagdo dessa fungéo por 2z e z*, resultando:
2xg(T,, x) = 2Tox + 2Tz? + 2Toa® + ... + 2T 12" + . ..
zig(Ty, x) = Tox* + Tya® + Toa® + ... + Tp_yz™ + ...
Realizando ¢(T,, ) — 229(Ty, z) — 2*g(T,, z), tem-se que:
(1 =2z —a")g(Tp,x) = To + (T1 — 2Tp)x + (To — 2T7)x? + (T3 — 2Ty)2?
(1 -2z —aYg(Th,z)=1—x+a%+2°
1—xz+a2%+2°
T, = .
9(Tn, @) (1 -2z —x%)
O
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Definicao 2.4. Paran > 0, a recorréncia da sequéncia de Penta-Leonardo (P,) é dada por:
Pn: n—1+Pn—2+Pn—3+Pn—4+37
com os valores iniciais Py =P = 1,P, =3,P3 = T7.
Desse modo, tem-se 0s seus primeiros termos dessa sequéncia, dados por: 1,1,3,7,15,29,57, 111, . ..

Realizando a operacgao de P, + P,.1, obtemos a seguinte relacao: P, = 2P, 1 — P,_5. O seu po-

linbmio caracteristico é dado por 2° — 2z — 1 = 0.

Propriedade 2.5. Paran > 2 en € N, a forma matricial da sequéncia de Penta-Leonardo é dada por:

2 1 0 0 0
0O 01 00
1573 11|00 0010 :[Pn+4 Poi3 Puyo Pup1 P
0 00 01
-1 0 0 0 0]
Demonstragdo. A demonstracao segue analoga a Propriedade 2.2. O

Uma Funcao Geradora é uma representacdo em forma de série de poténcias, em que 0s
coeficientes correspondem ao nimero de solugées de um problema combinatério especifico. Cada

coeficiente € associado aos expoentes presentes em cada termo da série (Gomes, 2021).

Definicao 2.6. Dada uma sequéncia numerica (a,),~,, definimos a fungdo geradora (ordinaria)

dessa sequéncia como sendo a série de poténcias formal
[e.e]
f@) =) ana™ = ag+ a1z + azz® + ...
n=0
Teorema 2.7. A funcdo geradora da sequéncia de Penta-Leonardo, é dada por:

1—x+2?+ 2%+ 2*
(1 -2z —xd)

g(me) =

Demonstragdo. Considere a funcgao:

g(Pn,x):Pg—l—Plx—i—Pg:UQ—l—...—i—an"—|—...
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Pode-se realizar a multiplicagdo dessa fungao por 2z e z°, resultando:

2xg(Py,,x) = 2Py + 2P % + 2Pyx® + ...+ 2P, 12" + ...

x5g(Pn, x) = Po® + Pl + Pox" + .. 4+ Pypsa™ + ...

Realizando g(P,, ) — 22g(Py,x) — 2°g(P,, =), tem-se que:

(1 -2z —2°)g(Pn,z) = Py + (P1 — 2Py)x + (Py — 2P))2* + (P — 2Py)2® + (Py — 2P3)a”

(1—2z—2°)g(Pp,2) =1—a+ 2% + 23 + 2!

1—x+ 22+ 2% + 22

9(Fn,z) = (1 -2z — ad)

Definicao 2.8. Paran > 0, a recorréncia da sequéncia de Hexa-Leonardo (H,) é dada por:
Hy,=Hp, 1+ Hp o+ Hy 3+ Hp g+ Hy 5+ 4;
com os valores iniciais Hy = Hy = 1,Hy = 3, H3 =7, Hy = 15.
Desse modo, tem-se os seus primeiros termos dados por: 1,1,3,7,15,31,61,121,... Reali-

zando a operacao de H,, + H,.1, obtemos a seguinte relagao: H, = 2H,, 1 — H,_¢. O polinémio

caracteristico dessa sequéncia é dado por 2% — 2z — 1 = 0.

Propriedade 2.9. Paran > 2 en € N, a forma matricial da sequéncia de Hexa-Leonardo é dada por:

2 1 0 0 0 O
0 01 0 0O
0O 00100
31 15 7 3 1 1 — Huss Hops Hurs Hewo Hyoo Hol.
0 00 0 1 O0
0O 000 01
-1 0 0 0 0 0
Demonstragdo. A demonstracao segue analoga a Propriedade 2.2. O

Teorema 2.10. A fungao geradora da sequéncia de Hexa-Leonardo, é dada por:

l—z+a?+ 2%+ 2t +2°

9(Hn, ) = (1 -2z — 2%)
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Demonstragdo. Considere a funcao:

g(Hn,J:):H0+H1m+H2:U2+...+Hnm”+...

Pode-se realizar a multiplicagdo dessa fungéo por 2z e %, resultando:

2xg(Hy,,x) = 2Hox + OH 22 + 2Hoa® + ...+ 2H,_12™ + ...

2%g(Hy,x) = Hox® + Hiz" + Hoa® + ...+ H,_gz™ + ...

Realizando g(H,, r) — 2xg(H,,r) — 2%g(H,, =), tem-se que:

(1 -2z — 2% g(H,,x) = Ho + (H, — 2Ho)x + (Hs — 2H1)z> + (Hs — 2Hs)2® + (Hy — 2H3)ax* + (Hs — 2Hy)z®
(1—2m—x6)g(Hn,m):1—m+1:2+1:3+x4+x5

1—z4+a2+2>+2+2°
(1 -2z — 29%) '

g(anm) =

3 Conclusoes

Este trabalho apresenta uma discussao sobre o processo de extensao da sequéncia de Le-
onardo. Desse modo, sao introduzidas as sequéncias de Tetra-Leonardo, Penta-Leonardo e Hexa-
Leonardo, permitindo um estudo matematico em torno da extensao da sequéncia de Leonardo, bem

como uma discussao de suas respectivas propriedades e teoremas.

Nao obstante, foram apresentadas as fungdes geradoras e formas matriciais das sequéncias
em estudo, potencializando propriedades e teoremas atrelados a esses numeros. Por fim, este artigo
possibilita contribuir no ambito matematico e oportunizar aos professores de Matematica conheci-

mento sobre a sequéncia de Leonardo e seu processo evolutivo.

Para trabalhos futuros, pode-se aplicar o presente estudo na area de ensino, permitindo
uma contribuicdo para cursos de formacéao inicial de professores, o conhecimento da extensao dos

numeros de Leonardo.
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