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Resumo: Este & um trabalho de revisdo bibliografica que traz um breve vislumbre da beleza das fragoes
continuas e como elas podem ser muito Uteis, tanto na obtengdo de boas aproximagdes racionais de um
determinado ndmero real como na sua representacdao em forma de fragcao continua. Além disso, apresenta
propriedades importantes, como a relagdo entre irracionais quadraticos e fracdes continuas periddicas. Por
outro lado, visando uma potencial introdugao deste tema no ensino fundamental, é apresentado um método
para obtencao de aproximacoes de raizes quadradas através de fracoes continuas. Finalmente, utilizando
ferramentas mais avangadas, apresentamos uma representagao em fragao continua infinita do ndmero Euler,
0 que consequentemente implica a irracionalidade de e.

Palavras-chave: fracbes continuas; boa aproximacgao; irracionais quadraticos; fracao continua periodica;
numero de Euler.

Abstract: This is a bibliographical review that provides a brief glimpse into the beauty of continued fractions
and how they can be very useful, both in obtaining good rational approximations of a given real number and
in their representation as a continued fraction. Furthermore, it presents important properties, such as the re-
lationship between quadratic irrationals and periodic continued fractions. On the other hand, with a view to a

potential introduction of this topic in elementary education, a method for obtaining square root approximations
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through continued fractions is presented. Finally, using more advanced tools, we present an infinite continued
fraction representation of the Euler number, which consequently implies the irrationality of e.

Keywords: continued fractions; good approximation; quadratic irrationals; periodic continued fraction; Euler
number.

Resumen: Esta es una revisién bibliografica que ofrece un breve vistazo a la belleza de las fracciones conti-
nuas y como pueden ser muy Utiles, tanto para obtener buenas aproximaciones racionales de un nimero real
dado como para su representacion en forma de fraccién continua. Ademas, presenta propiedades importan-
tes, como la relacién entre irracionales cuadraticos y fracciones continuas periddicas. Por otro lado, con miras
a una posible introduccién de este tema en la educacion primaria y secundaria, se presenta un método para
obtener aproximaciones de la raiz cuadrada a través de fracciones continuas. Finalmente, utilizando herrami-
entas mas avanzadas, exponemos una representacion infinita en forma de fraccién continua del nimero de
Euler, o que conlleva consecuentemente a la irracionalidad de e.

Palabras clave: fracciones continuas; buena aproximacion; irracionales cuadraticos; fraccién continua periodica;
numero de Euler.
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Introducao

A origem exata da primeira utilizacao de fracées continuas € imprecisa, mas & possivel afir-
mar que a sua utilizacao nao é recente, uma vez que foram encontrados relatos de sua utilizagao ha
pelo menos 2000 anos. Esta afirmacao e os fatos histéricos que descrevemos abaixo foram base-
ados principalmente em Collins (2001) e Brezinski (1991). Nestas referéncias, eles afirmam, dentre
muitas outras coisas, que Matematicos, como o indiano Aryabhata (476—-550), utilizaram esse conhe-
cimento para resolver equagdes diofantinas, porém sem utilizar de métodos gerais para resolvé-las,
apenas utilizando-se delas em situacbes especificas. Assim como, Rafael Bombelli (1526—1572),
que embora ndo tenha se dedicado ao estudo aprofundado do tema, em seu ano de morte mostrou

uma aproximagao de /13, dada por:

6+ —
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18 , . ~
Observe que /13 = 3,60555 e 5= 3,60 que, para a época, era uma aproximagao bastante

razoavel.

Outro matematico que obteve aproximagoes de raizes por meio de fragdes continuas foi Ca-
taldi (1548-1626) que, em 1613, obteve uma fragao continua para /18 e foi considerado o desco-
bridor das fragdes continuas. Porém, infelizmente, assim como Bombelli ndo prosseguiu com seus

estudos. Temos

VI8 =4+ 22
8+ 5
8+ 5
8+
8+
que é um caso especial da formula
a?+b=a+ b 2
2a + b
20 + ——
2a +°

Observe que esta forma de escrever é apenas uma das utilizadas em diversos trabalhos,

e s b b b p
como outros exemplos, no caso infinito temos: Va2 +b = a + — — — , também temos
20+ 2a+2a+ ...

b - , . .
vVa?+b=a+KX, <2> . No caso de fragdes continuas simples ainda podemos escrever [ag; a1, az,
a
1.

Historicamente, o nome “fragdo continua” foi introduzido pela primeira vez por John Wallis
(1616—1703), em seu livro ‘‘Opera Mathematica” (1695), onde também explicou como calcular o n-
€simo convergente e descobriu algumas de suas propriedades. Foi através de seu livro “Arithmetica
Infinitorium” (1655), que as fragOes continuas se transformaram em um campo de estudo, quando

ele apresentou a seguinte identidade

4 3X3IXHEXHEXTXTXIX---

T 2X4AX4AXE6XO6X8XIX -+
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Uma descoberta importante para o nimero = = 3,14159--- foi feita por Lord Brouncker

(1620—1684), o presidente da Royal Society of London, transformando a identidade de Wallis em

éIl—l— 12 :1+E§£§
T 22 2+2+2+2+ ...
32

42

52

2+

2+

2+
2+

2+

S6 a partir dos estudos de Leonard Euler (1707-1783), Johan Heinrich Lambert (1728—-1777)
e Joseph Louis Lagrange (1736—1813) com fracdes continuas que esse campo comegou a ganhar

o devido destaque.

O trabalho “De Fractionlous Continious” (1737), escrito por Euler, mostrou que todo nimero
racional pode ser expresso como fragdo continua simples e mostrou uma expansao em fragoes

continuas do numero e, a saber, ele mostrou que:

1+ .
0 que prova, em particular, a irracionalidade do numero e. O trabalho de Euler, sobre o numero e, foi

generalizado em 1766, por J. H. Lambert, que mostrou que

ez—l_ 1
=73 i
et +1 L
+ 76 1
2 710 1

=4
14
v +

Ele também desenvolveu, no ano de 1768, fragcdes continuas para as funcdes log(1 + z),
arctan(z) e tan(x), usando essas expressoes para mostrar que e® e tan(x) sdo irracionais, quando

x for racional.

E importante notar que a teoria de fragdes continuas esta intimamente ligada, dentre outras

coisas, a representagao de numeros reais, que possibilita facilmente identificar se um determinado
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numero é racional ou irracional e também a obtengao de boas aproximacdes racionais de um nimero

real qualquer.

E possivel, dentro da matematica brasileira, encontrar diversas dissertacdes de mestrado,
livros e artigos falando sobre o tema fragdes continuas. Citamos como exemplos Martinez et al.
(2013) e Moreira (2011), com enfoque mais avang¢ado, e Mollin (1999), um pouco mais voltadas para

0 ensino basico, segundo nosso ponto de vista.

Este trabalho traz, portanto, uma abordagem desse tema visando tanto a compressdo como a
divulgacao dessa bela matematica, com a proposta de tentar um meio termo entre a parte avancada

e a voltada para o ensino basico (especialmente a sec¢ao 5).

O trabalho foi dividido em seis segbes. Na primeira se¢ao, apresentamos definigdes, exem-
plos e alguns resultados iniciais. Na segunda secdo, apresentamos estimativas e relagées impor-
tantes que permitem uma melhor compreensao das fragées continuas. Na terceira se¢ao, apresen-
tamos a relacdo entre boas aproximacoes e fragdes continuas. A quarta e a quinta seg¢des sao
dedicadas ao estudo da relacao entre fragcdes continuas periodicas e irracionais quadraticos, com
foco principal na obtencado de boas aproximagdes para raiz quadrada de nuimeros naturais. Por
ultimo, na secao seis, apresentamos uma forma de se obter a fragao continua do niumero de Euler

€.

1 Definicoes e resultados preliminares

Apresentamos nesta secao os principais ingredientes para o estudo de boas aproximagdes
racionais, baseado principalmente em Moreira (2011). Inicialmente, vamos esclarecer o termo “boa
aproximagao”. Ao escrever um numero real z = k + 0, ajaz2a3 ... na sua forma decimal, onde k é a

parte inteirade z e a; € {0,1,...,9} séo digitos, podemos observar que se b, = a,, + ap—1 - 10+ - +

k-10"+4by,

a1-10"~! entdo o nimero racional £19-t= é uma boa aproximagéo no sentido de que |z — 210

o | é
menor do que 10% gue € bem pequeno, se n for grande. Note que a representagao decimal fornece
aproximagoes por racionais cujos denominadores sao poténcias de 10. Mais geralmente, dado =z € R
e ¢ natural, existe um Unico p inteiro tal que \:c—§| < é elz— 1%1| < % Isso implica que para qualquer
g natural existem fragoes % com p inteiro que aproxima x com erro menor que % A representacao
decimal fornece uma sequéncia dessas aproximacoes com os denominadores ¢ iguais a poténcias

de 10. Por outro lado, a escolha da base 10 ocultam, muitas vezes, aproximagdes racionais de x
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muito mais eficientes. Por exemplo,

20 L 3U0 3 1 3150
7700 7113 = 3000000 ~ '™ T 1000000

mostram que % e i”% sao aproximagbes de m muito melhores que aproximagdes decimais com

denominadores muito maiores.

Isso motiva a busca por aproximagdes racionais de x, da forma g, com p inteiro e ¢ natural
de forma otimizada no sentido de que |z — g\ < |z — %| para qualquer fragao %, com denominador
natural s < ¢. De fato, exigimos um pouco mais para que uma fragcao seja uma boa aproximagao de

x, de acordo com a definigao a seguir.

Definicao 1.1. Dado um numero real x, dizemos que a fracao g (p inteiro e q natural) € uma boa
aproximag&o racional de x, se |qx — p| < |sx — r| para toda fragdo % (r inteiro e s natural) com q < s

p
e.# 5

A principal ferramenta para se obter boas aproximagdes racionais de um nimero real x € a
sua representacao em fragdes continuas que, a partir de agora, passamos a descrevé-la. Dado um
numero real z, denotaremos por |z a parte inteira de z, que é definida como o maior inteiro menor

ou igual a z. Por exemplo, |4,3| =4; |-5,3| =—6; [3] =3; |e] =2.
Definicao 1.2. Dado um numero real z, a fragao continua (simples) de x é definida, de forma recur-
siva, da seguinte maneira

ap =T, am = LamJ

1
e sean ¢, ony1 =———paratodomeN
(6

m — Am

Se, para algumm € N, oy, = ay,, temos

def 1
r = = [ap; a1,a2,a3, - , G| = ap+ I

a1+ 1
a +

Nesse caso, dizemos que a fracao continua é finita.
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Se para todo numero m natural, o, # a.,, entdo sua representacao em fragao continua é

infinita e denotada por

def 1
T = ag = lag; a1,a2,a3, -] = ag + 1
ai + 1
as + ———
as+ -
Observacgao 1.3. Segue da definicao que se x = [ap; a1, aq, - - - | tem fragdo continua infinita, entao:
1. Paratodom > 1, x = [ag; a1, a2, , Gm—1, Qm);
2. Mais geralmente, oy, = |ag; ak11, k12, - Qkt1—1, 0k+1), para todol > 1.

Observacao 1.4. As fragcbes continuas apresentadas anteriormente, de fato, sGo chamadas de
fragcoes continuas simples e utilizam sempre numerador unitario. Alertamos ao leitor que outras
representacées em fragdes continuas, como na introducdo deste trabalho, também aparecem na

literatura e tém sua importancia.

Vejamos dois exemplos.

Exemplo 1.5. Vamos obter a fragdo continua do nimero racional = = 113

T
1 47
ap=|z| =2 = alz%i_zl—g.
Em seguida, obtemos
a =] =2 = 042:%9;
ag = |lag| =2 = 043—?:&3

Assim, x = [2;2,2,9].

Exemplo 1.6. Agora vamos computar a fragdo continua do nimero irracional x = /2. Note primei-

1 s .
ramente que (v/2—1)(v/2+1) = 1 e, portanto, v/2 = 1+ NEE Agora, substituindo sucessivamente
V2 do lado direito da ultima equacdo, obtemos:

V2=1+ I
2t —7—
2+
2+
Em termos dos elementos da definicdo, temos:
2] =1 SN
ap=|x|]=1; o1 = = .
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Em seguida, obtemos
1

a9 = ——— = (1.
*T1rva-2 !
Portanto, a fragdo continua é infinita, comay =1 ea; =2 paratodoj > 1. Isto é, x = [1;2,2,2,...].

a; = |ai| =2

No primeiro exemplo x € racional e sua fracao continua é finita, ja no segundo exemplo = €

irracional e sua fragao continua é infinita. O seguinte resultado mostra que isto é um fato geral.
Proposicao 1.7. O numero real x é racional se, e somente se, sua fragcao continua é finita.

Prova. Se a fracdo continua de x é finita, é imediato, da definicao de fracao continua, que x €
racional, pois operacdes de soma, subtracido, produto e divisdo com numeros racionais resulta em

um numero racional.

Por outro lado, se = é racional, x = ag + g, comag = |z] e 0 < p < q naturais. Aplicando
sucessivamente o algoritmo da divisdo de Euclides, obtemos inteiros positivos ay, as, - - - , a,, € restos

0=rp <rm_1 <--<r9 <1y <p,lais que

q r p L) Tm—2
*:a1+777:a2+77”'7 = = am-
p p mn 1 Tm—1
Consequentemente,
1
T =ag+
1
ai +
1
az +
1
o
am
ou, equivalentemente, x = [ap; a1, az, ..., ap). n

Observacao 1.8. Segue da definicdo de fragao continua que
def 1
T =y = [ag;a1, - ,0p] = ag+ I
al + 1
az +

. 1
az+ -+ —

n

para todo n < m no primeiro caso e para todon > 0 no segundo caso.
1.1 Reduzidas de uma fracao continua infinita

Uma vez que as fragbes continuas finitas s@o numeros racionais, dado qualquer nimero

irracional z, sua fragao continua € infinita. Entéo, escrevendo = = [ag; a1, a2, - - - ], podemos pensar no

BOCKER NETO, Carlos; BEZERRA, Rafael Tavares Silva. Fragao continua aplicada a obtengao de boas
|@ @ | aproximagoes da raiz quadrada e do nimero de Euler. REMAT: Revista Eletrénica da Matematica, Bento

Gongalves, RS, v. 10, n. 2, p. €3002, 26 jul. 2024. https://doi.org/10.35819/remat2024v10i2id6916.




REMAT: Revista Eletrénica da Matematica 9

D
n-ésimo truncamento finito de x, que é o nimero racional - [ap; a1, a2, - ,a,]. Cadatruncamento
dn
€ chamado de reduzida da fracao continua de z. Vejamos os alguns exemplos.
Exemplo 1.9. As quatro primeiras reduzidas de v/2 = [1;2,2,2,-- -] sdo:
P g=14= 15 % 9 =14+ =14 b
—_— = ’ = —’—7:7:., —_— = ;7 = —_— = - = 1.4, —_— =
q 2 2 q2 10 q3
2 —
+ 2
17 D4 41
[1;2,2,2] = ;5 =1.41666... e —=[1;2,2,2,2] = . = 1.4137931034482758620689655172.
q4

Observe que, aparentemente, as reduzidas de /2 estao se aproximando de sua expanso
decimal. De fato, veremos mais adiante que elas sdo boas aproximacgdes, no sentido da Definicdo
1.1. O leitor pode facilmente mostrar por inducdo que as reduzidas de /2 satisfaz a relagdo de

Pnt2  2Pn+1 +Pn

dn+-2 B 2¢n+1 + Gn
Exemplo 1.10 (NUmero de ouro). O numero de ouro é conhecido por varias propriedades ma-

recorréncia , 0 que é um caso particular da Proposicao 2.1.

tematicas e geomeétricas interessantes e tem uma longa historia na matematica, na arte, na arquite-

- . . ~ " - 1
tura e em varias outras areas. Ele pode ser definido pela solucdo positiva da equagcdo ¢ = 1+ —, ou
P

. 1 5 ~ . .

seja, p = +2\[. Consequentemente, sua fracdo continua é dada por

1
p=1+ :[1;171,1,1’...]_

1
1+
1
1+
1

1+ —

s ~ . a
Suas reduzidas " s&o obtidas por —
qn Gn—1

0,1,2,---, ou seja,
358
<]ﬁ> :(1727777777"')'
qn/ n>0 2°3"5

,ondeay = ay =1 € apys = ans1 + an, para todon =

2 Entendendo as reduzidas de uma fracao continua

Nesta secao vamos apresentar alguns resultados gerais, presentes na literatura (veja, por
exemplo, Beskin (1986) e Moreira (2011)), que irdo nos permitir uma maior compreensao das redu-
zidas de um dado namero real.
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O primeiro deles é essencial para os resultados seguintes. Embora sua prova seja bastante
técnica, esse resultado permite a obtencao da sequéncia das reduzidas de forma recorrente, sem

que tenhamos que calcular diversas operagdes com fracdes.

Proposicao 2.1. Dada uma sequéncia (finita ou infinita) ty,t,,ts,--- € R tal que t, > 0, para todo
k > 1, definimos as sequéncias (x.,) € (ym) por o = to, yo = 1, 1 = tot1 + 1, y1 = t1, Tyt =

tm+2Tm+1 + Tm 5 Ym+2 = tmt2Ym+1 + Ym para todom > 0.

Temos entao, para todo m > 0,

[to;tlatQ;"',tm]:tO—I— 1 - (1)
t1 +

Tm+1Ym — TmYm+1 = (_l)m' (2)

Prova. Vamos provar por indugcdo sobre m. Comecemos pela prova de (14); para o caso m = 0,

m=1em = 2 temos:

t() i)
to) = — = —; (3)
fol T
1 tot1 + 1 x1
[tost1] =to+ — = —— = —; (4)
ty (41 Y1
1 tox1 + to o
[to; t1,ta] = to + 1= ! = —. (5)
tita +1 Y2
tl -+ tf
2

Suponha agora que para algum m > 2, o resultado valha para todo k < m. Provemos que,

nessas condigoes, o resultado também vale param + 1.

Observe que [to;t1,t2, - ytm, tmt1] = [to;t1,t2, -+ ytm + |, pois podemos considerar o

thrl
ultimo termo da igualdade, do lado esquerdo, sendo a soma do seu penultimo elemento ao inverso do
ultimo do lado direito, dessa forma o lado direito da igualdade possui 0 mesmo numero de elementos
de [t()a ti,t2, - atm]

- . . - 1 .
Entao, por hipotese de indugao, [to; t1,to,- - ,tm + ——] sera dada por
m—+1

1
tm, + — )Tm—1 + Trm—
( i tm+1) ! 2 _ tm—&-l(tmxm—l + $m—2) + xm—1

tm-i-l (tmym—l + ym—2) + Ym—1 (6)

1
(tm + 7)ym—1 + Ym—2
tm—i—l

. tm41Tm + Tm—1 _ Tm+1
tm+1Ym + Ym—1  Ym+1
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Isso conclui a prova de (14).

Agora, provemos (15). Para o caso m = 0, temos que

z1y0 — zoy1 = (tot1 +1) —toty = 1 = (—1)°.

Suponhamos que valha para algum valor de m > 0, isto é, suponha que

Tm+1Ym — TmYm+1 = (_l)m'

Entao, usando as relagdes x,,+2 = tim+2Tm+1 + Tm € Ymt2 = tmt2Ym+1 + Ym, t€MOS

Im+4+2Ym+1 — Tm+1Ym+2 = (tm+2xm+l + xm)merl - (tm+2ym+1 + ym)xm+1
= tm12Tma1Ym+1 t TmYm+1 — tmai2Tmr1Ym+1 — YmTmtl
= ~(Tm1Ym — TmYm+1) = —(=1)"

— (_1)m+1_
Isso mostra (15) e a prova esta completa. [

Em posse do resultado anterior, conhecendo-se a fragao continua de um dado numero real x,

podemos sem grandes dificuldades encontrar a sequéncia de suas reduzidas. Vejamos um exemplo.

Exemplo 2.2. E fAcil ver que /5 = [2;4,4,4,---]. Assim, usando as recorréncias da proposicao
anterior, obtemos que a sequéncia de numeradores das reduzidas sdopy = 2, py =4 x2+1=09,
po=4Xp1+py=4x9+2=38¢ de maneira geral, p,. o = 4 X ppi1 + pn, € doS denominadores

sGoq=1,1 =4, ¢ =4xq+q =4x4+1=17 e, de maneira geral, ¢,+2 = 4 X Gni1 + Gn-

9 38
4017
verificar que \/5 e i’—i concordam em duas casas decimais).

Logo, as primeiras reduzidas de \/5 s&o 2 (o leitor podera, com o auxilio de uma calculadora,

Consideremos nos préximos resultados o nimero real x = [ag; a1, as, as, - - - |, cOM ag nGmero
inteiro e a; inteiro positivo para todo j > 1, e seja <pm> , dada por Pm _ [ag; a1, a2,as, -+, am),
QWZ meN Qm

a sequéncia de reduzidas da fragao continua de z.

Corolario 2.3. As sequéncias (p,,) € (q,) satisfazem as recorréncias
Pm+2 = QGm+2Pm+1 +Pm € QGm+2 = Om42Qm+1 + Gm
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para todo m > 0 com condigcées iniciais py = ag, qo = 1, p1 = apa1 + 1, ¢1 = a1. Além disso,

Pm+19m — PmGm+1 = (_1)m
para todo m > 0.

Prova. As sequéncias (p.) e (qm) definidas pelas recorréncias acima satisfazem, pela Proposi¢do
2.1, as igualdades
DPm

qf = [a0§@1,a2,"' 7am] € Pm+19m — PmGm+1 = (_1)m, Vm >0.
m

Como pm+1qm — Pmam+1 = (—1)™, para todo m € N, temos que (p,,) e (¢,) dados pela
recorréncia acima sao primos entre si. Além disso, também segue da recorréncia que q,, > 0, para

todom > 0. -

O seguinte corolario mostra como = se relaciona com suas reduzidas Pm o com os o, da

am

definicao de fragdes continuas.

Corolario 2.4. Temos, para todo m € N,

_ AmPm—1 + Pm—2 _ Pm—2 — Gm—-2T
AmQm—1 + gm—2 " dm—1T — Pm—1

Prova. Primeiramente observe que, pela definicdo de fracdo continua e pela Observagcdo 1.3, x

pode ser escrito como [ag; a1, a2, ,am—1,0m) €, pela Proposicdo 2.1, podemos escrever = =
OUmPm—1 + Pm—2
O Qm—1 + Qm—2

. A segunda igualdade é, claramente, equivalente a primeira. [

A seguinte proposicao da precisamente a distancia da reduzida da fracao continua de x para

Z.

Proposicao 2.5. Para todo m > 1, vale a relagao

pm _1 m
_fm (D) . ™
dm  (ms1@m + Gm—1)dm

Em particular,

1 1 1
<\x_pm

S E— - < . (8)
(Qm—‘rl + Qm)Qm dm (am—i-IQm + Qm—1>Qm dm+19m

QUm+1Pm + Pm—1

Prova. Note que, pelo Corolario 2.4, x =
QAm+19m + Gm—1

E, portanto, usando o Corolario 2.3,

obtemos
- pﬂ _ _(memfl - pmfIQm) _ (_1)m

Gn  (Omt1@m + Gm-1)qm  (mt+1Gm + Gm—1)@m
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Como 1l < ami1 < Ams1 + 1 < i1 € Gmt1 = Am+19m + dm—1, SEQUE QUE

1 1 1
< ‘:p _Pm < )
Gm | (Cmt1@m + Gn-1)Gm  Gnt10m

(Qm+1 + Gm)m

Como consequéncia das estimativas da Proposi¢ao 2.5, vamos mostrar que as reduzidas se
aproximam de = de modo que suas subsequéncias de indices pares cresce para x, as de indices

impares decrescem para x. Além disso, a sequéncia de distancias de x até as reduzidas decrescem.

Corolario 2.6. Dado x um numero irracional e (p—m) a sequéncia de suas reduzidas. Valem as

am

seqguintes propriedades:

1. Paratodom € N, |gmz — pm| < |gm-1Z — pm—1];

2. A sequéncia de distancias (|:1: _Dm |) € decrescente;
m
3. A subsequéncia de indices pares (1)2—7”) é crescente e a subsequéncia de indices impares
q2m
(p Qm“) é decrescente.
g2m+1

Prova. Pela relagcao (8) da Proposigcao 2.5, temos:

1
—— < |gmT — pm| < . (9)
(Gm+1 + Gm) [9m@ = Pl Gmt1

E pela relagéo de recorréncia g, +2 = am+2Gm+1 + ¢m, 1€MOS @12 > Gm+1 + Gm. ASSIM,

1 1
’(Im-l-ll' - pm+1’ < < < ’qu - pm’ (10)
dm+-2 Qm+1 + dm

0 que demonstra o item 1.

|Qm$ _pm|

Agora, o item 2 segue imediatamente do item 1, pois como ¢, > ¢p_1, temos ——— <
dm
‘Qm—lm - pm—1’
dm—1
Por fim, a relacéo (7) da Proposicdo 2.5 garante que x — Pm g positivo, se m é par, e negativo,
dm

sem é impar, e o item 2 garante a aproximagdo monotona. Portanto, vale a seguinte ordem:

1
qo q2 q2m q2m+1 q3 q1
E o corolario esta demonstrado. =
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O corolario a seguir traz que a sequéncia (¢, ) dos denominadores das fragoes continuas de
qualquer nimero irracional x cresce rapidamente para infinito. Este fato é essencial para garantir a

convergéncia das reduzidas para o numero x, de acordo com a proposi¢ao anterior.

Corolario 2.7. Seja x = [ag; a1, az,- - -] com fragdo continua infinita e (@> sua sequéncia de redu-

an

zidas. Entdo q, > F, > ¢" 2, para todon € NU {0}, onde (F,) é a sequéncia de Fibonacci dada
porky=F =1eF,.o=F,.1+ F, paran >0 e ¢ é o numero de ouro definido no Exemplo 1.10.

Em particular, a sequéncia (q,,) tende para infinito exponencialmente.
Prova. Pelo Coroldrio 2.3, qo =1 e q = a1 e, portanto, qo = Fo=1>p 2 eq >1=F > o',

Agora suponha, por hipétese de inducéo, que g, > F), > ©*=2 para todo k < n, para algum

n > 1. Provemos que gn41 > Fp1 > ©" L.

Pelo Corolario 2.3, ¢p+1 = an+1qn + qn—1 € €ntao, usando o fato de que a,,1 > 1 e a hipdtese

de indugio, obtemos:

gn+1 = Gn+19n + dn—1 Z dn + dn—1 Z Fn + Fn—l == Fn+1' (11)

Além disso, das relagdes F,, + F,,_1 = F,. 11, v*> = ¢ + 1 e da hipdtese de indugdo, temos:

Fop1=Fp+F 1 > 0" 240" 3 = (p+1)p" 2 =" (12)

Isso completa a indugdo e o resultado esta provado. [

3 Relacao entre reduzidas e boas aproximacoes

Nesta segao trazemos alguns resultados, que podem também ser encontrados em Beskin
(1986) e Moreira (2011), que conectam o conceito de boa aproximagéo, de acordo com a Definicdo
1.1, com as reduzidas das fragcdes continuas. O préximo resultado é consequéncia da Proposicao

2.5, porém da uma estimativa um pouco melhor em alguns casos.

Teorema 3.1. Seja x um numero irracional e (@) a sequéncia de suas reduzidas. Entao, para todo
In
n €N,
1 1
oo 1L

qm gmdm+1 dm
Além disso,

1 1

‘xprn <72 ou ‘xpmﬂ 5 .
am|  2q5 dm+1|  2¢5,41
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Pn Pn

Prova. Observe que, pela primeira equacao da Proposicdo 2.5, x < — sen é imparex > — sen
n qn
é par. Logo, x sempre pertence ao intervalo de extremos Pm g Pmil cujo comprimento é
dm  dm+1
—1)m 1 1 1
‘Pmﬂ_%‘:‘( ™| :>‘$_pm< <
dm+1 qm dm4m+1 dmA4m+1 dm gmgm+1 dm

Para provar a parte final, suponha que a afirmativa seja falsa, ou seja,

1 1
'I_JUm2 2e)x_Pm+1 >
dm 2(]m dm+1 2qm+1
entao
1 1 1 1
_’x_pm +)x—pm+ > o5t 55— = Gntl = G-
ImGm+1 dm m+1| 245, 2¢5,4,4

No entanto, a ultima igualdade nunca acontece, pois ¢y 11 = Gmi1Gm + Gm-1 > ¢m para todo

m > 1. Essa contradicao mostra que

1
2‘ng+1

1
P . <=5 oOu ‘x
Gm 24,

N Pm+1

dm-+1

e o resultado esta provado. [

O Teorema 3.1 mostra, em particular, que a inequagao |z — g\ < # tem infinitas solucdes %,

no universo das reduzidas da fracao continua de z, se x € irracional. Ja o seguinte teorema e seus
corolarios mostram que uma fracao g € uma boa aproximacao racional de = se, e somente se, § é

uma reduzida da fracdo continua de z.

Teorema 3.2. Seja x um ndmero irracional e (Zﬁ) a sequéncia de suas reduzidas. Entao, para

am

todo p,q € Z, com0 < q < gma1, temos

lgma — pm| < |qz —p).

Além disso, se0 < q < q,, a desigualdade acima é estrita. Portanto, reduzidas sdo boas aproximacoes.

Prova. Observe que, como o mdc(pp,,qm) = 1 € se P _ p—m, entao p = kp,, e q = kq,, para algum

q dm
inteiro k > 0 e, neste caso, temos que |qnx — pm| < |kgmx — kpn|, 0 que implica diretamente a

desigualdade, onde a igualdade ocorre quando k = 1.

Agora, vamos supor que L % p—m, comO0 < q < qm+1. Entao,
q

m

o s~

‘p Pm 1 1
q qm o q9m dmA4m+1
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Pm o Pmt1
dm  dm+1

} , { 1 1 } 1
> min , = .
q9m 49dm+1 q49m+1

Observe que P esta fora do intervalo fechado de extremos e, portanto,
q

p' . {’p Pm ‘p Pmt1
r—=|>min< |- — —|,|- — ——
q q dm q dm+1

Logo, concluimos que

1
lgz — p| > . > |gmT — pml -

m+41

Corolario 3.3. Para todo q < q,,,

‘:c _Pmi o 'x - p‘ :
qm q
Prova. A demonstracao segue imediatamente do teorema anterior. [

O proximo resultado mostra que as boas aproximagoes de = sao reduzidas da fragao continua
de z.

/
Corolario 3.4. Se |qx —p| < |z — |, paratodo p’ e ¢’ < q tais que P B, entdo é uma reduzida
P q q

q/
da fragao continua de .

Prova. Basta tomar m tal que q,, < q¢ < qm+1. Pelo teorema 2.3, temos que |qx — pm| < |qz — p| €,

portanto, vale a igualdade |q,,x — pm| = |qx — p|. Consequentemente, obtemos P_Pm n
q

dm

4 Fracoes continuas periodicas e irracionais quadraticos

No que segue, através de um teorema devido a Lagrange em 1770 (pode ser encontrado em
Beskin (1986) ou Moreira (2011)), vamos relacionar fragdes continuas peridédicas com os irracionais

quadraticos. Primeiramente vamos definir cada um desses objetos.

Defini¢ao 4.1. Seja o = [ag; a1, az, as,...] uma fragdo continua infinita. A fragcao continua de « é dita
periddica se existe um inteiro k > 0 e | um numero natural, tais que a,, = a,,; para todo inteiro
m > k. O menor numero natural I, tal que a,, = a,,; para todo inteiro m > k, sera denotado por

l(«) e dito o comprimento do periodo de «.

Definicao 4.2. Um numero o € R é denominado irracional quadratico quando é uma raiz irracional

de uma equagdo quadratica da forma ax® + bx +c = 0, onde a, b e c € Z e a # 0, ou seja,
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P+ o , .
o= JFQD, onde P,Q,D € Z,Q # 0, Q|(P? — D) e D > 0 ndo é um quadrado perfeito. Definimos
o - VD . . .
também o = PQ que é denominado o conjugado de «.

Teorema 4.3 (Teorema de Lagrange - 1770). Seja x um numero irracional. A expansao em fracées
continuas de x é periddica se, e somente se, x é solugdo de uma equagao quadratica com coefici-

entes inteiros.

A prova deste teorema pode ser encontrada nas referéncias citadas no inicio desta secao.

Aqui, vamos dar apenas as ideias principais da prova.

Ideia da prova. Supondo que a fragcao continua de x € periddica e usando o Corolario 2.4,

temos
Pm—2 — dm-2% Pm4k—2 — dm4k—2T
dm—1T — Pm—1 dm+k—1T — Pm+k—1

para algum m € N, k > 1. Dessa relagao, obtemos x como uma raiz de uma equacgao quadratica

com coeficientes inteiros.

Reciprocamente, se x é raiz de uma equacado da forma at> + bt + ¢ = 0, com a,b,c € Z
AmPm—1 + Pm—2
A Qm—1 + gm—2

(a # 0), usamos o Corolario 2.4 novamente, escrevemos = = e substituimos esta

expressao no lugar de ¢, ficando com

P14 Dm—2\ QmPm—1+D
a ( mPm—1 m—2> + b < mpPm—1 m—2> +e= 07
AmQm—1 1+ @m—2 AmQm—1 + gm—2

o que implica em uma equagéo da forma A,,a2, + By, + Cy = 0, com Ay, By, Cp, € Z. Por fim,
mostra-se que A,,, B, € C,, sdo limitadas como fungao de m e, portanto, ha apenas um nimero
finito de possiveis equagdes e, consequentemente, ha apenas um numero finito de valores possiveis

para a,.

O Teorema de Lagrange 4.3 nos da em particular uma forma de se obter boas aproximagoes
para a raiz quadrada (ndo exatas) de numeros inteiros positivos, uma vez que sabemos que sua
fracao continua é periédica e isso facilita a obtencao das reduzidas. No entanto, pode acontecer que
o periodo da fragcao continua correspondente seja grande e isso pode tornar o calculo extremamente

demorado. Vejamos um exemplo.

Exemplo 4.4. A fragdo continua (simples) do nimero /47 é [6;1,5, 1, 12], pois

11 6+ VAT _ | —5+VIT
6+ var 11 n
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11 _5+\/zﬁ_5+—5+\/zﬁ 2 _5+\/E_1+—6+\/E
5447 2 2 ' 5+ a7 11 11
.6 47
e,porf1m,{:6+¢47.

Suas seis primeiras reduzidas séo, respectivamente, 6, 7, 41/6, 48/7, 617/90 e 665/97.

Na préxima secao vamos abrir mao de obter a fragdo continua simples da raiz quadrada
em troca de obtermos um calculo mais simples de aproximacdes racionais da raiz quadrada por

reduzidas de fragdes continuas nao necessariamente simples.

5 Aproximagoes da raiz quadrada de um numero natural

Dado um numero natural N, que nao € um quadrado perfeito, sabemos que sua raiz qua-
drada € um numero irracional. Assim, é interessante, do ponto de vista pratico, conhecer boas
aproximacdes racionais de v/ N. O Teorema de Lagrange 4.3 diz que a fragdo continua simples
desse nimero € periodica, o que nos permite, através dela, obter excelentes aproximagoes. Porém,
muitas vezes, o calculo da prépria fragdo continua pode ser bastante demorado até se obter o
periodo. No entanto, se abrirmos mao de considerarmos apenas fragdes continuas simples e fizer-
mos a seguinte observacao de que dado N € N, que nao é um quadrado perfeito, existem a,b € N,
com 1 < b < 2qa tais que N = a? + b (note que a®> < N < (a + 1)2), temos a seguinte relagéo

b
VN=at R

e, assim, podemos considerar a representacao de v N em fragdes continuas nao simples por

\/]V:a—i-
2a +
20 + —

b
2a + —

Note que se considerarmos a fungéao f(z) = a +
1= f(a) = f(co)ycoa=fofla)=f(c1), - +sem=fofo---0f(a)= f(emo) (m—1¢éaquantidade
de composigdes) formam a sequéncia de reduzidas de v/ N nesse contexto. Na proxima proposicéo,

b ~ N
, x > 0, entao a sequencia ¢y = a,
T

vamos estudar a convergéncia de (c¢,,,) € o erro cometido ao aproximar v/ N por c;,.
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Proposicao 5.1. A sequéncia (c,,,) satisfaz as seguintes propriedades:

1. A subsequéncia dos indices pares (ca,,) € crescente e a subsequéncia dos indices impares

(com+1) € decrescente;
2. Paratodok, co, < VN < Copyi;
3. Paratodom > 1,
1 1\m
em = VNI < oolem—1 = VN] e Jen— VNI < (5.)"

Prova. Primeiramente note que c,, > a, para todo m, pois co = a e f(z) > a, para todo x > 0. Outra
propriedade importante de f é que

b

f(iU)—f(y):m

(y — ). (13)
Assim, se x < y entéo f(x) > f(y), isto €, f é decrescente.

b
Note que co = a < c; = a+ 2% = f(co) e por f ser decrescente, co = f(c1) < f(co) = ca.
a
Portanto, temos ¢y < c2 < ¢1. Supondo, por hipdtese de indugdo, que ja provamos que ¢y < co <

s < egp < Cop_q < -+ < c1, para algum k > 1, provemos que ca < Cajio < Copi1 < Cok_1-

De fato, como f € decrescente e f(c,,) = cm41 para todo m, aplicando f a desigualdade
Cop—o < Cop < Cop—1 lEMOS que co, < copy1 < cop—1 €, aplicando f novamente, obtemos cy, <
Cokto < Copt1- 1SS0 mostra que co < copyo < cop+1 < cor—1. 1SS0 completa a prova de que (ca,) €

crescente e que (ca;m+1) € decrescente.
Agora, observando que f(v/N) = v/'N e usando (13) com z = ¢y, € y = /N, temos

b
Cok+1 — \/N = (a n \/N)(a n C%) (\/N - 6216)7

e, portanto, cor.1 — VN e vV N — co t€ém 0 mesmo sinal, o que implica que cor, < VN < co11. Além

disso, tomando o valor absoluto em (13), com z = ¢,,—1 e y = VN, temos:

b b 1
o Y = Ve YN G VNS gl =V

Aplicando sucessivamente a relagdo anterior, obtemos

1\m 1\m
em = VNI < (5.) e = VNI < (52)
Isso completa a prova da proposicao. n
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Uma outra forma de demonstrar a proposicao anterior € usar o seguinte resultado geral,
analogo a Proposigao 2.1, que da uma férmula para se calcular as reduzidas de uma fragao continua
desse tipo. Vamos apenas enuncia-lo e usa-lo em seguida para se obter uma forma pratica de obter

a sequéncia das aproximacoes de v N.

Proposicao 5.2. Dada duas sequéncias ag,ay,as,--- €by,bs,--- de numeros reais tais que ay, by, >
0, para todo k > 1, definimos as sequéncias (p,,) € (¢m) POrpo = ao, qo = 1, p1 = a1ap + b1, 1 = a1,
Pm+2 = Amt2Pm+1 + Om12Pm 5 Gm+2 = @m+2Gm+1 + bny2gm para todo m > 0.

Temos entao, para todo m > 0,

b1 Pm

a+ —— G
a + b,
am
e
ITm+1Ym — TmYm+1 = (_1)mbm+lbm by (15)

A prova dessa proposicao € inteiramente analoga a prova da Proposicao 2.1 e sera deixada

como exercicio para o leitor.

Observamos que a aplicacao da Proposicao 5.2 para obter a sequéncia de aproximacgoes de

VN,onde N =a® +b,coma,beNel<b< 2q,tomaaforma:

b
Cm = = com Pm+2 = 2apm41 + bpm € Gm+2 = 20qmy1 + bam,

dm
com condigdes iniciais pg = a,p1 = a® + N, qo = 1€ q; = 2a, pois aplicamos a proposi¢cdo acima com

ap = a, ap = 2a € b, = b paratodo k > 1.

Exemplo 5.3. As primeiras 4 aproximagées de /A7 podem ser visualizadas na Tabela 1. Note que
47=62+11(a=6eb=11).

Tabela 1 — Aproximagées de \/47

m 0 1 2 3

Drm 6 83 1062 13657

U 1 12 155 1992

Cm = Dm/dm 6 83/12 1062/155 13657/1992

Fonte: Elaboracao dos autores.

Cls
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Observamos que ps = 1062 = 12 x 83 + 11 x 6, p3 = 13657 = 12 x 1062 + 11 x 83, g» = 155 =
12x 12411 x 1 epy =1992 = 12 x 155 + 11 x 11.

Comparando este ultimo exemplo com o Exemplo 4.4, podemos ver que as reduzidas deste
ultimo ndo coincidem com as da fracdo continua simples de /47 (que sao as boas aproximacdes,
no sentido da segao 1), porém tém numeradores e denominadores que crescem mais rapido e isso,

de certa forma, compensa a velocidade de convergéncia.

5.1 Casos especiais

Na sequéncia vamos ver, através de exemplos, alguns casos especiais nos quais & possivel,

de maneira facil, obter a fragao continua simples, partindo da representagao nao simples.

Exemplo 5.4. A fragdo continua simples de v/a? + 1 é [a;2a],Va € Z.. Esse é exatamente o caso

em que b = 1 na representacdo de v N quando N = a®> +b, com1 < b < 2a. Isto é,

1

a?+1 = a+
2a +

2a +

1
2a +

2a + .

Exemplo 5.5. A fragdo continua simples de /a2 + 2a € [a;1,2a]. Equivalentemente, va? —1 =

[a—1;1,2a — 2]Va € Z.

De fato, ao dividir, sucessivamente, por 2a 0 numerador e denominador das fragées de

posicées impares de

2a
2 _
a*+2a = a+ %

2a + 5
2a + 5%
20 + —
2a+ .
obtemos
1
Va2+2a = a+ T
1+ 1
2a + 1
1+ —-
2a + .
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Agora, observando que a®> — 1 = (a — 1) + 2(a — 1), obtemos também que Va2 —1 =
l[a—1;1,2a —2]. (]

Mais geralmente vale o seguinte:

Exemplo 5.6. Se b divide 2a, isto é, 2a = b - k para algum k € N, entdo v/a? + b = [a; k, 2a].

De fato, ao dividir, sucessivamente, por b 0 numerador e o denominador das fragées de

posicées impares de

a?4+b = a+ b 5
2a + b
2a + 2
20 + ——
2a+ -
obtemos
5 1
a*+b = a+ 1
k+ I
2a + 1
k+ ———
20+ .

Exemplo 5.7. Existe uma formula bastante conhecida de aproximacgao de raiz quadrada nao exata
que, inclusive, é frequentemente divulgada por professores em videos na internet. A formula é a

seguinte: Se N # k? para todo N, k € N, entdo

N+B
VN = :
2VB

onde B = |V/'N 2.

Esse formula coincide exatamente com a segunda reduzida da fragdo continua

b
a?+b=a+

2a +

b
2a +

2a + .
onde N =a?+b,coma,beNel<b< 2a (note quea= |V/N| ea® = B).

Consequentemente,

b 2a®>+b (a®+b)+a®> N+B
01:a+—: = = .
2a 2a 2a 2v/B

Isso resulta, de acordo com os resultados apresentados anteriormente, uma aproximacao de

, . 1
v N com erro inferiora —. ]

v B
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6 A fracao continua do numero ¢

Obter a fracao continua de uma dado numero irracional nao é uma tarefa trivial, porém, é
possivel deduzir, por métodos diversos, fragcdes continuas de alguns irracionais conhecidos. Como
exemplo, vamos apresentar a fragao continua do nimero e. Este € um exercicio retirado do livro de
Moreira (2013) [6] e utiliza ferramentas do Calculo Diferencial e Integral. A obtencao dessa fragao

continua sera dividida em trés etapas.

Etapa 1. Dadas as sequéncias A,,, B, e C,, definidas por

1.,.m m 1 ,.m+1 m 1,.m m—+1

—1 —1 —1

A, — / @) g B, = / Gl Cltd KO O / M@= )" g
0 m! 0 m! 0 m!

mostrar que, para todo m > 1, se cumprem as relagoes

Ap+Bpm1+Cp1=0, B, +2mA, —Cn_1=0 e A, — B, +C, =0.

Etapa 2. Dadas as sequéncias (p,,) € (¢, ) definidas recursivamente como pp = go =p1 =1, ¢1 =0

e

DP3m = P3m—1 + P3m—2,  DP3m+1 = 2MmP3m + P3m—1, DP3m+2 = P3m+1 + P3m,
43m = @Bm—-1+ Bm—-2, Bm+1 = 2MG3m + @Bm—-1, Bm+2 = Bm+1 T @Bm;

mostrar por indu¢ao que, para todo m > 0, se cumprem as relagdes

A = @3me — P3m, Bm = D3m+1 — G3mt+1e €  Cpy = P3m42 — @3m+-26.

Etapa 3. Usando as etapas 1 e 2, mostrar que

e= lim 2™ =[2;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,--- ,1,1,2m, - -].

m—00 dm

Prova da Etapa 1: Primeiramente note que p(z)e” € uma primitiva para (p(z) + p'(z))e”, para toda
~ . . Mip —1)m m+1 —1)ym m(pe m+1
fungao polinomial. Denote P,,,(z) := M Qm(x) = W e Rp(z) = %
m m m.

Entdo, derivando P, encontramos a relagédo P/, (z) = Q-1 + Ry—1 €, portanto,

1
Ay + Bt + Crot = / (Por(2) + P (2))e” dz = P(1)e — P(0) = 0, para todo m > 1.
0

Agora, vamos derivar R,,.
mxm_l(aj —1)™(z—-1) N (m+ 1)a™(x—1)™

m! m!
mz™(z — 1)  maz™ (x - 1)™ n (m+ 1)a™(x—1)™ (16)

Ry (w) =

m! m! m!

=2mP,(x) + Py — Rip—1.
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2™(x—1)"(z —1)

Como R,, = i = Qm(x) — Py(x), usando (16), obtemos
Rin(z) + R, (2) = Qm(x) + 2mPp(x) — Ryp—1(z).
Consequentemente,
1
By + 2m Ay — oy = /(Rm(:z:) + By (2))e” dn = Bp(2)e”]] = 0. (17)

Por fim, a propria relagao R,, = Q,,(xz) — Py, (x) obtida acima, implica que P,,,(z) — Q. (x) +
0.

R,,(z) = 0 e imediatamente temos A,, — B, + C,, =

Prova da Etapa 2: Primeiramente observe que po = po+p1=1+1=2eqp =g +¢@ =1+0=1.

Calculando Ay, By e Cy, obtemos

1
0

1

1
Boz/ a:ezdx:(z—l)exozlzpl—qle (18)
0

1

=2—e=py — g€
0 P2 —q2

1
Co :/0 (x —1)e* do = (x — 2)e”

Suponhamos que valha para m, vamos provar que as relagées valem para m + 1.

Pela Etapa 1, temos que
Apy1= -8B, —Cp,

= —(P3m+1 — @3m+1€) — (P3m+2 — G3m+2€)

= —(P3m+1 + P3m+2) + (@G3m+1 + Gam+2)e

= @3m+3€ — P3m+3

= 43(m+1)€ — P3(m+1)>

Bpy1=—-2(m+ 1)Apn41 +Chy

= —2(m + 1)[Q3(m+1)€ - Pg(m+1)] + D3m+2 — ¢3m+2¢€
= 2(m + D)p3(m+1) + P3m+2 — [2(m + 1)g3(m41) + @am2)e

= P3(m4+1)+1 — 43(m+1)+1€

Cm+1 = Bmy1 — Apt

= P3(m+1)+1 — 93(m+1)+1€ — (Q3(m+1)€ - p3(m+1))
= P3(m+1)+1 T P3(m+1) — (@3(m+1)+1 T @3(m+1))€
= DP3(m+1)+2 — 43(m+1)426€-
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Prova da Etapa 3: Pelo Corolario 2.3, a sequéncia (Z—m) converge para a fragao continua

m

[1;0,1,1,2,1,1,4,1,1,6,--- ,2(m —1),1,1,2m, - - -]

que coincide com

[2;1a251a1543131767"' a2(m_1)71>1’2m7"']7

onde, na Ultima representagao, ag = 2, asm—1 = 2m para m > 1 e a, = 1 para todos os outros

indices k.

Por outro lado, as relacdes

Am = @3me — P3ms  Bm = D3m+1 — @Bmrie € Oy = D3m42 — @3m—2€

implicam que
Am P3m By, P3m+1 C'm P3m+2
—=e—-—, =e— e =e— —.
q3m q3m 43m+1 43m+1 q3m+-2 qd3m+2

e 1
Como claramente P, (z)|, |Qm(z)| € |Rn(z)| s@o limitados por - e, consequentemente,

|Am|, | Bm| € |Cr| s@o limitados por e, para todo m, concluimos que

. . B . C
lim =™ = lim = lim =0
m—00 q?)m m—00 Q3m+1 m—00 q3m+2

Portanto e = lim;;, 00 Pm ¢ isso conclui a prova da Etapa 3 e consequentemente a prova de
m

que

e=[2:1,2,1,1,4,1,1,6,--- ,2(m —1),1,1,2m,---].

Com esse resultado, temos uma demonstragao formal da irracionalidade do nimero e, pois

possui uma fragao continua infinita.

7 Consideracoes finais

Este foi um trabalho de revisao bibliografica em que os autores estudaram um tema que,
aparentemente, é pouco estudado no ensino basico. A ideia foi de realizar um estudo aprofundado
do tema, mas também trazer algo que fosse mais palpavel e que professores do ensino basico
pudessem apreciar esse tema e, até leva-lo aos seus alunos, em situagdes mais simples, como por
exemplo na obtencao de aproximagdes da raiz quadrada (ndo exata) de nimeros naturais.
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Dessa forma, acreditamos que este trabalho possa servir como um primeiro contato com o
tema de fragdes continuas, como também, servir de motivagao e inspiracao para as pessoas que

pretendam realizar um estudo mais profundo do assunto.
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