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Resumo: Neste trabalho, apresenta-se o método da exponencial de operadores, que consiste em uma técnica
para resolver equagdes diferenciais parciais (EDPs) que envolvem operadores lineares com a caracteristica
de invariancia. Partindo da ideia baseada nas simetrias de Lie, propde-se uma representagao de uma solugao
em termos de uma exponencial de um operador linear, que é obtida através da expansao da exponencial em

uma série de poténcias e do uso de uma técnica de aproximacao para lidar com cada termo da série. Essa
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técnica envolve a decomposicao do operador em uma soma de dois ou mais operadores simples, que podem
ser resolvidos de forma exata e, portanto, sem a necessidade de se falar sobre andlise de convergéncia,
estabilidade ou erros envolvidos na aproximacao dos operadores diferenciais envolvidos. Resolvem-se cinco
equacdes diferencias parciais de primeira ordem, verificando o carater exato das solugdes encontradas, além
da ilustragao das mesmas em forma grafica.

Palavras-chave: simetrias de Lie; exponencial de operadores; equagao diferencial parcial; solugao exata.
Abstract: In this work it is presented the exponential method of operators is presented, which consists of a
technique for solving partial differential equations (PDE) that involve linear operators with the characteristic of
invariance. Starting from the idea based on Lie symmetries, we propose a representation of a solution in terms
of an exponential of a linear operator, which is obtained through the expansion of the exponential in a series of
powers and the use of an approximation technique to deal with each term in the series. This technique involves
decomposing the operator into a sum of two or more simple operators, which can be exactly solved and, the-
refore, without the need to talk about analysis of convergence, stability or errors involved in the approximation
of the differential operators involved. Five first-order partial differential equations are solved, verifying the exact
nature of the solutions found, in addition to their illustration in graphic form.

Keywords: Lie symmetries; exponential of operators; partial differential equation; exact solution.

Resumen: En este trabajo, se presenta el método de la exponencial de operadores, que consiste en una
técnica para resolver ecuaciones diferenciales parciales (EDP) que involucran operadores lineales con la ca-
racteristica de invariancia. Partiendo de la idea basada en las simetrias de Lie, se propone una representacion
de una solucién en términos de una exponencial de un operador lineal, que se obtiene mediante la expansién
de la exponencial en una serie de potencias y del uso de una técnica de aproximacion para tratar con cada
término de la serie. Esta técnica implica la descomposicion del operador en una suma de dos o mas operado-
res simples, que pueden resolverse de forma exacta y, por lo tanto, sin la necesidad de hablar sobre analisis
de convergencia, estabilidad o errores involucrados en la aproximacion de los operadores diferenciales impli-
cados. Se resuelven cinco ecuaciones diferenciales parciales de primer orden, comprobando la naturaleza
exacta de las soluciones encontradas, ademas de ilustrarlas en forma grafica.

Palabras clave: simetrias de Lie; exponencial de operadores; ecuacién diferencial parcial; solucién exacta.
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1 Introducao

A obtencdo de solugdes exatas para equacdes diferenciais parciais (EDPs) desempenham
um papel crucial em varias areas da matematica, fisica e engenharia, permitindo validar modelos
tedricos. Quando se tem uma solugao exata para uma EDP, é possivel comparar os resultados
tedricos com os resultados numéricos ou experimentais. Isso ajuda a garantir que os modelos este-
jam corretos e que as previsoes teoricas se alinhem com a realidade observada. Solugoes exatas
frequentemente fornecem uma compreensao profunda dos fenémenos fisicos ou matematicos sub-
jacentes. Elas revelam caracteristicas importantes das equacdes, como simetrias, comportamento

assintoético e propriedades de estabilidade.

Ao longo dos anos diversos pesquisadores se debrugaram na busca de métodos capazes de
gerar solugoes exatas para equagodes diferenciais parciais (Ibragimov, 1999; Olver, 1987). Diversas
dessas propostas de solucdes serviram como ponto de partida para a generalizacao e extensao das
equacglOes para casos mais complexos ou situagdes especiais. Isso permite estudar uma variedade
de cenarios e condicdes diferentes. Além disso, em muitos campos da engenharia e ciéncia, como a
dinamica de fluidos, a transferéncia de calor e a propagacao de ondas, solucoes exatas sao funda-
mentais para projetar sistemas eficientes e seguros, otimizar processos industriais e tomar decisoes

importantes.

Nesse sentido, o método das simetrias de Lie € amplamente utilizado na fisica tedrica para
resolver equacdes diferenciais em diversas areas, como a teoria da relatividade, a mecanica quantica
e a mecanica dos fluidos. Além disso, esse método tem aplicagcdes na matematica pura, incluindo
a classificacao de equagdes diferenciais e a teoria de grupos de Lie (Georgi, 2000; Gilmore, 2008;
Zee, 2016).

Com intuito de obter uma estrutura de solugao que possa ser estendida para serem resol-
vidas de maneira exata, propde-se neste trabalho uma representagdo de uma solugcao em termos
de uma exponencial de um operador linear. Essa representacao é obtida através da expansao da
exponencial em uma série de poténcias e do uso de uma técnica de aproximagao para lidar com
cada termo da série. Essa técnica envolve a decomposicao do operador em uma soma de dois ou
mais operadores simples, que podem ser resolvidos de forma exata. Essa técnica esta fundamen-
tada nas chamadas simetrias de Lie, que sdo mudancas de variaveis capazes de transformar uma
solugao exata em outra solucao exata para a mesma equagao. Essas simetrias estao implicitamente

determinadas através de grupos de operadores responsaveis pelas transformagoes.
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Nesse sentido, para mostrar a viabilidade da metodologia proposta, propde-se a resolucao de
cinco equagoes diferenciais parciais, mostrando o carater exato da solugao, apresentando graficos
ilustrativos das mesmas. Devido ao carater exato da solucao, dispensa-se o estudo da analise de

convergéncia, estabilidade ou erros gerados e propagados como em métodos numéricos e hibridos.

2 Metodologia

De forma resumida, grupos de Lie sdo conjuntos de operadores diferenciais de primeira or-
dem, denotados por v;, € chamados operadores infinitesimais do grupo de simetria admitido pela

equacao diferencial (lbragimov, 1999), que possuem a seguinte propriedade:

e fx,y,..) = g(x,y,...). (1)

Essa propriedade pode ser interpretada como a aplicacdo da exponencial de um gerador

sobre uma solucao exata f de forma a produzir uma nova solucao exata, dada por g.

A obtencao do grupo de simetria de Lie que gera simetrias de solugdes exatas de determi-

nada equacao diferencial, se baseia na resolucao do problema de valor inicial dado por

of _

r= 2
para e = 0. Aqui, V' corresponde a um operador linear de primeira ordem. O operador V' é definido
no espago das fungdes diferenciaveis de € para a fungao f, a qual aparece na equagao (1). Cabe
ressaltar que nem sempre é facil identificar as simetrias adequadas para um determinado conjunto
de equacoes diferenciais. Nesse sentido, encontrar o grupo de transformacdes que preservam as
equagoes € uma tarefa que pode ser complexa e envolver tentativa e erro. Além disso, nem todas
as equacoes diferenciais possuem simetrias significativas que possam levar a simplificacdes ou
solugoes exatas. Em muitos casos, as simetrias podem nao ser ébvias ou simplesmente nao existir

para as equagOes dadas.
A solucao da equacao (2) é conhecida (Boyce; DiPrima; Meade, 2010) e é dada por

f =[] fo, (3)

onde f; € a condicao inicial para e = 0 e V & um operador linear de primeira ordem. Isso implica na
aplicacao da exponencial do operador V' sobre f,. Esse operador VV € uma combinacao linear dos

proprios geradores do grupo de simetria v;, 0s quais formam o grupo de Lie propriamente dito.
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O processo da aplicagdo de [e“V] se da via expansdo em série de Taylor da forma

27/2 Ekvk

[eev}f0=f0+[€V]f0+%f0+‘”+ 7l

Jot+--, (4)

onde V* representa a k-ésima poténcia do operador V aplicado em f,. Para varias classes de
equacoes diferencias ja se conhece os geradores infinitesimais e eles podem, em geral, ser escritos

como
[eeVl +€V2+"'+5Vk] fo (5)
)

onde obtém-se uma nova solucdo exata a partir da aplicacao do grupo de simetria sobre a solugao
prévia fy. Fica claro que para a aplicagao da equagao (5) existe a necessidade de manipulagao da
exponencial do grupo, representado como combinacgéo linear de todos os geradores infinitesimais.
Admitindo que esses geradores comutem entre si, isso possibilita aplicar a exponencial em cada

gerador individualmente, da forma

[eevl [eeVQ... [egkao]]] = h. (6)

A comutatividade dos geradores significa que eles podem ser permutados sem alterar o
resultado das operacoes. Essa suposicao € crucial para a aplicagao das regras de manipulacao
da exponencial de forma direta e eficaz. No contexto das equacdes diferenciais, a comutatividade
dos geradores permite que a exponencial do grupo seja expressa como uma combinagao linear dos
geradores, como mostrado na equacgéao (5). Isso simplifica o processo de aplicagdo da exponencial
sobre uma solugao prévia, resultando em uma nova solugao exata. Caso nao seja possivel aplicar
alguma regra de manipulagao de exponenciais de operadores, disponiveis na literatura (Dattoli et
al., 2001), a expansao em série de Taylor acarretara em grande dificuldade de manipular o grande
nuamero de termos da série, impossibilitando sua aplicagao em casos realisticos nos problemas de

fisica-matematica.

Na proxima seg¢ao vamos apresentar as regras de manipulagao de exponencial de operado-
res para equacodes diferenciais parciais de primeira ordem com coeficiente constante e variavel e

apresentar exemplos de aplicagdes da metodologia proposta.
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2.1 Regra para manipulacao de exponencial de operadores de primeira ordem com
coeficiente constantes

Considere a equagao diferencial de primeira ordem do tipo

oF
— = AF 7
8t ) ( )
cuja solugao formal é da forma
F=[ehdt| R, (8)

onde F; é qualquer funcao arbitraria que satisfaga a condicao inicial do problema (Boyce; DiPrima;
Meade, 2010).

Sendo A o operador diferencial A = —w-2, com w constante, entdo a equagdo % = —w2E
tem solugao dada por
F(z,1) = [e*wta%} . 9)

9 ~ ;. . ~
Uma vez que e “'a= tenha expansdo em série de Taylor, aplica-se sobre a fungdo Fy(z) e

escreve-se a equacgao (9) como

ren = [5G ()

k=0

Fy. (10)

Além disso, sendo F; uma funcao analitica, sabe-se que

_ OFy| | (Ax)* 0*Fy (Az)F 0% Fy
Folw+Ar) =B+ Al + =50 W ok s (1)
se Az = —wt, é facil ver que
F(z,t) = Fo(z — wt). (12)

Portanto, de forma geral, a regra da exponencial de operadores de primeira ordem com coe-

ficientes constantes pode ser obtida por

[ec%] Fy = Fy(x + ¢). (13)
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2.2 Regra para manipula¢ao de exponencial de operadores de primeira ordem com
coeficiente variavel

Considere a equagao diferencial de primeira ordem do tipo

=)o (14)
com A = G(x)a% e G(z) uma funcdo continua diferente de zero no dominio de interesse, que tem
solucao formal dada por

F(x,t) = {eG(m)ta%} Iy, (15)

com Fy uma fungao analitica arbitraria satisfazendo a condigao inicial do problema. Para desenvol-
ver a técnica de manipulacdo de exponencial de operadores com coeficiente variavel, basta fazer
uma mudanga de variavel, a fim de recair na mesma estrutura conhecida da regra anteriormente

desenvolvida para coeficientes constantes. Entdo, fazendo um mapeamento (z — u) de tal forma

que
(09 =2, (16)
podemos reescrever (14) como

cuja solucao formal, conforme desenvolvida anteriormente, para ¢ = 1, é da forma
F=F(u+t), (18)

sendo Fy qualquer fungao arbitraria que satisfaga a condicao inicial do problema. Pela regra da

cadeia sabemos que

OF  OF 0u
% - %% ) (19)
ou seja, oF
oz = ZF. (20)
oz u
Comparando com a equagao alvo original (16) depreende-se que
1
G(x) = 57> (21)
o
tem solucao dada por
1

Substituindo (22) na solugao formal (18), chega-se que
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F:F0</G(1x)da:+01+t>. (23)

Portanto, a regra de manipulagdo de exponencial de operadores para equacoes diferencias

parciais com coeficientes variaveis é dada por

_ 6@ _ b
F(z,t) = [e 5 }Fg(w) Fy (/ Gl +t> . (24)
2.3 Exemplos de solucao

Com intuito de exemplificar a metodologia proposta, apresentam-se a seguir cinco exemplos

de solugGes de equagles diferenciais parciais com condi¢des iniciais resolvidas de forma exata.

Exemplo 1: Seja o problema de valor inicial

OF _ 1 9F
ox T Oy (25)
F(l,y) =Iny
Reescrevendo a equagao (25) como
oF oF
Oiy = $%» (26)
identifica-se que G(z) = = . Assim, a equacao (26) tem solugao geral dada por
F = Fy(lnz + Cy +vy), (27)
e considerando C; = 0, chega-se que
F = Fy(lnz + y). (28)
Aplicando a condigao inicial dada em (25) na equagao (28) tem-se
F(1,y) = Fo(In1+y) =Iny. (29)
Portanto, a solugao do problema de valor inicial (PVI) é dada por
F(z,y) =In(Inx + y). (30)
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Verificando a solucao, nota-se que

oF _ 1 1 L oF_ 1 31)
Or Inzx+yz x(nzx+y) or  x(lnz +y)
e
OF 1 OF 1
— = 1 — = ) 2
oy Inz+y - oy Inz+y (32)
Substituindo as equacdes (31) e (32) em (30), nota-se que
1 1 1 1
Jj(x(lnx—}—y))_lnx+y:>lnx—|—y_lnm+y‘ (33)
Além disso, aplicando a condicao inicial percebe-se que
F(l,y)=In(Inl1+y) =In0+y =1Iny, (34)
portanto,
F(l,y) =Iny. (35)
Exemplo 2: Seja o problema de valor inicial
o =G TG, (36)

F(z,y,0) = (~1)°(lny)°

Considerando os operadores A = 2> & e B = y £, verifica-se primeriamente se [4, B] =
AB — BA =0 . E facil ver que:

i _ .20 9\ _ .2, 0% .
i) AB==x %(y@>—xyaxay,

i _ 0 (20N _,.2 0°
i) BA—ya—y(x %)—yx 507

Logo, por i) e ii), temos [A, B] = AB — BA = 0, ou seja, os operadores comutam.

Como os operadores A e B comutam, podemos aplicar as regras de manipulacdo de expo-

nencial de operadores.

Através de uma mapeamento (x,y) = (u, v), podemos reescrever

LOF _OF

= — 7
ox ou (37)
e
oF oOF
Yy oy o (38)

RIBEIRO, Aquiles Almeida; PETERSEN, Claudio Zen; CAURIO JUNIOR, Jorge Luiz Mello; TUMELERO,
@ Fernanda. Solugao exata para equagdes parciais baseado em simetrias de Lie pela regra de exponencial de
operadores. REMAT: Revista Eletronica da Matematica, Bento Gongalves, RS, v. 10, n. 2, p. e3001, 26 jul.

2024. https://doi.org/10.35819/remat2024v10i21d6913.




REMAT: Revista Eletronica da Matematica

10

Substituindo (37) e (38) em (36) temos

OF _9OF  OF
ot ou  Ov’
cuja solugao formal € da forma

F(x,y,t) = [e(%"'%)t} Ey.

Pela comutatividade dos operadores, temos que

Pla) = [o#) [o#] R,

(41)

que tem solucado conforme regra da manipulacio constante de exponencial de operadores para v da

forma

F(z,y,t) = [ea%t} Fo(u,v +1),

e para u

F(ZE,y,t):Fo(U+t,U+t)

Pela regra da cadeia sabemos que

OF _ OF du
dr  Ou dx

e
OF _9F dv
oy  Ov oy’

Pelas equacdes (44) e (45) temos, respectivamente,

OF _ 10F
ou % Ox

e
oF 1 OF
— =
v 5 oy

Além disso, pelas equagoes (37) e (46) temos

2 0F _ 1 OF
Ox % ox
e pelas equagdes (38) e (47) temos
,OF _ 1L 0F
oy g—; oy

(42)

(43)
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Percebe-se que, com a equagao (48), encontramos « da forma

1 1 1
$2:8u %:72:]>u:———|—01. (50)
T v v

Da mesma forma, pela equacao (49) encontramos v da forma

PRI S TR e (51)
oy dy y

Substituindo (50) e (51) em (43), encontra-se a soluc¢do geral exata de (36) como

1
F(x,y,t)—F()(—x +C1+t,Iny +C2+t> : (52)

Aqui, a solucao encontrada na equacao (52) é valida para qualquer funcao arbitraria Fy que

satisfaca a condicao inicial. Para aplicar a condicao inicial, basta fazer uma mudanca de variavel da

forma
s:—%—&-Cﬁ—i-t (53)
e
w=1Iny +Cy+1t, (54)
de tal forma que (52) possa ser escrita como
F(x,y,t) = Fy(s,w). (55)

Isolando s e w, respectivamente, em (53) e (54), temos que

-1
e (50)
e
y = ew=Cat). (57)

Aplicando a condicao inicial (36) ja escrita em termos das mudancas de variaveis, temos

Fy(s,w) = ( _11 >5<lne(w_cg)>5, (58)

s—C1

que pode ser reescrita como
Fo(s,w) = (s — C1)° (w — Ca)° . (59)

Voltando para as variaveis originais através de (53) e (54), respectivamente, temos a solucao

particular do problema (36) como

5
F(z,y,t) = <—31? +t> (Iny+1)°. (60)
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Exemplo 3: Seja o problema de valor inicial

oF _ 1 0F
ot 2 ox (61)

T
F(z,0) =sinz

Partindo da estrutura de solugao ja encontrada na Eq. (24), nota-se que

3
G(w):;zG(lx):$2:f>/le(z):/:L‘de:/ﬁd:v:a;—I—C'l. (62)

Portanto, a solucao geral é dada por

1'3
F:F0<3+t+01>. (63)

Considerando C; = 0, fica-se com

25
F=R <3—|—t>. (64)
Aplicando a condigao inicial
.73‘3 .73‘3
F(z,0) = Fy (3 + 0) =Fy (3> =sinz (65)

3

e fazendo z = & = z = V/3z = Fy(z) =sin (V/3z), chega-se que

3

F(z,t) —sin(3 3 <x3—|—t>> — F(z,t) :sin<\3/a?3+3t>. (66)

Logo, a solugao particular do PVI € dada por
F(x,t) = sin (\3/ 3 + 3t). (67)

Exemplo 4: Seja o problema de valor inicial

IF _ 4OF
ot ox (68)
F(z,0) = 2%sinx
Reescrevendo a equagao (68) como
oF OF OF 10F
o lor T ar it (69)
podemos partir da estrutura de solugao ja encontrada na equagao (24), na qual nota-se que
1 1 dt P
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Portanto, a solugao geral € dada por

F

Tomando C; = 0 tem-se

Aplicando a condigao inicial

2

Logo, a solucao particular do PVI € dada por

F(x,t) =

Exemplo 5: Seja o problema de valor inicial

oF _
ot

2
/2
F=F <2+:c>. (72)
0 2 e
F(z,0) = Fy <2—i—x> = Fy(x) = 2’ sinz = F(a,t) = <2+x> sin <2—|—x>. (73)
+2 L
(2 + ;U) sin (2 + x) (74)
0 ol
S +bE, abeR 75)

F(z,y,0) = z°y°

Considerando os operadores diferenciais A = a% e B

AB — BA =0, uma vez que:

; _ 9 (pa) _ 5 0
|) AB = A5 (b@) = abaxay’
i) BA=0b5 (af) = absy
Logo, [A4, B] = abag—gy - ab%

método da exponencial de operadores.

como

A solucao de (76) é dada por F =

[ C ) [

= b5, verifica-se que [A, B] =

Slo

= 0. Como os operadores comutam, podemos aplicar o

Considerando k£ = A + B, reescreve-se a equagao (75)

Aplicando a regra da exponencial de operadores na variavel y tem-se

o)
F = "% ebt@Fo(x,y) = F = e“t%Fo(:U,y + bt).
————

OF
— = kF. 76
! (76)
Fy e, ou seja,
t(ai_+bi) at2 bt
Foe\'92 7% — F = %oz ¢ 9y Fy(x,y). (77)
(78)
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Analogamente, aplicando a regra da exponencial de operadores na variavel x tem-se

F = e“ta%Fo(a:, y + bt). (79)

Portanto, a solugao geral € dada por

F = Fy(x + at,y + bt). (80)

Aplicando a condicao inicial tem-se que

F($7y70) 21'5?/5 :>F(l',y,0) :Fo(l’,y) :$5y5. (81)
Logo, a solugao do PVI é dada por

F(z,y,t) = (x +at)®(y + bt)°. (82)

3 Resultados

Nesta secao apresentamos os resultados graficos das solugées exatas encontradas para
as EDPs dos exemplos 1 a 5. Na Figura 1, apresenta-se a solugdo do Exemplo 1, para o qual

consideramos z,y € R,1 <z <100e 1 <y < 100.

Figura 1 — Grafico ilustrativo da solucao exata do Exemplo 1

100

Fonte: Elaboragcao dos autores.
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Analisando o grafico nota-se o crescimento lento da superficie no sentido positivo dos eixos

x € y no intervalo considerado.

Na Figura 2, apresenta-se a solugao do Exemplo 2, para o qual consideramos z,y,t € R, 1 <

r<2el<y<L2parat=0.

Figura 2 — Grafico ilustrativo da solucao exata do Exemplo 2

| 0.00
—-0.02
—-0.04
| —0.06
| —0.08
-0.10
-0,12

-0.14

—0.16

1.4 g 12 10
12 R

Fonte: Elaboragao dos autores.

Analisando o grafico nota-se o crescimento da superficie no sentido positivo do eixo = e
decrescimento da superficie no sentido do eixo y no intervalo considerado.
Na Figura 3, apresenta-se a solucao do Exemplo 3, para o qual consideramos z,t € R, 1 <

r<10e-1<t< 1.

Figura 3 — Grafico ilustrativo da solugao exata do Exemplo 3

Fonte: Elaboragcéao dos autores.
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Analisando o grafico observa-se o comportamento senoidal da superficie no sentido do eixo
x, em contrapartida pode-se observar um comportamento constante da superficie no sentido do eixo

t no intervalo considerado.

Na Figura 4, apresenta-se a solu¢ao do Exemplo 4, para o qual consideramos z,t € R, —3 <
r < 3e -3 <t < 3. Analisando o grafico observa-se a simetria da superficie em relagao ao eixo ¢

no intervalo considerado.

Figura 4 — Grafico ilustrativo da solucao exata do Exemplo 4

Fonte: Elaboragao dos autores.

Na Figura 5, apresenta-se a solucdo do Exemplo 5, para o qual consideramos x,y,t €

R,-3<z<3e-3<y<3et=0.

Figura 5 — Grafico ilustrativo da solugao exata do Exemplo 5

Fonte: Elaboragao dos autores.
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Analisando o grafico, observa-se o um crescimento da superficie quando = e y assumem
valores de mesmo sinal, comportamento inverso ocorre quando x e y assumem valores de sinais
opostos. Esse comportamento crescente e decrescente da superficie ocorre de maneira acelerada

nos extremos do intervalo considerado.

4 Conclusoes

Neste trabalho, apresentou-se uma metodologia para obtencao de solugdes exatas de equa-
¢Oes diferenciais parciais baseada nas simetrias de Lie, onde a solugao é determinada em termos
de uma exponencial de um operador linear. Esta é obtida através da expansao da exponencial em

uma série de poténcias e do uso de uma técnica de aproximacgao para lidar com cada termo da série.

A importancia de se obter solugcbes exatas para equagoes diferenciais parciais é crucial, uma
vez que essas solugdes tem uma aptidao relevante para gerar solugdes benchmark, para validar
resultados de métodos numéricos computacionais. Além disso, as solucdes de carater exato nao
possuem nenhum tipo de erro associado, proveniente das aproximacoes dos operadores diferen-
cias ou integro-diferencias, caracteristica dos métodos numéricos. Logo, ndao ha de se tratar aqui
sobre analise de convergéncia, estabilidade, problemas de condicionamento efc. Além disso, as
solugoes exatas nao carregam em sua formulagcdo aproximacao por séries de poténcias infinitas,
caracteristica das solugdes em representacao analitica, que necessitam, de certo modo, de uma
analise de convergéncia das solucoes em série, além da garantia dos problemas de inversao, muito

comuns nas referidas solu¢des por transformadas integrais.

A principal vantagem do método da exponencial de operadores aqui apresentado € que ele
pode lidar com equagdes diferenciais parciais complexas com muitos termos e variaveis. Além
disso, esse método permite que as solucdes sejam calculadas com alta precisao com baixo custo
computacional, tornando-o uma técnica computacionalmente eficiente. Ainda, essa ideia pode ser
estendida para geradores de ordem mais alta que um, desde que obedegam a comutatividade entre

Si.

O grande desafio da solucao exata por exponencial de operadores € que ele requer conhe-
cimento prévio dos operadores envolvidos na equacao diferencial, uma vez que precisamos garantir
comutatividade dos mesmos. Isso significa que a técnica pode nao ser adequada para resolver
equacles diferenciais parciais com operadores complexos, desconhecidos e, principalmente, nao

comutativos. Além disso, para a satisfagao das condigdes iniciais e condigdes de contorno requer-
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se uma escolha adequada de funcgoes arbitrarias que satisfagam as mesmas. Nesse sentido, como
perspectiva futura, pretende-se estender a ideia proposta para equagoes diferenciais lineares e ndo-
lineares de segunda ordem com coeficientes constantes e variaveis, a fim de verificar a validade e
restricdes da solugao proposta. Portanto, a metodologia empregada para os problemas abordados
pode ser estendida e aplicada para diversas areas da ciéncia, como a engenharia, com a vantagem
de se obter solucdes de baixo custo computacional e sem erros de aproximacao, devido ao carater

exato da solucao formulado.
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