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Resumo: Neste artigo, iremos resolver o problema do ponto mais visitado nos retangulos e nos paralelepipe-
dos, sendo que, nos quadrados, o problema ja se encontra resolvido em Santos e Castilho (2013). O problema
consiste no seguinte: delimitado um retangulo no primeiro quadrante do plano cartesiano e com vértice infe-
rior esquerdo na origem (0, 0), procuramos o ponto de coordenadas inteiras pelo qual passam mais caminhos,
cujas trajetérias sdo determinadas por passos de tamanho inteiro que sado dados para cima ou para a direita,
partindo da origem do sistema cartesiano e chegando no vértice superior direito (M, N) do retangulo. As
conclusbes que chegamos foram que o ponto mais visitado no retangulo M por N, com M > N, é o ponto
(1,0); nos paralelepipedos M por N por P, com M > N > P, o ponto mais visitado é o ponto (1,0, 0); nos
paralelepipedos regulares M por M por M, serd o ponto (1,1,1) para M = 2, e para M > 2 serdo 0s pontos
(1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1). Utilizamos, para os calculos, as ferramentas bésicas da Analise Combinatéria e o
Principio de Indugao.

Palavras-chave: ponto mais visitado; reticulados no plano; retangulo; paralelepipedo; analise combinatéria.

Abstract: In this article, we will solve the problem of the most visited point within rectangles and parallelepi-
peds, with the problem already solved for squares in Santos and Castilho (2013). The problem is as follows:
considering a rectangle in the first quadrant of the Cartesian plane with the lower-left vertex at the origin (0, 0),
we seek the integer coordinates through which the most paths pass. These paths are determined by integer
steps either upwards or to the right, starting from the origin of the Cartesian system and reaching the upper-
right vertex (M, N) of the rectangle. The conclusions we have reached are that the most visited point within
the M by N rectangle, with M > N, is the point (1,0); in parallelepipeds of dimensions M by N by P, with
M > N > P, the most visited point is the point (1, 0,0); in regular parallelepipeds of dimensions M by M by
M, the most visited point is (1,1,1) for M = 2, for M > 2 the points will be (1,0,0), (0,1,0), and (0,0,1). We
used basic tools of Combinatorial Analysis and the Principle of Induction for the calculations.

Keywords: most visited point; lattices in the plane; rectangle; parallelepiped; combinatorial analysis.

Resumen: En este articulo, resolveremos el problema del punto mas visitado en rectangulos y paralelepi-
pedos, siendo que, en el caso de cuadrados, el problema ya esta resuelto en Santos y Castilho (2013). El
problema es el siguiente: considerando un rectangulo en el primer cuadrante del plano cartesiano con el vér-
tice inferior izquierdo en el origen (0, 0), buscamos las coordenadas enteras por las que pasan la mayoria de
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los caminos. Estos caminos estan determinados por pasos enteros hacia arriba o hacia la derecha, partiendo
desde el origen del sistema cartesiano y llegando al vértice superior derecho (M, N) del rectdngulo. Las con-
clusiones a las que hemos llegado muestran que el punto mas visitado dentro del rectdngulo de dimensiones
M por N, con M > N, es el punto (1,0); en paralelepipedos de dimensiones M por N por P,con M > N > P,
el punto mas visitado es el punto (1,0,0); en paralelepipedos regulares de dimensiones M por M por M, el
punto mas visitado es (1,1,1) para M = 2,y para M > 2 seran los puntos (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1). Usamos
herramientas basicas del Analisis Combinatorio y el Principio de Induccién para los calculos.

Palabras clave: punto mas visitado; reticulados en el plano; rectdngulo; paralelepipedo; andlisis combinatorio.
Data de submissao: 14 de agosto de 2023.

Data de aprovacao: 20 de novembro de 2023.

1 Introducao

O problema do Ponto Mais Visitado (PMV) consiste no seguinte. Considere um retangulo cujos
vértices inferior esquerdo e superior direito sejam, respectivamente, (0,0) e (M, N),com M > N >
0. Considere caminhos saindo da origem (0,0) e chegando no ponto final (M, N), cujos passos
unitarios sdo dados sempre para a direita ou para cima, conforme ilustra a Figura 1, naqual M =5¢
N = 2, como exemplo. Entéo, perguntamos: por qual ponto (z,y), de coordenadas inteiras, passam

mais caminhos, excetuando os pontos obrigatérios (0,0) e (M, N)?

Figura 1: Exemplo de um caminho no retangulo 5 por 2

e =

(0,0 | 2 3 4

L

4

Fonte: Santos e Melo (2017, p. 90).

No caso do quadrado N por N, foi mostrado em Santos e Castilho (2013) que a resposta é o
ponto (1,1), bem como o seu simétrico (N — 1, N — 1), conforme ilustra a Figura 2.

No retangulo M por N, com M > N, o trabalho de Santos e Melo (2017) conjecturou que o ponto
(1,0) é o mais visitado por caminhos, por meio de testes computacionais em retdngulos até a ordem
150 por 149.

Para o paralelepipedo, realizou testes numéricos até a ordem 15 por 15 por 15 (Santos; Melo,
2017). Concluiu-se que no cubo 2 por 2 por 2, a solugdo é o ponto (1,1,1). Ja nos cubos de lado
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Figura 2: No quadrado, o problema j& esta resolvido: séo os pontos (1,1) e (N — 1, N — 1)
L
> e e

(0,0

I 4

Fonte: Santos e Castilho (2013, p. 3).

M > 2, os testes permitiram conjecturar que estdo empatados os pontos (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1),
enquanto que nos paralelepipedos nao regulares M por N por P, M > N > P > 0, os testes
permitiram conjecturar que o ponto (1,0, 0) seria a solugao.

O presente artigo pretende dar uma solucao definitiva para o problema do Ponto Mais Visitado
no plano e no espaco, isto €, resolver o problema nos retangulos e paralelepipedos, confirmando,

assim, as conjecturas levantadas na referida citacao.

2 Problema do Ponto Mais Visitado nos Retangulos

Nesta se¢ao, iremos abordar o problema nos retangulos.

Como se pode ver em Hazzan (2013) ou em Santos, Mello e Murari (2007), onde se utilizou
permutacdo com elementos repetidos, a quantidade Q(z,y) de caminhos que passam por um ponto
genérico (z,y) € a quantidade de caminhos que chegam até (z,y) multiplicada pela quantidade de
caminhos que saem de (z,y) e chegam em (M, N). Ou seja,

(z+y)! (M—z+N-—y)!

Qly) = alyl (M —z)/(N — )l )

O nosso objetivo é provar que, em retangulos do tipo da Figura 1, o ponto (1,0) € o mais visitado
por caminhos, ou seja, a fungéo Q(z,y) atinge o seu maximo no ponto (1,0), desconsiderando os
pontos obrigatérios de saida e chegada, (0,0) e (M, N), respectivamente. Logo, vamos provar o

seguinte Teorema:
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Teorema 2.1. Considere M e N naturais com M > N + 1. Entdo, paratodo(0 < x < M,0 <y < N,
naturais tais que (z,y) # (0,0) e (z,y) # (M, N), vale a desigualdade:

(z+y)! M-zt N-y! _[(M-1)+N!_

Q) == G =y = =i - L0

Demonstragdo. Observamos que provar o Teorema 2.1 € 0 mesmo que provar que o ponto (1,0) &

0 mais visitado por caminhos, no retangulo.

A tese que queremos provar € que, dado um ponto (z,y), que nao seja a origem (0,0) e nem o

ponto de chegada (M, N), entéo:

Q(z,y) < Q(1,0). (@)

Iniciemos a prova com duas observagoes relacionadas a simetria do problema.

Observacao 2.1. Vale a igualdade

Q(M *.’L’,N*y) = Q(ﬂf,y) (3)

De fato, da identidade (1), temos:

Q(M_va_y):

Observacao 2.2. Se provarmos a desigualdade (2) para todos os pontos tais que y < %a} entao
teremos provado para todos os pontos tais que y > %x Isto é, se provarmos para os pontos abaixo

da diagonal do retangulo, teremos provado para os pontos acima da mesma.

De fato, suponha provado que Q(z,y) < Q(1,0) para todo ponto (z,y) tal que y < %x e seja

(z0,0) tal que yo > f-x0. Entdo, definindo (z1,y1) = (M — z9, N — ), temos:

N
Yo > M"EO <

N
N—y0<N—Mxo <=

N
Y1 < M(M—:co) =
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N
Y1 < MﬁUl.

Portanto, para o ponto (z1,41), vale Q(x1,y1) < Q(1,0). Mas, pela observagao (2.1), Q(z1,y1) =
. . N
Q(x0,y0). Entéo, Q(xo,y0) < Q(1,0). Ou seja, vale (2) também para todo ponto tal que y > i

. N
Logo, precisamos provar o Teorema (2.1) apenas para 0s casos y < i
Observacao 2.3. E suficiente provar (2) parax # 0 ey # N.

Provemos essa afirmagéo. Pela observagao (2.2), podemos nos restringir aos pontos tais que
y < %x

Sex =0, entdo y < %az = 0 e portanto y = 0. Logo, (z,y) = (0,0), ponto que esta fora do
conjunto dos pontos a serem testados.

Sey = N,entdo y < %ZL‘ — N < %aj <— r>M < z= M. Logo, (z,y) = (M,N),
ponto que também esta fora do conjunto de pontos a serem testados.

Logo, concluimos que podemos supor x = 0 e y # N, lembrando que y < %1‘

Vamos fazer a prova por inducdo na soma x + y. Como x > 1, entdo, x +y > 1.

Se =z + y = 1, entdo o Unico ponto a ser testado € (1,0). Logo, Q(z,y) = Q(1,0) < Q(1,0), e 0
Teorema esta provado nesse caso.

Sex+y=2entdo,sexz =y =1,temos de y < %x que 1 < % absurdo pois M > N. Ja
sabemos que x nao é nulo. Logo, nos resta o ponto (2,0) a ser avaliado.

Nesse caso,

2A(M — 2+ N)!

Q2.0 = é!(M—z)!N! -

(M —2+ N)!
(M —2)IN!

Multiplicando e dividindo tanto por M — 1 quanto por M — 1 + N, temos que

(M—1)(M—1+N) (M—2+N)

CRO= Gy —11N) (=N
(M-14+N)!  M-1
(M—1)IN' M—-1+N

Q(1,0) - (M(]\—41_)2N < Q(1,0)-1=Q(1,0).

Logo, para o unico ponto tal que = + y = 2, também vale o Teorema. Vamos, portanto, supor
que 0 mesmo é valido para todos os pontos (z,y) tais que = + y = R > 2 e provar que vale para os
pontos tais que = + y + 1 = R + 1, pelo Principio de Indugao, em R.
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Na Figura 3, cujo exemplo ilustra um retangulo 10 por 3, o ponto (1,0) destacado em laranja é tal
que R = 1, ja testado, e (2,0) em marrom é tal que R = 2, também ja testado. A indug&o dara conta,
portanto, dos pontos: (3,0) em azul tal que R = 3, em cinza com R = 4, em vermelho, dois pontos
tais que R = 5, e assim por diante. Observamos que a quantidade de pontos tais que R = 3, 4 etc.,
depende da inclinagéo % da diagonal do retangulo.

Por exemplo, se a reta na Figura 3 fosse menos inclinada, talvez teriamos um unico ponto tal que

R =5.

Figura 3: Pontos e suas respectivas somas = +y = R

4ly l ’,’_,l_

Fonte: Figura construida no software Winplot pelos autores.

Por hipétese, portanto, é verdadeira a desigualdade

(z+y)! (M—z+N-—y)!
zly! ' (M — x)!/(N —y)! < Q(L,0), ()

para R=xz+y > 2.

No membro esquerdo, para seguirmos a prova por indug¢ao, substituimos = + y por x + y + 1,
onde podemos interpretar que x +y + 1 = (x + 1) + y, ou seja, x € acrescido em uma unidade e y
se mantém.

Dessa forma, fazendo esse passo, o novo ponto (x + 1,y) satisfaz o presente caso em que a
ordenada é menor ou igual a % vezes a abscissa, pois estamos supondo y < %x De fato, como
y < %:c entdo, y < %(:c + 1). Para o ponto seguinte, idem, conforme ilustra a Figura 4.

Além disso, para cada y, a indugao valera para qualquer z positivo tal que y < % inclusive
para o menor z positivo tal que y < %x Somando 1 a x na prova por indugao, entdo estaremos
provando o Teorema para toda a reta que contém os pontos (z,y), (x+1,y), (x+2,y), - - -, conforme
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Figura 4: Passo de indugéo sob areta y = i de inclinagdo —
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3 4
Fonte: Figura construida no software Winplot pelos autores.
ilustra a Figura 4.

Fazendo isso, o Teorema fica provado para qualquer 0 < y < N, logo, para todo o retangulo.

Sendo assim, seguindo a indugéo, apds a substituicao, (5) fica da seguinte forma:

(z+1+y)! [M—(z+1)+N -y
@t O] @ gy = O (®)

Multiplicando o numerador e 0 denominador tanto por M — z quanto por M —x + N —y, €
trabalhando os fatoriais, temos que

' (M - N —y)! M — 1
(@+y)! ( x+ Y) x r+y+ <0Q(1,0)
xly! (M—-—2)(N—y!'M—-—xz+N—-y xz+1

M-z z+y+1
. . < Q(1,0).
Quy) s Ny wr1 =000

Logo, é suficiente provarmos que

M—=x x+y+1<
M—-x+N -y z+1

Provemos, portanto. De fato, como = < M, entéo
Mx+rz< Mzr+ M
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2
=

—r<

S
S
+

N
Portanto, lembrando que y < Wi temos:

N
M

<
A
<=

z <

1(x+1).

_l’_

Logo,
(M+1)y<N(z+1) <

yM+y < Nz + N —
yM +y—yr < Nx+ N —yxr <
y(M —x) < (N —y)x+ (N —y) <~

y(M —z) < (z+1)(N —y) <

Comoy< Nex<M,

r+y+1 M-z <1
x+1 M-z+N-y "~

como queriamos demonstrar.

Portanto, a desigualdade (2) vale também para = + y + 1 e, portanto, por indugao, vale para toda
soma x + y.

Logo, esta provado o problema do Ponto Mais Visitado em retadngulos M por N, M > N, isto é,

Q(x,y) <Q(1,0),paratodo 0 <z < M,0 <y < N, (x,y) # (0,0) e (x,y) # (M, N). O

Pela simetria do problema observada em (3), concluimos que os pontos (1,0) e (M — 1, N) séo
0s pontos mais visitados.

Na Figura 5, estdo em destaque os pontos mais visitados no retangulo 7 por 4.

Na Figura 6, estao as quantidades de caminhos que passam por cada ponto, no retangulo 3 por
2. Nele, os pontos (1,0) e (2,2) sdo os mais visitados com seis caminhos passando por cada um
deles, ndo necessariamente os mesmos caminhos.
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Figura 5: Os dois pontos mais visitados por caminhos no retangulo 7 por 4

—41Y | | . _*_

£ A
W 4
¥ 2 3, 4 §F & 7

Fonte: Figura construida no Software Winplot pelos autores.

Figura 6: llustracao do Teorema no retangulo 3 por 2
1 376y 10
— 2 | @ *—

4 6 |6 |4

o(]6)

1 2 i

[

1

Fonte: Figura construida no Software Winplot pelos autores.

Para a demonstragdo do PMV nos paralelepipedos, separaremos 0s casos em que nao sao

cubos e 0s casos que sao cubos.

3 O PMV em Paralelepipedos nao Regulares

Analogamente aos casos do retangulo no plano, no espaco o paralelepipedo ndo regular possui
vértice na origem (0,0, 0) e a diagonal do mesmo finda no ponto (M, N, P), com M > N, M > P.
Os passos seguem o mesmo padrdo: sao unitarios e podem se direcionar apenas para o sentido
positivo de cada um dos eixos z, y e z, em qualquer ordem.

A Figura 7 mostra um paralelepipedo 2 por 1 por 1 e um caminho possivel destacado em verde,
da origem até o ponto de chegada (2,1,1).

Queremos provar que o ponto mais visitado no paralelepipedo M por N por P, com M > N >

P > 0éoponto (1,0,0), por meio do Teorema:

Teorema 3.1. No conjunto dos numeros naturais, se M > N > P > 0 vale a desigualdade

(x+y+2) (M—x+N—y—|—P—z)!<(M—l—I—N—I—P)!
xlylz! (M —2)(N —y)(P—2)! = (M—-1)INPl ~
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Figura 7: Um caminho possivel no paralelepipedo nao regular

‘Z

Fonte: Figura construida no Software GeoGebra pelos autores.

paratodo0 <z < M,0<y<N,0<z<P,(z,y,2) # (0,0,0) e (x,y,2) # (M, N, P).

Demonstragcdo. De fato,

_(rt+y+2) M-+ N—-y+P—2)!
Qa,y,2) = alylzl (M —z) (N —y)(P—2)!

[(z+y)+2z)! (M+N—-(z+y)+P—2)!

xly!z! (M — x)!(N —y)}(P — 2)!

[(e+y)+2! (@ +y)! (M+N—(z+y)+P-2) [(M+N—(z+y)] _
(x+ylz!  zlyl [(M+N)—(z+y)(P—2)! (M—2z)(N—-y)!

([(az+y)+z]!' (M+N—(9c+y)+P—z)!> ((z+y)![(M—|—N)—(:p+y)]!>
(x+ )zl [(M+N)—(z+y)](P-2)! aly! (M —2)(N —y)!

(7)

Nessa ultima expressdo, vamos usar o resultado ja provado nos retdngulos, em cada um dos
conteudos dos dois parénteses maiores: no que consta dentro dos parénteses maiores da esquerda,
tomemos yo =z +y < M + N.

Pelas hip6teses do Teorema, sabemos que M + N > P e z < P, para o paréntese maior da
esquerda. No paréntese maior da direita, M > N.

Assim, aplicando o Teorema (2.1) nos retangulos M + N por P, e M por N, respectivamente,

vale:

(7) < Q(L,0)(m4n,p) - Q(L0)(ar vy =
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[(M+N)—1+P\ ([(M—-1)+ NI\ _
<(M+Nmm!><(MUWI>_

(M+N+P—-1)!(M+N-1)!
(M+N-1!P (M—1)Nl

(M+N+P—1)
(M = 1)IN1P!

= Q(l, 0, 0)7

como queriamos demonstrar. O

4 O PMV nos Cubos

Nos cubos de lado inteiro M > 1, a quantidade de caminhos que passam por um ponto (z, vy, 2)

€ dada por:

(x+y+2)! BM —z—y—2)!
alylzl (M — 2)/(M — /(M — 2)!’

Qz,y,2) =

Observe que

B B  BM-1)!
Q(1,0,0) = Q(0,1,0) = Q(0,0,1) = =DM
Também,
Q(a,b,c) = Q(a,c,b) = Q(b,a,c) =...=Q(c,b,a).

No cubo de lado M = 1, excetuando a origem e a chegada dos caminhos, sé existem os pontos
(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (1,1,0), (1,0,1), € (0,1, 1).

Pela simetria da férmula de @, basta analisarmos Q(1,0,0) e Q(1,1,0), com M = 1:

Ou seja, todos esses pontos sdo 0s mais e igualmente visitados por caminhos.

No cubo de lado M = 2, o ponto mais visitado é o ponto (1, 1, 1), conforme j& provado numerica-
mente em Santos e Melo (2017), dado que para esse caso a baixa quantidade de pontos a serem
testados torna facil a verificagdo computacional. Esse é o Unico caso que o ponto mais visitado nao
segue o padrao dos demais cubos.

Assim, os casos M =1 e M = 2 ja estao resolvidos e pacificados.

Para o cubo de lado M com M > 3, vamos provar que o ponto (1,0,0) € o mais visitado. Isto é,
vamos provar o Teorema:
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Teorema 4.1. Dado M > 3, entdo

(x+y+2) BM —z—y—2)! < (3M —1)!

Q(x,y,z) = 2yl ’ (M_x)l(M_y)l(M—z)| - (M— 1)!M!2

= Q(170>O)a (8)

em que z, y e z Sdo naturais menores ou iguais a M, com (z,y, z) # (0,0,0) e (z,y,z) # (M, M, M).

Demonstragdo. A demonstragdo guarda semelhanga com o caso dos retangulos.

Vamos dividir em trés casos, a depender de qual variavel é maior do que as outras duas:

1z >vy,z,

2)y > w2,

3)z>uz,y.

Comecemos com o primeiro caso: = >y € x > z.

Vamos usar indugéo sobre a soma z +y + z = R.

No cubo arbitrario de lado M > 3, vamos tratar diretamente os casos R = z +y + z = 0,
R=x+y+z=1,R=2+y+2=2e R=x+y+ z=3, para depois fazer indugao sobre R > 3.

Para R = 0, temos = = y = z = 0, 0 que contraria as hipéteses.

Para R = 1, entdo, como =z > y e = > 2z, apenas um ponto podera ser analisado, o ponto
(1,0,0). Logo, Q(z,y, z) = Q(1,0,0) e esta provada a desigualdade (8), que, para esse caso, € uma
igualdade.

Para R = 2, como x > y e x > z, poderemos analisar apenas trés pontos: (1,1,0), (1,0,1)
e (2,0,0), sendo que as duas primeiras possuem simetria na fungéo @. Logo, reduzem-se a dois
pontos 0 nosso campo de analise para R = 2.

Provemos (8) em cada um:

Q(1,1,0) < Q(1,0,0) <

BM-2! _ (3M—1)
(M — 1)12M! = (M — 1)IM2
2 _3M-—1

M-—1)!— M

2!

3M -1
<

2
- M

OM < 3M —1 =
M <1 =
M >1,
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0 que é verdade.

Tomemos o ponto (2,0, 0), para finalizar o caso R = 2:

Q(2,0,0) < Q(1,0,0) <~

_2 M2 (3M 1)
20 (M —2)IM'12 — (M —1)!M2
3M —1
1<
- M-1

M—-1<3M-1 < M >0,

efindoestdocaso R=x+y+ 2z =2.
Agora, o0 caso R = 3.

Se z+y+ 2z = 3, temos, a menos de simetria, trés pontos para serem analisados, lembrando que

estamos no caso 1), em que = > y, z: (3,0,0), (2,1,0) e (1,1,1). Note que (2,0,1) é redundante.

Fazendo ponto a ponto, temos:

3 (3M —3)! (3M —1)!
Q(3,0,0)= ;- (M — 3)1M12 = (M —1)!M12

(3M —1)(3M — 2)
LT —2)

(M —1)(M —2) < (3M —1)(3M —2) <
M? —3M +2<9M? —9M 4+ 2 —
SM? —6M >0 «—
IM(4M —3) >0 —

M >

)

o

0 que € verdade.

Agora, o ponto (2,1,0):

3! (3M — 3)! __(3M 1)

Q(2,1,0) = E ) (M_Q)!(M_ 1)'M' - (M— 1)!M!2

3 _(BM-1)(3M-2)
(M —2)1 = M!
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(3M — 1)(3M — 2)
L)

3M? —3M < 9M? —9M + 2 <—
6M? —6M +2>0 —

3M? —3M +1>0,

0 que é verdade para todo M > 0, pois o discriminante € A = —3 < 0.

Finalizando o caso R = x= + y + z = 3, temos:

Como

entao,

(3M — 1)!

(3M — 3)! B
= Q(L0.0) = 5 —ynm

Q(l,l,l)::&!-m_
1 _(BM-1)(BM-2)

6 (M —1)12 ~ M2

6 _(BM-1)(3M-2)
(M—1)2 = M2(M—1)2

6M2 < 9M? —OM + 2 «—

3M? —9M +2>0 <

<9—\/81—240 >9+\/81—24
- 6 - 6

9 — /57 >9+\/§
— 6 .

uM

M< ———ouM

94++57 947
6 > 6 ’

M < 0,333...

ou

M > 2,666...

—

Cls
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M >3,

que € exatamente a hipétese de nosso Teorema. Note que esse Ultimo ponto testado (1,1,1), que é
0 mais visitado no caso M = 2, mostrou-se portanto ndo ser o mais visitado para M > 3, 0 que era
de se esperar.

Isso finalizaocaso R=xz+y + z = 3.

Logo, varremos todos os possiveis pontos do cubo de lado arbitrario M > 3 taisque R =1, 2 ou
3, no presente caso = > v, 2.

Usando indugao, portanto, suponha que o Teorema 4.1 valepara R=x+y+z>3com M >3
e provemos que valepara R+ 1=z +y+ 2+ 1.

Logo, supomos valido que

(x+y+2)! BM —z—y—2)!
alylzl (M — 2)/(M — y)/(M — 2)!

< Q(1,0,0).

Para provarmos o caso x + y + z + 1, vamos admitir que estamos somando 1 na variavel x.

Ao darmos esse passo, observamos que o0 novo ponto (x + 1,y, z) ainda satisfaz a presente
condicdo de que a primeira coordenada é maior ou igual as outras duas. De fato, como = > v, z,
entiozr +1 >y, 2.

E, assim como ocorreu na prova do retangulo, fixando y e z, a indugao valera para qualquer z tal
que x >y, z, inclusive para 0 menor z que o satisfaz. Fazendo o passo x + 1, estaremos provando o
Teorema para a reta no espago que contém os pontos (z + 1,y, 2), (z + 2,y, z) etc. Como y e z s&o
arbitrarios, o Teorema valera para todo o cubo.

Logo, queremos provar que

(x+14+y+2)! BM—z—y—2z—1)!
(z+D)lylzl (M —z— )M —y)/(M — 2)!

< Q(1,0,0). (9)

Multiplicando e dividindo por
BM —x—y—2)(M—x)
(M —z)3M —z—y— 2)

a expressao a esquerda da desigualdade acima, obtemos a seguinte expressao equivalente:

[z+14+y+2](z+y+2)! BM —-—z—-—y—2z-1)! (BM -z —y—2)[M —a
[z + 1]xly!z! (M —x—1)(M—-—y)/(M—2)! (M—-2)[8M—x—y— 2]
< Q(1,0,0)
<~
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(colocando os termos entre colchetes a direita)

(z+y+2)! BM —z—y—2)! Cp 14y +2)[M —a
zlylz! (M —2)(M —y){(M —2)! [z+1][BM —z —y — 2]

< Q(1,0,0)

—

(x+1+y+2)(M—2x)
(x+1)BM —z—y—2)

Por hip6tese de indugao, sabemos que

Q(z,y,2) < Q(1,0,0).

Entao, para provar (10), é suficiente provarmos que

(z+1+y+2)(M—z)
(:c+1)(3M—x—y—z)§1' (a7

Para tal, vamos provar dois lemas, que possuem as mesmas hipéteses do Teorema 4.1:

Lemad.d. y(M +1) < M(zx+1).

Lema4.2. z(M +1) < M(z+1).

Para provar o Lema (4.1), comecemos com as desigualdades

y < M,

que sao verdadeiras pelas hipéteses do Teorema (4.1) e considerando que estamos no caso 1),

x>y, 2.

Logo, temos:

My < M.
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Somando membro a membro com y < M, temos:

My+y< Mx+ M.

Enfim, y(M + 1) < M(z + 1).

De maneira similar, para provar o Lema (4.2), comecemos com as desigualdades

z < M,

que sao verdadeiras pelas hipéteses do Teorema (4.1) e considerando que estamos no caso 1).

Logo, temos:

Mz < Mzx.

Somando com z < M, temos:

Mz+z< Mx+ M.

Enfim, (M + 1) < M(z +1).

Voltando a desigualdade (11), queremos provar:

(z+1+y+2)(M—=x)
(x4+1)BM —z—y—z)

<1 <=

(+1+y+2)M—2)<(@+1)(M—z+M—y+M-—2) <
4+ DM -2)+y+2)(M—-2)<(z+1)(M—-2)+ @+ 1)(M—-y)+(x+1)(M —2) <=
(y+2) (M —2)<(z+1)(M—y)+(x+1)(M —2) <
yM — (yz) +zM — (z2) < aM — (zy) + M —y +aM — (z2) + M — z <=
yM +zM <aM+M—y+aM+M -z <
yM +zM +y+z <2M(z +1) <
y(M+1)+2(M +1) < M(z 4+ 1)+ M(z + 1),
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que é verdade pelos lemas (4.1) e (4.2), 0 que encerra a prova por indugao sobre R, para o caso 1),
T >y, 2.

Para os casos 2) € 3), y > x,z € z > x,y, respectivamente, o procedimento é analogo, com
apenas alguns ajustes. Basta fazer o seguinte.

Para y > x, z, na passagem da prova por indugao (9), basta considerar que estamos somando 1 a
y, Nao a x. A estratégia da demonstracao é a mesma. Os lemas (4.1) e (4.2) devem ser substituidos

por:
Lema4.3. (M +1) < M(y +1).
Lemad.4. (M +1) < M(y+1).

Ja para o caso 3), z > z,y, basta somar 1 a z na passagem de inducéao (9), e os lemas de apoio

sao:
Lema4.5. x(M +1) < M(z+1).
Lema4.6. y(M +1) < M(z+1).

O restante da prova é inteiramente analoga.
Fica provado, assim, o Teorema (4.1) para os cubos de lados M > 3.

O]

Com isso, encerramos todos os casos dos cubos de lados M > 1, sendo que, no caso M = 2, ja

estava solucionado em Santos e Melo (2017).

5 Conclusoes

Esté provado, portanto, o problema do Ponto Mais Visitado nos retadngulos, nos paralelepipedos
nao regulares e nos cubos, sendo que, para os quadrados, j4 estava solucionado em Santos e
Castilho (2013).

Os pontos mais visitados sao, portanto:

—

. ho quadrado M por M, o ponto (1, 1) (provado em Santos e Castilho (2013));

2. no retangulo M por N tal que M > N, o ponto (1,0);

w

no paralelepipedo M por N por P tal que M > N > P, o ponto (1,0,0);
4. no cubo de lado M = 1, todos os pontos (que ndo sejam a origem nem a chegada);
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5. no cubo de lado M = 2, o ponto (1, 1,1) (humericamente provado em Santos e Melo (2017));

6. no cubo de lado M > 3, o ponto (1,0,0) (igualmente, (0,1,0) e (0,0, 1)).

Como observacao final, podemos generalizar o caso dos paralelepipedos ndo regulares da segao
3 para paralelepipedos n-dimensionais ndo regulares. Aplicando a mesma ideia ora apresentada,
temos: dados Ny > N; > Ny, > ... > N, > 0, entao,

(Sim0w)! [S5a —ap]t [(Sieo i) 1]t
[0 (@) T [(N; —2)) = (No — D (V)
para0 < z; < N;,0<j <n, (zg,z1,...,25) # (0,0,...,0) € (0, 21,...,2n) # (No, N1,...,Ny).

Ou seja, o ponto (1,0,0,...0) &€ o mais visitado.
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