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Resumo: Neste trabalho propomos uma generalizagcao espacial do modelo de crescimento econémico AK
em uma dimensao espacial, o qual é descrito matematicamente por uma equacéo diferencial parcial pa-
rabdlica linear para o capital per capita da economia, com as correspondentes condigdes iniciais e de con-
torno. Obtemos solucoes em série de Fourier para o modelo considerando condi¢cdes de contorno de Dirichlet
homogéneas, de Neumann homogéneas e mistas homogéneas, e apresentamos exemplos numéricos do
modelo. Mostramos que o modelo com condi¢gdes de Neumann homogéneas constitui generalizagdo espa-
cial natural do modelo AK nao-espacial. Além disso, encontramos valores criticos minimos para a taxa de
poupanca da economia, de forma a garantir o crescimento persistente do capital per capita no longo prazo,
com as condigdes de Neumann homogéneas apresentando o menor valor, independente do tamanho ge-
ografico da economia, seguido das condigoes do tipo mistas e Dirichlet homogéneas, com o valor minimo
dependendo inversamente do tamanho geografico da economia nestes dois ultimos casos. Por fim, o modelo
AK espacial aqui proposto constitui exemplo interessante de aplicagao de equacgdes diferenciais parciais na
area de Economia.

Palavras-chave: modelo AK espacial; equacgdes diferenciais parciais; Séries de Fourier; crescimento eco-
némico; ecologia matematica.

Abstract: In this work, we propose a unidimensional spatial generalization of the AK model of economic
growth, which is mathematically described by a parabolic linear partial differential equation for the per capita
capital of the economy, with corresponding initial and boundary conditions. We obtain Fourier series solutions
for the model, considering homogeneous Dirichlet, homogeneous Neumann, and homogenous mixed boun-
dary conditions, and present numerical examples of the model. We show that the model with homogeneous

Neumann boundary conditions is a natural spatial generalization for the non-spatial AK model. Besides, we
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find minimum critical values for the saving rate of the economy that guarantee persistent growth of the per
capita capital in the long run, with homogeneous Neumann conditions presenting the lowest value, regardless
of the geographical size of the economy, followed by mixed and homogeneous Dirichlet-type conditions, with
the minimum value inversely depending on the geographic size of the economy in these last two cases. Finally,
the spatial AK model proposed here is an interesting example of application of partial differential equation in
the field of Economics.

Keywords: spatial AK model; partial differential equations; Fourier Series; economic growth; mathematical
ecology.

Resumen: En este trabajo proponemos una generalizacién espacial del modelo de crecimiento econémico
AK en una dimensién espacial, que se describe matematicamente mediante una ecuacién diferencial parcial
parabdlica lineal para el capital per capita de la economia, con las correspondientes condiciones iniciales y de
contorno. Obtenemos soluciones en series de Fourier para el modelo considerando condiciones de frontera de
Dirichlet homogéneas, de Neumann homogéneas y mixtas homogéneas, y presentamos ejemplos numéricos
del modelo. Mostramos que el modelo con condiciones de Neumann homogéneas constituye una generali-
zacion espacial natural del modelo AK no espacial. Ademas, encontramos valores criticos minimos para la
tasa de ahorro de la economia, a fin de garantizar el crecimiento persistente del capital per capita a largo plazo,
siendo las condiciones de Neumann homogéneas las que presentan el valor mas bajo, independientemente
del tamafno geografico de la economia, seguido de condiciones mixtas y de Dirichlet homogéneas, siendo el
valor minimo inversamente dependiente del tamano geografico de la economia en estos dos Ultimos casos.
Finalmente, el modelo espacial AK propuesto aqui es un ejemplo interesante de la aplicaciéon de ecuaciones
diferenciales parciales en Economia.

Palabras clave: modelo AK espacial; ecuaciones diferenciales parciales; Series de Fourier; crecimiento
economico; ecologia matematica.
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1 Introducao

O modelo de crescimento econémico AK é o modelo mais simples encontrado na literatura
econOmica a apresentar, endogenamente, crescimento persistente do capital per capita da econo-
mia no longo prazo. Esse resultado é obtido por meio do uso de uma fungao de producgao linear,
que associada com um crescimento exponencial, ou Malthusiano, da forca de trabalho, resulta em

uma equacao diferencial ordinaria linear governando a evolugao temporal do capital per capita da
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economia, cuja solugao é uma exponencial crescente, desde que a taxa de poupanca da econo-
mia seja grande o suficiente (Jones, 2000; Barro; Sala-I-Martin, 2004). Tal resultado contrasta com
o do modelo de crescimento de Solow-Swan, proposto de forma independente por Solow (1956) e
Swan(1956), que, ao considerar uma fungao de produgao nao linear do tipo de Cobb-Douglas (Cobb;
Douglas, 1928), s6 é capaz de apresentar crescimento do capital per capita no longo prazo se for

adicionado progresso técnico exogenamente no modelo (Jones, 2000; Barro; Sala-i-Martin, 2004).

O modelo de Solow-Swan nao-espacial ja foi objeto de generalizacées espaciais, conside-
rando movimentagao espacial difusiva do capital e/ou trabalhadores pela economia (Camacho; Zou,
2004; Brito, 2005) e mesmo, adicionalmente, movimentagao advectiva nao linear de trabalhadores
(Juchem Neto; Claeyssen, 2015). Quanto ao modelo AK, as generalizacdes espaciais difusivas
propostas até o momento foram consideradas apenas dentro de problemas mais gerais de con-
trole 6timo visando maximizar uma funcao de utilidade social (Boucekkine; Camacho; Fabbri, 2013;
Ballestra, 2016; Boucekkine et al., 2019; Hu; Lai, 2021), em que nao foi realizada a analise de
uma generalizagao espacial mais direta do modelo AK nao-espacial, sem considerar processos de

otimizacao (Jones, 2000; Barro; Sala-i-Martin, 2004).

Considerando esse contexto, neste artigo propomos uma generalizagao espacial unidimen-
sional do modelo AK, em um intervalo de tamanho finito, considerando uma economia com mao de
obra constante, em que o capital se movimenta difusivamente de regides onde é mais abundante
para regides onde € menos abundante no interior da economia. Matematicamente, o0 modelo pro-
posto é descrito por uma equacao diferencial parcial parabdlica linear, apresentando termos reativo
e difusivo, associada a uma condicao inicial e duas condi¢des de contorno na fronteira do intervalo.
Aqui, consideraremos trés tipos de condi¢cdes de contorno: condi¢cdes de contorno de Dirichlet ho-
mogéneas, representando o0 caso em que a economia € circundada por territorios hostis que roubam
ou destroem o capital que chega na fronteira; condigdes de contorno de Neumann homogéneas,
onde a economia espacial € uma autarquia, com nenhum capital podendo passar pela sua fronteira
com o exterior (caso que argumentamos ser a generalizacao espacial natural do modelo AK tradici-
onal ndo-espacial); e condigdes de contorno mistas homogéneas, onde nenhum capital pode passar
pela fronteira esquerda e onde todo capital que chega na fronteira direita € roubado ou destruido por

um vizinho hostil.

s

E interessante observar que o modelo AK espacial aqui proposto, quando associado a
condicdes de contorno de Dirichlet homogéneas, apresenta a mesma estrutura matematica do mo-

delo KISS da area de Ecologia Matematica (Murray, 2002; Kot, 2003), o qual foi proposto por Skellam
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(1951) e Kierstead e Slobodkin (1953) na modelagem de florescimento de fitoplancton. Dessa forma,
o0 presente artigo, ao apresentar carater multidisciplinar envolvendo as areas de Economia, Ecologia
e Matematica, busca contribuir para a concepcao de que o dialogo entre areas, ao instigar a livre
troca de ideias, pressupostos e métodos, pode trazer resultados positivos a todas elas. Em particu-
lar, o modelo econémico aqui proposto pode constituir exemplo adicional aos encontrados em livros
textos sobre equagodes diferenciais, tais como Boyce e DiPrima (2010) e Zill e Cullen (2014), a ser
considerado em cursos introdutérios de equagdes diferenciais, quando abordam a equacgao do calor

unidimensional em dominio limitado e suas solugdes em série de Fourier.

O presente artigo esta estruturado da seguinte forma: na Secao 2 apresentamos o modelo
AK tradicional, nao-espacial, assim como sua solugido; na Secdo 3 propomos uma generalizacdo
espacial para o modelo AK e obtemos solugdes em série de Fourier para condicdes de contorno
Dirichlet, Neumann e mistas homogéneas, assim como valores criticos minimos para o tamanho
geografico e a taxa de poupanca da economia, de forma a garantir crescimento persistente do capital
per capitano longo prazo; na Secao 4 apresentamos alguns exemplos numéricos do modelo espacial
proposto, utilizando o software MATLAB (Chapra, 2013); e finalmente, na Se¢ao 5, apresentamos

nossas consideragoes finais.

2 Modelo AK nao-espacial

O modelo AK nao-espacial, usualmente encontrado na literatura econ6mica, descreve a
evolugao temporal do capital per capita agregado de uma economia, k(t), considerando uma fungao
de producao linear, Y (t) = AK(t), onde Y (¢) € a quantidade produzida do produto final agregado
da economia no tempo ¢ > 0, K(t) € o estoque de capital agregado no mesmo instante de tempo
e A > 0 & um parametro tecnolégico constante. Supondo que o capital se deprecia a uma taxa
constante § € (0,1), temos que a taxa de variagéo temporal do estoque de capital da economia, K,

sera igual ao investimento liquido:
K =sAK — 0K = (sA—0)K, K(0) = Kg > 0, (1)

sendo s € (0,1) a taxa de poupanga constante da economia, sAK o investimento bruto, /K a
quantidade de capital depreciado no tempo ¢t e Ky > 0 0 estoque de capital inicial. Por outro lado, o
modelo considera que a mao de obra plenamente empregada na economia, L(t), cresce a uma taxa
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constante a € (0,1), conforme a equagao:

L =aL, L(0) = Ly > 0, 2)

sendo Ly > 0 a quantidade de trabalhadores inicial.

Definindo o capital per capita agregado da economia como k =

&, podemos reescrever o

sistema de equagoes diferenciais ordinarias (EDOs) lineares dado por (1)-(2) como uma tnica EDO

linear:
. K
k=[sA— (a+9)k, k(O):kozL— > 0, (3)
0
cuja solucao é dada pela fungao exponencial:
k(t) = koelsA—(erollt, (4)

Desta forma, para o caso em que s > “Tﬂré, i.e., quando a taxa de poupanca for grande o suficiente,
temos que o capital per capita agregado da economia ira apresentar crescimento exponencial per-
sistente ao longo do tempo a taxa constante sA — (o + 6) > 0. Note que 0 mesmo ocorrera com o
produto per capita agregado, y = Ak, € com 0 consumo per capita agregado, ¢ = (1—s)y = (1—s) Ak,
da economia. Caso s = an‘s, entao essas variaveis permanecerao constantes ao longo do tempo, e
a economia permanecera estagnada. Por fim, se a taxa de poupanca da economia for muito baixa,
ie., s < "‘TT‘S, essas variaveis tenderao assintoticamente a zero, tendo como consequéncia o colapso

da economia no longo prazo.

3 Modelo AK espacial

Aqui propomos uma generalizagao espacial do modelo AK apresentado na Secao 2. Consi-
deramos que a economia espacial de tamanho geografico | > 0 existe em um intervalo compacto
dareta, Q = [0,!] C R, que a distribuicdo de mao de obra é espacialmente homogénea e constante,
L(z,t) = Ly > 0, ¥(x,t)", e que o capital tende a se mover de localidades onde é mais abundante
para localidades vizinhas onde é menos abundante. Sem perda de generalidade, podemos conside-
rar Lo = 1. Assim, temos que k(z,t) = K(x,t) e a equagao governando a evolucdo da densidade do

capital per capita da economia, k(z,t) > 0, € dada pela seguinte equagao diferencial parcial (EDP)

"No modelo AK nao-espacial, este caso ocorre quando a taxa de crescimento da mao de obra é nula, o = 0.
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linear com termos de reacao e difusao:

ki = (sA— )k + dkyy, x € (0,1), t >0

k(x,0) = ko(z) >0, x € [0,]

onde d > 0 é o parametro difusivo do capital (quanto maior for o valor de d, mais rapidamente
o capital se move de regides onde é abundante, para regides onde € mais escasso) e ko(z) € a
distribuicao inicial da densidade de capital per capita da economia. Como os parametros s, A, d e d

sao constantes, neste modelo o espago é considerado homogéno.

Para completar o modelo, ainda € necessario preescrever as condigdes de contorno na fron-
teira 9Q2 = {0, [} para o problema (5). Neste artigo iremos apresentar a solugao da equagao (5) con-
siderando trés tipos de condigdes de contorno homogéneas: condi¢cdes de contorno de Dirichlet ho-
mogéneas, k(0,t) = k(I,t) = 0, V¢t > 0, representando o caso em que a economia é circundada por
territérios hostis que roubam ou destroem o capital que chega na fronteira; condicées de contorno de
Neumann homogéneas, k. (0,t) = k.(l,t) = 0, V¢t > 0, onde a economia espacial € uma autarquia,
com nenhum capital podendo passar pela sua fronteira com o exterior; e condigdes de contorno
mistas homogéneas, onde nenhum capital pode passar pela fronteira esquerda, k,(0,¢) = 0, V¢ > 0,

e onde todo capital que chega na fronteira direita € roubado ou destruido, k(I,t) = 0, Vt > 0.

Antes de prosseguirmos, vamos reescrever o problema (5) em uma forma mais simples.

Seguindo Kot (2003), supomos que a solugao da EDP (5) € da forma:
k(z,t) = A=y (2, 1). (6)

Derivando parcialmente (6) e substituindo na equacao (5), obtemos a equacao do calor unidimensi-

onal em u:

up = dugy, x € (0,1), t >0

u(z,0) = ko(x), = € [0,]

sendo que as condi¢des de contorno correspondentes aos trés cenarios acima podem ser reescri-
tas, em termos da fungdo u, como: Dirichlet homogéneas u(0,¢) = u(l,t) = 0,Vt > 0; Neumann
homogéneas u,(0,t) = u,(I,t) = 0, ¥t > 0; e mistas homogéneas u,(0,t) = u(l,t) = 0, ¥t > 0.
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3.1 Solugao para condicoes de contorno de Dirichlet homogéneas

O modelo AK espacial com condigdes de contorno de Dirichlet homogéneas € dado por:
ki = (sA = 0)k + dkyy, x € (0,1), t >0
k(x,0) = ko(z) >0, x € [0,]] (8)
k(0,t) = k(l,t) =0, t >0
Este modelo é analogo ao modelo proposto por Skellam (1951) e Kierstead e Slobodkin (1953) —
usualmente conhecido como modelo KISS — na area de Ecologia Matematica para modelar o flores-
cimento de fitoplancton (Kot, 2003). Como observado acima, supondo k(z,t) = e(*A=9%y(z, ), pode-

mos reescrever (8) como o seguinte problema de valor inicial e de contorno envolvendo a equagao

do calor em uma barra finita:
up = dugy, x € (0,1), t >0
u(x,0) = ko(z) >0, z € [0,]] (9)
u(0,t) =u(l,t) =0,t>0

cuja solucao em série de Fourier, obtida via método de separacao de variaveis, é dada por:

ZAne (%) sen(m;x>,

e assim:
sA §—d(2r) } nmx
Z Ape sen ( l ) , (10)
sendo os coeficientes A,, dados pela condlgao inicial do problema pela da integral:
!
An—2/ ko(z)sen (@) de, n=1,2,3,.... (11)
I Jo l

A resolucao detalhada deste problema pode ser encontrada em Figueiredo (1997), Kot (2003) e

Farlow (2016), por exemplo.

O capital per capita espacialmente agregado da economia no instante ¢, k,(t), pode ser obtido

integrando (10) em relagao a variavel espacial x, no intervalo 2 = [0, []:
[ o0
l L—(=D"\ [sa-s-d(==)*]:
ka(t) = /0 k(z,t)dz = W;An <n> el ")) : (12)
onde os coeficientes A,, também sao dados por (11).

Neste modelo ha duas forgas opostas interagindo: por um lado, o movimento difusivo faz

com que o capital que chega a fronteira da economia seja destruido, assim como a deprecia¢ao
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econdmica do capital a taxa 4 faz o capital desaparecer; por outro, ha reproducao e crescimento do
capital per capita no interior da economia a taxa sA. Desta forma podemos nos perguntar qual é a
condicao sobre os parametros do modelo que garante que esta economia apresentara crescimento
econdmico persistente no longo prazo. A resposta a essa pergunta pode ser encontrada analisando
o sinal do coeficiente que multiplica ¢ na exponencial em (12). Se tal coeficiente for positivo para
n = 1, entdo havera crescimento da economia, e isto ocorrera quando:

sA—&—d(§)2>o,

0 que implica na seguinte inequagao:

3A>5+d<§)2. (13)

A condicao (13) nos diz que, se os parametros que reforcam o crescimento do capital na economia
(taxa de poupanga, s, fator tecnoldgico, A, e tamanho geografico, /) forem grandes em comparagao
com os parametros relacionados com a destruigao do capital (coeficiente de difusao, d, e taxa de

depreciacao do capital, 4), entdo havera crescimento do capital per capita no interior da economia.

No contexto econdmico do presente artigo € pertinente perguntar se ha um tamanho minimo
de territorio a garantir a sobrevivéncia da economia, no caso excepcional em que a economia es-
pacial sob analise esta enfrentando disputa territorial com guerra em sua fronteira. Por exemplo, se
vizinhos hostis invadem seu territorio e destroem o capital existente préximo a fronteira, isso implica
em uma diminuigao no tamanho [ da economia, o que tende a diminuir o crescimento do capital per
capita agregado, impactando negativamente, desta forma, sua economia (Auray; Eyquem; Jouneau-
Sion, 2014; Feigenbaum; Lee; Mezzanotti, 2022). Sendo assim, se a economia espacial enfrentar
uma diminuicao drastica de seu territorio, isso pode causar o seu colapso econémico? Mais preci-

samente, isolando / em (13), temos que a economia crescera se:

d
N =1, 14
I>7 A3 l (14)

Ou seja, se a economia espacial ver seu territorio ficar menor do que o tamanho critico I, = 7,/ ﬁ,

ceteris paribus, entao apresentara colapso econdmico, o que dara vantagem significativa as forcas
inimigas. Se seu tamanho ficar igual a I., entao seu capital per capita permanecera constante. Em

suma:
> [., entao k, crescera.

sel ¢ =1, entdo k, permanecera constante. (15)
< l., entao k, tenderé a zero.
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Em um cenario de normalidade, onde a fronteira da economia espacial esta consolidada e
[ é constante, podemos isolar a taxa de poupanga na condigao (13), parametro econdmico no qual
governos tém certo controle. Neste caso, k, crescera se:

s>i[5+d(7;>2] = 5. (16)

Ou seja, dados os outros parametros fixos, a taxa de poupanga da economia deve ser maior do que
a taxa de poupanca critica definida em (16), s., a fim de que o capital per capita cresga. Note que,
para que a condi¢ao (16) seja valida, é necessario considerarmos que os parametros do modelo

impliquem em s. < 1. Resumindo para todos os casos que podem ocorrer:

> s., entao k, crescera.
ses { =s., entdo k, permanecera constante. (17)

< s, entao k, tendera a zero.

No caso em que s = s,, por (10) temos que a economia convergira para o seguinte equilibrio
espacialmente nao-homogéneo estatico no longo prazo, i.e., quando ¢ — oo:

k> (z) = lim k(z,t) = Aysen <7sz) . (18)

t—o00

Aqui utilizamos a notacédo k°°(z) para denotar a distribuicao espacial do capital per capita no longo
prazo. Note que (18) apresenta o maior nivel de capital per capita exatamente no centro da economia
l

espacial, em =z = 5. Além disso, o capital per capita espacialmente agregado da economia (12)
2

convergira para o seguinte valor constante no longo prazo:

21
lim k,(t) = — A1 = kJ°, (19)
t—o00 s
onde utilizamos a notacao k5° para denotar o valor do capital per capita espacialmente agregado

que a economia consegue atingir no longo prazo, sendo o coeficiente A; dado por (11).
3.2 Solucao para condicoes de contorno de Neumann homogéneas

O modelo AK espacial com condicoes de contorno de Neumann homogéneas representa
uma economia autarquica na qual nenhum capital entra ou sai dela pela fronteira 012, de forma
que neste caso o capital sé desaparece devido a sua depreciagcdo econdmica natural a taxa 6. Tal
formulagdo para as condigées de contorno ja foram utilizadas na versao espacial do modelo de
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Solow-Swan (Juchem Neto; Claeyssen, 2015). Matematicamente temos que o modelo AK espacial

com condigdes de contorno de Neumann homogéneas € dado por:

ki = (sA — )k + dkyy, x € (0,1), t >0 up = dugg, x € (0,1), t >0
k(z,0) = ko(z) > 0, z € [0,1] k=eC 4z, 0) = ko(z) > 0, 2 €[0,]] (20)
ko (0,8) = kp(l,t) = 0, £ > 0 up(0,1) = ug(l,t) =0, t > 0

A resolugao deste problema por separagao de variaveis, que pode ser encontrada em Figuei-
redo (1997) e Boyce e DiPrima (2010), é dada por:

_ Ao acen | N~y [sAemd(mE) e (e
h(w,t) = e —i—;Ane cos ( l ) , (21)
sendo:
A4 1 [t —
D=7 | Rowyds = Tata), (22)
2 1/
onde kq(x) é o valor médio da distribuicao inicial de capital per capita em Q = [0,1], sendo os
coeficientes A,, n =1,2,3,..., dados por:
2 nwx
Ay = / ko (2:)cos (7) dr, n=1,2,3,... (23)
I Jo !

Como fol cos (%) dr = 0, o capital per capita espacialmente agregado da economia no instante ¢,
kq(t), € dado por:
l R
ka(t) = / k(z,t)dx = lko(z)e*A=01, (24)
0

Neste caso em que temos condi¢coes de contorno Neumann homogéneas, basta que sA —
0 > 0 a fim de garantir que este modelo apresente crescimento do capital per capita agregado da
economia, desde que a distribui¢do inicial kq(x) tenha valor médio positivo, independente do valor
dos outros parametros do modelo, ja que aqui o capital ndo € destruido na fronteira da economia.
Sendo assim, o primeiro termo do lado direito da equacao (21) se torna dominante para tempos
muito grandes:

k(z,t) ~ ko(z)e®*4=9t parat >> 1. (25)

Ou seja, no longo prazo todas as localidades da economia espacial tendem ao mesmo nivel de

capital per capita, sendo este sempre crescente.

Caso sA — § = 0, entdo temos que a economia converge para o seguinte equilibrio espacial-

mente homogéneo e estatico:

tlgglo k(x,t) = ko(x), (26)
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e todas as localidades da economia espacial ficam estagnadas no mesmo nivel constante de capital

per capita médio inicial ko(x).
Jase sA —§ < 0, entdo a economia espacial colapsa como um todo no longo prazo:

lim k(z,t) =0. (27)

t—o00

Em suma, definindo a taxa de poupanca critica s., neste caso independente do tamanho
geografico da economia, I:

Se = % < S, (28)

podemos ter 0s seguintes comportamentos para o capital per capita agregado:

> $., entdo k, crescera.
ses { = 5., entdo k, permanecera constante. (29)

< §., entao k, tendera a zero.

Considerando todos os casos para o valor de sA — §, podemos concluir que condi¢des de
contorno Neumann homogéneas eliminam, no longo prazo, qualquer desigualdade na distribuicao
de capital per capita inicial da economia, fazendo todas as localidades = € 2 da economia espacial

convergirem para 0 mesmo nivel de capital per capita.

Observacao: Os resultados (25), (26) e (27) sao consistentes com a solucao do modelo AK nao-

espacial (4), considerando o = 0 e kg = lko(x). De fato, se considerarmos a condigao inicial do

modelo espacial, ko(z), de tal forma que ko(x) = ’“TO temos que a solucdo para o capital per capita

agregado implicado por este modelo espacial, (24), é igual a solugao do modelo AK nao-espacial (4).
Assim, o modelo AK espacial com condigdes de contorno de Neumann homogéneas analisado nesta
segao pode ser considerado uma generalizagao espacial natural para o modelo AK nao-espacial

apresentado na Secao 2.
3.3 Solugao para condi¢oes de contorno mistas homogéneas

Este ultimo cenario € uma combinacao das condi¢coes de contorno utilizadas nos dois casos
anteriores, no qual a fronteira esquerda da economia espacial é isolada do mundo exterior, com
nenhum capital podendo cruza-la, k,(0,t) = 0, V¢ > 0, e a fronteira direita delimita a economia de

um vizinho hostil, com todo capital chegando la sendo destruido, k(l,t) = 0, V¢t > 0. Tal modelo
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pode entao ser escrito como:

ki = vk + dkyy, x € (0,1), t >0 up = dgy, x € (0,1), t >0
k(2,0) = ko(z) >0, € [0,]] k=€ $u(2,0) = ko(z) >0, z€[0,1]  (30)
ky(0,t) = k(I,t) =0, t >0 ug(0,8) = u(l,t) =0, t >0

cuja solugao, que pode ser obtida seguindo Figueiredo (1997), é dada por:
> [sAfszd(i(z”;ll)”)Q}t (2n — )7z
k(z,t) = ;Ane cos (21> , (31)

com os coeficientes:

l _
Ay, = ?/ ko(x)cos <(2an1)mj> dr,n=1,2,3,... (32)
0

Logo, esta solugao implica no seguinte capital per capita espacialmente agregado da economia no

instante ¢, k. (t):

ka(t) = /Ol k(z,t)dr = 2 f:An (H)W> JSA*d(Wﬂt. (33)

2n —1

Desta forma, a fim de garantir o crescimento do capital per capita agregado da economia,
temos que ter:

sA>6+d(%>27 (34)

condicao que implica nos seguintes valores criticos para o tamanho geografico da economia, I., €

-~ T d le
=9\Vsa—s 2~k (35)

. < 5. = % {5+ d (”)2] < e (36)

taxa de poupanca, $.:

Ambos os valores criticos, I. e s., sS40 menores do que os obtidos quando consideramos condi¢des
de Dirichlet homogéneas em ambos extremos de €, I. e s., 0 que € consistente com o fato de que
no presente caso o capital € destruido apenas em uma das fronteiras da economia, e ndo nas duas,
como nas condi¢ées Dirichlet homogéneas consideradas na Secéo 3.1. Trocando I. e s. por I, e 5.
em (14) e (16), respectivamente, obtemos conclusdes analogas em relagao ao crescimento ou nao

da economia no longo prazo.

Note que a equagao (36) nos diz que s, < S. < s., OuU seja, & mais facil — no sentido de

requerer uma menor taxa de poupanga — obter crescimento econémico persistente da economia
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para condicoes de Neumann homogéneas do que de mistas homogéneas e Dirichlet homogéneas,

respectivamente.

No caso em que s = S, por (31) temos que a economia convergira para o seguinte equilibrio

espacialmente ndo-homogéneo estético no longo prazo, k°°(z):

ol T _ mr
k() = lim k(z,t) = Arcos ( 5 ) , (37)
com o maior nivel de capital per capita ocorrendo na fronteira isolada, em = = 0. Por sua vez, o
capital per capita espacialmente agregado da economia k,(t) (33) convergira para o seguinte valor
constante quando ¢ — oc:

lim ka(t) = - Ay = k2°, (38)
T

t—00
onde aqui o A; é dado por (32).

Observacao: Para todo ¢ > 0, as solugdes na forma de séries de Fourier obtidas para os trés
problemas acima, (10)-(12), (21)-(23) e (31)-(33), convergem uniformemente em Q) x [¢, o), desde
que a distribuicao inicial de capital per capita, ko(z), seja continua por partes com derivada tambéem

continua por partes em Q = [0,1], tal que ko(z) = w

, Vz € int Q. Ou seja, o0 modelo
proposto, ao utilizar uma EDP parabdlica em sua formulagao matematica, suaviza instantaneamente
eventuais descontinuidades presentes na condigao inicial ky(x), conforme l6rio (2001). Tal comporta-
mento suavizador decorrente do processo difusivo pode ser justificado economicamente da seguinte
forma: o capital possui a tendéncia de se deslocar de regides onde € mais abundante (onde apre-
senta menor remuneracao devido a concorréncia mais acirrada) para regidoes vizinhas nas quais é

mais escasso, podendo assim receber maior remuneragao devido a concorréncia menor.

4 Exemplos huméricos

Como forma de ilustrar as solugdes e analises do modelo AK espacial proposto na Secao
3, apresentaremos alguns exemplos numéricos, utilizando o software matematico MATLAB (Chapra,
2013), para os trés tipos de condigdes de contorno, considerando os seguintes valores tedricos para

os parametros do modelo:

1=10, A=1,5=0,05 d=1. (39)
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Esses parametros implicam nas seguintes taxas de poupanca critica para o modelo com condigoes

de contorno Dirichlet homogéneas (16):

1 2
= — =0,148...
S¢ = 100 (7 +5) =0,148 (40)
Neumann homogéneas (28):
Se = 0,05, (41)
e mistas homogéneas (36):
S _

Além disso, consideraremos a seguinte distribui¢ao inicial da densidade de capital per capita

na economia, ko(x):

gse£< <3—l
I
l 3l
ko(z) = 0,se0§x<10uz<m§l (43)
D ses=toug=2
T T Ry

a qual implica, para qualquer ! > 0, em uma quantidade agregada inicial de capital per capita unitaria,
i.e. ku(0) = fé ko(x)dz = 1. Note que tal ko(x) é continua por partes com derivada também continua

- + . a .
= M, Va € int Q, 0 que garante a convergéncia das

por partes em Q = [0, (], tal que ko(z)
solugoes em série do modelo AK espacial para as condigées de contorno consideradas. Na Figura

1, apresentamos um grafico desta condicao inicial ko (z).

Figura 1 — Distribuicao inicial da densidade de capital per capita, ko(x)

ko(x)
A
2] o——o
l
1
7-- o [ )
o o ® >
0 L L 3l l
4 2 4

Fonte: Elaborado pelo autor.

Assim, a condicao inicial (43) associada com os parametros (39) implicam nos seguintes

valores para os coeficientes A,, (11) da solugao com condigées de contorno Dirichlet homogéneas

(10)-(12):
b= oo () o ()] nraa “
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para os A, (22)-(23) da solugao com condigoes de contorno Neumann homogéneas (21)-(24):

Ay —— 1 2 3nm nmw

e para os A, (32) da solucdo com condicoes de contorno mistas homogénea (31)-(33):

An—5(2n4_1)7r[sen (3(2718_1)%) —sen (mgl)ﬂﬂ, n=12,3,... (46)

A fim de garantir uma boa aproximacao, foram considerados 5.000 termos das séries de
Fourier nas solugdes numéricas dos problemas, as quais foram obtidas somando-se os termos das
séries por meio da estrutura de lagos do tipo for no MATLAB. Para gerar os graficos de superficie
das Figuras 2, 3 e 4 a seguir, utilizamos o comando surf do MATLAB. Para uma discussao de
como utilizar o MATLAB para analisar séries de Fourier de fungdes periddicas, ver Araki e Mollo
Neto (2013).

Na Figura 2, apresentamos graficos com a evolucao espaco-temporal do capital per capita,
k(z,t) (primeira coluna), e evolucao temporal do capital per capita agregado, k,(t) (segunda coluna),
para o modelo AK espacial com condi¢des de contorno Dirichlet homogéneas, com s = 0,1 < s,
caso em que a economia colapsa no longo prazo; s = 0,148--- = s., caso em que a economia
tende a um equilibrio espacial estacionario no longo prazo; e s = 0,2 > s., caso no qual a economia
apresenta crescimento persistente do capital per capita no interior da economia ao longo do tempo,
sendo este sempre nulo na fronteira hostil. Note que nos casos em que a economia nao colapsa,
o nivel maximo de capital per capita ocorre sempre no centro geografico da economia espacial,

xr = é = 5, com o valor minimo de k(zx,t) = 0 ocorrendo na fronteira, z =0 e z = [ = 10.

Na Figura 3, apresentamos graficos com a evolugao espaco-temporal do capital per capita,
k(x,t) (primeira coluna), e evolugcdo temporal do capital per capita agregado, k,(t) (segunda coluna),
para o modelo AK espacial com condigées de contorno Neumann homogéneas, com s = 0,02 < &,
caso em que a economia colapsa; s = 0,05 = $., caso em que a economia tende a um steady state
estacionario espacialmente homogéneo, com k,(t) permanecendo constante; s = 0,1 > $,, cenario
no qual a economia cresce persistentemente ao longo do tempo. Note que em todos os casos a
heterogeneidade espacial da distribuicao inicial do capital per capita é suavizada ao longo do tempo,
sendo totalmente eliminada no longo prazo. Na coluna da direita podemos verificar que a evolugao
do capital per capita agregado da economia coincide para os modelos AK espacial e ndo-espacial
(com condigao inicial equivalente k£(0) = 1), ilustrando o fato deste caso ser uma generalizagao

espacial natural para o modelo AK nao-espacial.

NETO JUCHEM, Joao Plinio. Uma versao espacial do modelo de crescimento econdmico AK. REMAT: Revista
|@ @ | Eletronica da Matematica, Bento Gongalves, RS, v. 9, n. 2, p. e3010, 29 de dezembro de 2023.

https://doi.org/10.35819/remat2023v9i21d6708.




REMAT: Revista Eletronica da Matematica 16

Finalmente, na Figura 4, apresentamos graficos com a evolugao espacgo-temporal do capi-
tal per capita, k(x,t) (primeira coluna), e evolugao temporal do capital per capita agregado, k,(t)
(segunda coluna), para o modelo AK espacial com condicées de contorno mistas homogénea, com
s = 0,06 < §., caso no qual a economia tende ao colapso; s = 0,074 --- = §., caso em que a eco-
nomia tende a um steady state estacionario, apresentando valor maximo para o capital per capita
na fronteira isolada, x = 0, € decrescente na dire¢do da fronteira hostil, z = 10, onde se anula; e
s = 0,1 > s, cenario no qual a economia apresenta crescimento persistente para as localidades

z € [0,10).
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Figura 2 — Evolugao espago-temporal do capital per capita, k(z,t), e do capital per capita

agregado, k,(t), para o modelo AK espacial com condi¢des de contorno Dirichlet homogéneas, com

s=0,1<68,5=0,148---=5s.,€5=0,2> s,
k(x,t) para o caso s=0,1<sc ka(t) para o caso s=0,1<sc
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 3 — Evolugao espago-temporal do capital per capita, k(z,t), e do capital per capita
agregado, k,(t), para o modelo AK espacial com condigdes de contorno Neumann homogéneas,

coms=0,02<58.,s=0,00=s.es=0,1>5,

k(x,t) para o caso s=0,02<s’; ka(t) para o caso s=(),02<é"c
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 4 — Evolugao espago-temporal do capital per capita, k(z,t), e do capital per capita
agregado, k,(t), para o modelo AK espacial com condigdes de contorno mistas homogénea, com

§=0,06< §.,5=0,074---=5.5=0,1> s,

k_(t) para o caso s=0,06<s _
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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5 Consideracoes finais

Neste trabalho propomos uma generalizacao espacial do modelo de crescimento econémico
AK em uma dimensao espacial, obtendo solugcdes em série de Fourier para a distribuicao de ca-
pital per capita da economia para condigoes de contorno de Dirichlet homogéneas, de Neumann
homogéneas e mistas homogéneas, assim como expressdes para o capital per capita agregado
da economia como funcao do tempo, apresentando exemplos numéricos para esses trés tipos de

condigbes de contorno.

Como principais resultados, obtivemos valores criticos minimos para o tamanho geografico e
para a taxa de poupancga da economia, de forma a garantir o crescimento persistente do capital per
capita da economia no longo prazo. Em particular, 0 modelo com condigées de contorno Neumann
homogéneas apresenta o0 menor valor necessario de taxa de poupancga para garantir crescimento
econdmico persistente da economia, sendo que neste caso esta taxa de poupanca minima inde-
pende do tamanho geografico da economia. Na sequéncia, em ordem crescente de valores criticos
minimos para a taxa de poupanca, temos as condi¢cdes mistas homogéneas, com perda de capital
em apenas um lado da fronteira e as condicoes de Dirichlet homogéneas, com perda de capital nos
dois lados da fronteira, esta Ultima apresentando a maior taxa. Nestes dois Ultimos casos a taxa
de poupanca minima é inversamente proporcional ao tamanho geografico da economia. Também
mostramos que o modelo espacial proposto com condi¢cées de contorno do tipo de Neumann ho-
mogéneas apresenta a mesma evolucao temporal para o capital per capita agregado da economia
que o modelo AK nao-espacial, constituindo desta forma generalizagao espacial natural para este

modelo.

Por fim, o modelo AK espacial aqui proposto constitui exemplo de aplicacdo de equacdes
diferenciais parciais na area de Economia, além de fortalecer conexées multidisciplinares entre as
areas de Economia, Matematica e Ecologia Matematica. Possibilidades de pesquisa futura incluem
considerar o modelo com mao de obra nao-constante, com condicdes de contorno nao-homogéneas,
com alguns parametros econémicos dependentes do espaco, tal como a taxa de poupanca, além da

extensao do modelo proposto para duas dimensoes espaciais.
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