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Resumo: Este trabalho é parte de uma pesquisa a nivel de doutorado finalizada em 2022 no Programa de
Pés-graduacdo em Matematica Aplicada da UNICAMP. O texto aqui apresentado € uma solugdo numérica
aproximada para a Equagao de Navier-Stokes, em sua forma desacoplada via método das projegcdes de
Chorin-Temam. Utilizamos o MATLAB em uma implementacgéo paralelizada, com possibilidade de escolhas
dos processadores para realizarmos os testes. A malha foi gerada com o auxilio do software GMSH em
sua forma nao estruturada, donde refinamos bem para obtermos resultados mais precisos. A validacao foi
baseada nos experimentos publicados por Lienhard (1966), citado por Blevins (2001), para o caso do duto
cilindrico, donde respeitamos as classificagbes dadas para os diferentes nimeros de Reynolds.
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Abstract: This work is part of a doctoral research defended in 2022, in Graduate Program in Applied Mathe-
matics at UNICAMP. The text presented here is an approximate numerical solution for Navier-Stokes Equation,
in its decoupled form by means of the Chorin-Temam projection method. We use MATLAB in a parallel imple-
mentation, with possibility of choosing the processors to carry out the tests. The mesh was generated with the
support of GMSH software in its unstructured form, where refined it well to obtain more accurate results. The
validation was based on the experiments published by Lienhard (1966), cited by Blevins (2001), for the case of
the cylindrical duct, in which we respected the classifications given for the different Reynolds numbers.
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Resumen: Este trabajo es parte de una investigacion de nivel doctoral concluida en 2022 en el Programa
de Posgrado en Matematica Aplicada de la UNICAMP. El texto que aqui se presenta es una solucién nu-
meérica aproximada para la Ecuacién de Navier-Stokes, en su forma desacoplada a través del método de
proyeccion Chorin-Temam. Utilizamos MATLAB en una implementacion paralela, con posibilidad de elegir los
procesadores para realizar las pruebas. La malla se generé con la ayuda del software GMSH en su forma no
estructurada, donde la perfeccionamos para obtener resultados mas precisos. La validacion se basé en los
experimentos publicados por Lienhard (1966), citados por Blevins (2001), para el caso del conducto cilindrico.
En esta validacion tambien respetamos las clasificaciones dadas para los diferentes numeros de Reynolds.
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1 Apresentacao do problema

Neste artigo mostraremos resultados de um sistema computacional capaz de simular nume-
ricamente escoamentos laminares, de transicao e turbulentos de fluidos incompressiveis através das
Equacdes de Navier-Stokes, em um dominio bidimensional, usando como base o caso do duto ci-
lindrico, para diferentes numeros de Reynolds, comparando com os resultados obtidos por Lienhard
(1966 apud Blevins, 2001, p. 46).

Trales (1995) argumenta que as Equacdes de Navier-Stokes inauguraram um grande avango
na dinamica dos fluidos. Riemann forneceu uma analise de ondas planas em fluidos viscosos. Green
construiu escoamentos potenciais em torno de um elipséide. Ou seja, houve um avanco significativo

nessa linha de estudos.

Nessa busca de solugdes para as Equacdes de Navier-Stokes, conceitos matematicos nao
tao significativos para tratamentos analiticos surgiram como propriedades, tais como consisténcia,

convergéncia e estabilidade numérica, fatores essenciais para os métodos numéricos.

Chorin (1968) e Temam (1977), desenvolveram um método de passos fracionados (método
das projegdes) para discretizar as Equagdes de Navier-Stokes no tempo. Esse método permite o
desacoplamento do campo de velocidade e pressao separadamente por meio da obtencdo de uma
velocidade intermediaria que possibilita obtermos uma velocidade corrigida a cada passo no tempo.

Um grau de profundidade nessa discussao pode ser encontrada em Trales (1995) e Antunes (2008).
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Este artigo é parte de uma pesquisa de doutorado defendida em 2022 no Instituto de Mate-
matica, Estatistica e Computagao Cientifica da UNICAMP, em que Silva (2022) usa a Equacao de
Navier-Stokes para o tratamento do campo de velocidade que alimenta a cada passo no tempo a
Equacéo de Difusdo-Adveccao-Reagcao em uma perspectiva numérica. A Equacao de Navier-Stokes
¢ trabalhada com o método das proje¢des para um fluido incompressivel em um dominio bidimensi-

onal.

Este artigo apresenta a solucdo de um problema deixado em aberto na tese de doutorado de
Trales (1995), que trabalhou com a Equacao de Navier-Stokes em um tratamento numérico utilizando
o método das projegdes e a Teoria de Elementos Finitos para a discretizagéo espacial. Acrescenta-
se que, devido a limitacdo de maquina a época, um problema que poderia ser trabalhado como
pesquisa futura, seria trabalhar com Elementos Finitos do tipo P1, com malhas triangulares néao
estruturadas, em maquinas que permitissem um bom refinamento dessa malha e usando um cédigo

todo paralelizado, como forma de melhoramento da aproximagéo numérica da solucéo.

Fizemos esse tratamento utilizando a linguagem computacional MATLAB e trabalhamos com
um cluster de 144 GB de memoria ram do Laboratério de Matematica Aplicada da Universidade
Federal do Mato Grosso, Campus Cuiaba. A malha nao estruturada foi gerada apés a obtencdo da

poligonal com o auxilio do software GMSH.

1.1 Consideracoes sobre a paralelizacao

A paralelizacao foi um dos diferenciais desta pesquisa. Segundo Antunes (2008), a para-
lelizacdo é uma forma pela qual a demanda computacional é suprida por meio do uso simultaneo
de recursos computacionais, como processadores para a solugao do problema. Ou seja, o codigo
em paralelo nos permite fazer escolhas dos processadores, 0 que possibilita, posteriormente, resol-
ver problemas com altas demandas computacionais usando apenas uma Central Processing Unit
(CPU).

A implementagdo em paralelo executa tarefas independentes nos nucleos fisicos da CPU,
onde as operacdes sdo executadas implicitamente por funcbes padrao do software MATLAB. A pa-
ralelizaco é realizada em MATLAB por meio da funcéo Parallel Computing Toolbox. E um comando
que fornece uma maneira eficiente para acelerar cédigos na linguagem MATLAB, executados em
uma CPU.
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O objetivo da implementacao em paralelo € proporcionar um desempenho computacional efi-
ciente na solugao de problemas diversos de grande impacto computacional, ou seja, grande escala,
proporcionando uma reducao significativa do tempo computacional em niveis de processamento. A
paralelizacao diz respeito aos calculos que sdo executados em cada elemento, pois sdo contas que

independem de um elemento para outro.

Os teste realizados foram executados por 12 nucleos fisicos onde, por padrdo, cada pro-
cessador executa uma tarefa. Em linhas gerais, os célculos realizados em cada elemento ndo séao
contas dificeis, portanto, realizamos testes onde cada nucleo fisico se comportou como quatro th-
reads, que sao processadores virtuais capazes de executarem uma tarefa independente, o que nos

possibilitou trabalhar com 48 processadores virtuais independentes na execugéo das tarefas.

O cédigo implementado e testado para o problema do duto cilindrico gerou resultados satis-
fatérios que foram comparados com os obtidos por Lienhard (1966 apud Blevins, 2001, p. 45) para

diferentes niumeros de Reynolds.

2 Equacao de Navier-Stokes para fluido incompressivel

A evolugéo do fluxo de fluido viscoso e incompressivel em um dominio bidimensional, é
regida pela Equacao de Navier-Stokes (1)
gj-ﬁ-(ﬁ-V)U—i—Vp—quU:f, (r,y) €QCR? te (0, T]CR
(1)
V-iu=0.

Esta equacao é vista dentro da dinamica dos fluidos como responsavel por descrever o com-

portamento geral dos fluidos.

A caracterizacao dos termos do modelo pode ser simplificada como sendo ¢ 0 campo veto-
rial de velocidades, p um campo de pressao, v a viscosidade cinematica do fluido (entende-se por
viscosidade a resisténcia que o fluido apresenta ao escoamento) e fum campo de forgcas externas,

que pode ser entendido como o campo gravitacional.

As condigcdes de contorno serao tratadas via condicées de Dirichlet e Von Neumann.
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» Entrada d’agua: A partir do conhecimento da velocidade da 4gua na entrada do dominio,
usaremos uma condigado de contorno de Dirichlet ndo homegénea.

U|r = W(t, z,y), considerando « uma funcdo dada, (z,y) € 2, t € (0, 7).

» Saida d’agua do dominio: Para a saida da agua, consideraremos livie 0 movimento a

jusante, isto é, usaremos uma condi¢ao de Von Neumann homogénea.
82}1 81)2

— [ — = n _): .
an an Ir =0, sendo ¥ = (v1,v2)

2.1 Obstaculo cilindrico

No campo cientifico, € comum nos depararmos com modelos matematicos que descrevem
um certo fenébmeno da natureza e que nao nos permite obter a solugdo analitica; logo, uma das
maneiras usadas para aproximar a solucao é via analise numérica. A andlise numérica trabalha com
as ferramentas computacionais, que sao alimentadas por programag¢des computacionais em suas
diferentes linguagens. Uma das formas de validagao de um algoritmo é a confirmagéao de problemas
classicos aceitos na academia, no nosso caso, o duto cilindrico. Nesse aspecto, para o caso de
escoamento evolutivo produzido em torno de um cilindro circular fixado entre duas paredes paralelas,
consideraremos para os dados da geometria do dominio, os mesmos usados por Trales (1995, p. 5),
onde foram definidos: L, a distancia entre as duas paredes do cilindro, cujo comprimento pode ser
infinito; D o didmetro do cilindro; L; a distancia da entrada do dominio ao centro do cilindro; L, a
distancia do centro do cilindro até a saida do dominio; L3 a altura das paredes; e L4 0 comprimento

do dominio.

Conforme Figura 1, as medidas utilizadas para o dominio foram:

5 25 10
LOZOO; L1:§D; LQZED; L3:7D

onde D é o didmetro do cilindro.
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Figura 1 — Dominio de escoamento (cilindro)

Fonte: Trales (1995, p. 19).

Na Figura 2, mostramos a geometria do dominio com as devidas condi¢gdes de contorno

sugeridas por Trales (1995).

Figura 2 — Geometria do dominio

u, = u, =10

. = 5. = 10

X ¥

u = u® = u, = cte du
z T+ x —=u,=p=I10
O dn » =¥

Fonte: Silva (2022, p. 66).
Em particular, para o caso do duto cilindrico, foram usadas as seguintes condigoes:

2
+ Usamos v, = v, = 0 sobre o cilindro para z? + y* = —

T
» Usamos uma velocidade v} = v?, = v, = constante, na entrada do dominio.

* Na parede inferior e superior, admitimos v, = v, = 0.

As condigdes de contorno assumidas na saida do dominio x = Lo, foram:
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2.2 Método das projecoes de Chorin-Teman

A principio, o método das projecdes de Chorin-Teman permite uma discretizacao semi-
implicita no tempo. Para Antunes (2008), o fracionamento das Equag6es de Navier-Stokes implica
em definir o tratamento dos termos em relacdo a discretizacdo temporal; ja o tratamento semi-
implicito, é devido ao fato de que o termo convectivo pode facilmente ser linearizado, e a formulagao

resultar incondicionalmente estavel.

Trales (1995), Goldberg e Ruas (1999), Krindges (2011) e Silva (2022) argumentam que
0S passos seguintes consistem em realizarmos uma discretizagao temporal para a Equacao (1) em
cada passo de tempo. Para um dado passo de tempo At e uma velocidade inicial vg = v(0, z,y), uma
discretiza¢do semi-implicita no tempo consiste em aproximar v( nAt,-) e p( nAt,-) paran = 1,2, ...
pela solugédo (v",p™) do sistema (2). Assim, obtemos o sistema que aproxima o célculo da veloci-

dade e pressdo a cada passo no tempo.

ot Av™ + (V" V)t 4 Vpt = f
At vAv v v p" =
(2)
V.o =0

Em uma breve apresentagéo, o algoritmo pode ser expresso por: Dado vy, paran = 1,2, ...,

vamos calcular v™ e p?
v’ — o
—— +Vpl =0

V=0

onde a velocidade v de (3) € uma aproximacao de v", a velocidade corrigida no passo n.

Aplicando o operador divergéncia na primeira equagao de (3) e usando a segunda equagao

como suporte, obtemos:

v — ol
V. — 41 y.Vpt=0
N + Vp
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Considerando que V - v = 0, chegamos na equagao:

V-o}
At

Ap} = (4)

Assumindo a condi¢éo posta por Goldberg e Ruas (1999, p. 236), temos que (v*—v})-n =0

2

op}
on

em todo o contorno 952, 0 que nos permite aplicar uma condi¢ao de contorno do tipo = 0 para

a pressao.

O algoritmo limita-se a resolver, sucessivamente, mediante as condicdes iniciais e as condi-
¢cOes de contorno dadas, onde v} € solugédo de (5) aproximada no passo atual. O que, em seguida,

permite o desacoplamento do campo de velocidade e presséo.

n n—1

Uy — VU o n n—1 n_
A vAUY + (v Vvl = f (5)
no__ V- U:L
A=V ©
o = — At Vp! (7)

A formulagao variacional para o método de Chorin-Teman, fica posta como:

n _ ,n—1 =
/v*v-udu—u/Avf~udu+/(v"_l-V)Uf-ud,u,—/f~udu,Vu € (HX(Q)* (8)
o At 0 Q 0

AV
/Apf-q d,u:/ Al -q dup quHl(Q) (9)
Q Q
/v"~udu:/v*-udu—At/fo-ud,u , Yu € (H3(Q))? (10)
Q Q Q

Fazendo uso da identidade de Green e usando as condi¢gdes necessarias impostas na fron-

teira, temos:

n_ ,n—l1 -
/U*v~ud;z+y/va-Vud,qu/(v”_l-V)vf-udu:/f'udu,VuE (H3(2))? (11)
o At Q Q Q

Vol
At

/VpZ'Vq dp = — g dp , Vg € H'(Q) (12)
Q
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/v”'udu:/v*-udu—At/fo-udu, Vu € (H(Q))? (13)
Q Q Q

Dessa forma, fica estabelecida a formulacao variacional para o método das projecbes. A
existéncia e a unicidade das solugées das Equacdes (11), (12) e (13) podem ser encontradas em
Goldberg e Ruas (1999) para um caso em trés dimensdes, e em Trales (1995) para um caso bidi-

mensional.
2.3 Discretizacao espacial para o método de Chorin-Teman

Utilizaremos o método de Galerkin via Elementos Finitos para obtermos uma aproximagao
numérica da solugao, isto &, temos que obter uma discretizagdo espacial via Elementos Finitos.
Para isso, faremos uso da formulagao variacional que possibilita posteriormente essa discretizacao.
A discretizacao para a Equagéo (1), apés sua formulacao variacional, foi feita baseado na notagao de
Krindges (2011) para um caso em trés dimensdes e Silva (2022) para um caso em duas dimensdes.
Os autores consideraram os subespacos vetoriais de dimensdes finitas Vv(h) e Vp(h), gerados pelas
bases B, = {¢], g,...,%} e B, = {¢}, g,...,¢pp}, respectivamente. Vamos considerar ainda o
subespaco VE%‘) de dimensao finita de H*(12), gerado pela base B = {qs 27, ,¢> 2. }. Frente a
essa construcao, podemos obter v™ e v, e escrevé-las como fungdes do espaco xgy) X VI(;), com
p tomado no espaco Vph. Escrevendo cada uma das coordenadas das velocidades em termos das

bases que foram definidas anteriormente, obtemos:

ny,” ”h
V"= (on,0) = [ Y ofig (@) szj zy) |, (14)
=1
11/
U: = (1)1*,7)2*) = Zvl*z xy l’ y UZ*j(bxy Z y) ’ (15)
j=1
nP
h
S Pl o,y |- (16)
=1
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O proximo passo sera substituir as Equacgodes (14), (15) e (16) nas Equagdes (11), (12) e (13).

Para facilitar a leitura e as substituicdes necessarias, faremos em sua forma escalar:

ey du+V/Vv>fn~Vu1 d,u—i—/(v”l-Vv?*)‘ul dpu=0
o At Q Q

Yu € V,yh

n—1
’VL—U2

”"‘*-quu+u/w§"-Vu2du+/(v”—l-wg*)-uzduzo
o At Q 0

Yuy € V,Yh

Vo (17)
Vpl - Vq du=—/ q dp
A [
)
for
Q
f
\ Q

Substituindo as Equagdes (14), (15) e (16), e substituindo u1, us € g pelos respectivos ele-

mentos da base, obtemos o sistema (18):

[y

871
‘ulz/v?*-ul—At ap*-ul
Q Q or

op%
"LLQZ/USI"LLQ—At - Ug
a o Oy

N
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:év?*j (Alt (¢fy, d)Z) La(9) v (ngfy ' qu]) La(Q) + (Un_l ' ngfy, ¢7) L2>

1

n— (h
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3 Discretizacao do dominio

O método dos Elementos Finitos (MEF), baseado em Becker, Carey e Oden (1981), e Hughes

(2000), é uma técnica geral para a construcao de aproximacoes da solucao de problemas de valores

de contorno. O ponto de interesse € a discretizacdo do dominio relevante ao problema. A técnica

consiste em dividir o dominio em um numero finito de subdominios, em que a unido desses sub-

dominios aproxime o dominio original. Em nosso formato, usaremos elementos triangulares do tipo

Defini¢ao 3.1. Uma subdivisdo de um dominio ©2 € uma colegéo finita de elemento do dominio K,

1. KNK;j=0, sei#j

NTE B
2. U K;=0Q

=1
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A triangulagcdo do dominio € o que chamaremos de malha. Ou seja, construiremos uma
malha sobre 2 do tipo P1 e esta consistird de NTE (numero total de elementos) elementos finitos,
(E1, Ea, .., ENTE), que por sua vez serao disjuntos dois a dois e terdo em comum uma aresta ou um
vértice (os vértices de um elemento nunca ocorrem no lado de outro elemento) conforme Definicao

3.1.

A discretizagdo do dominio foi realizada tal que a malha fosse lida no sentido anti-horario. A
construcao da malha foi feita via software GMSH, considerando os passos de definicdo de Geuzaine

e Remacle (2009).

Figura 3 — Malha ampliada pr6ximo ao duto, correspondendo a 30 % da malha total

Fonte: Silva (2022, p. 67).

Para o dominio em estudo, a malha gerada € apresentada na Figura 3. Os dados obtidos
estdo elencados abaixo:
» 313.760 NTE (numero total de elementos)
* 157.743 NTN (ndmero total de nds)
» 1.726 NEF (numero total de elementos de fronteira)
Vale ressaltar que o nimero de Reynolds, que aparece no modelo, é uma relagao definida

v-L , . . . i
por Re = ——, onde v € a velocidade considerada no problema, L o comprimento da regido de
14

escoamento, e v o coeficiente de viscosidade do fluido.
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Segundo Guedes (2018), uma classificacao padrao para o regime de escoamento de acordo

com o numero de Reynolds é a seguinte:

» Para Re < 2000, o fluxo é laminar.
+ Para 2000 < Re < 4000, o fluxo é de transigcao.
» Para Re > 4000, o fluxo é turbulento.

4 Experimentos comparativos

A Figura 4, encontrada em Lienhard (1966 apud Blevins, 2001, p. 46), reflete sobre experi-

mentos com diferentes numeros de Reynolds.

Figura 4 — Regime de fluxo de fluido através do cilindro circular

|
|
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<
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|
|

<
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@{) O TWO REGIES IN WHICH VORTEX

STREET I5 LAMINAR

l
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b
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NARRDWER AND DISDRGANIZED

>

|
K

15 %105 < Re
RE-ESTABLISHMENT OF TURBU-
LENT VORTEX STREET

)|

Fig. 3-2 Regimes of fluid Aow across seooth circular cylinders (Lienhard, 1964).

Fonte: Lienhard (1966 apud Blevins, 2001, p. 46).
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Note que na Figura 4 temos seis experimentos com numeros de Reynolds variando de Re < 5
até 3,5 - 10 < Re. Para os experimentos simulados que serdo comparados com os da Figura
4, iremos utilizar os parametros da Tabela 1, onde At é o passo no tempo dado em segundos, a
velocidade é dada em m/s e apresentamos também o numero de iteragées. Serdo usados esses

dados para todos os seis cendrios e sera observado o estado estacionario do sistema.

Tabela 1 — Para@metros para as simulagées

Cenarios | At | Velocidade Re Numero de iteracoes
Cenério 1 | 0,05 1 3 2500
Cenario 2 | 0,05 1 25 5000
Cenario 3 | 0,05 1 120 5000
Cenério 4 | 0,05 1 4000 5000
Cenério 5 | 0,05 1 350000 5000
Cenario 6 | 0,05 1 4000000 5000

Fonte: Elaboragédo dos autores.

Nos graficos a seguir percebemos o comportamento evolutivo da velocidade nas respectivas
direcoes x (lado esquerdo) e y (lado direito), até atingir o estado permanente. Para os dois casos,
avaliamos os graficos em 10 pontos tomados aleatoriamente na malha, 1727, 17430, 25900, 34768,
58980, 83452, 98432, 112000, 14500 e 157000, para diferentes nimeros de Reynolds.

Nas Figuras 5 a 14, mostraremos os graficos evolutivos da velocidade gerados para os 6

cenarios nas duas direcoes.
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Figura 5 — Graficos da velocidade nas direcbes x e y para Re = 3
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Fonte: Simulacao realizada em MATLAB.
Figura 6 — Graficos da velocidade nas diregées x e y para Re = 25
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Fonte: Simulacao realizada em MATLAB.

Figura 7 — Graficos da velocidade nas diregbes x e y para Re = 120
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Fonte: Simulagao realizada em MATLAB.
Figura 8 — Graficos da velocidade nas diregbes x e y para Re = 2000
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Fonte: Simulacao realizada em MATLAB.

Figura 9 — Graficos da velocidade nas diregbes x e y para Re = 350000
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Fonte: Simulacao realizada em MATLAB.
Figura 10 — Graficos da velocidade nas diregcdes x e y para Re = 4000000
i 10° Escoamento turbulento com Re = 4000000 e 108 Escoamento turbulento com Re = 4000000
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Fonte: Simulacao realizada em MATLAB.
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Figura 11 — Escoamento laminar em torno do duto (Re = 3)

Escoamento laminar com Re = 3

e e ey

===
e
e S S

R

Fonte: Simulacao realizada em MATLAB.

Figura 12 — Escoamento laminar em torno do duto (Re = 25)
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Fonte: Simulacao realizada em MATLAB.
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Figura 13 — Escoamento laminar em torno do duto (Re = 120)
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Fonte: Simulacéo realizada em MATLAB.
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Figura 14 — Escoamento laminar em torno do duto (Re = 2000)
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Nas Figuras 5 a 10, destacamos o comportamento dos graficos para Reynolds indo de 3 até
4000000, nas respectivas direcoes. Os numeros de Reynolds escolhidos obedeceram aos critérios
sugeridos na Tabela 1, visto que buscamos comparar/validar o cédigo implementado em paralelo
usando a linguagem MATLAB, com os experimentos ja testados e aceitos no meio cientifico. O
nuamero de iteracdes testadas para os experimentos foram suficientes para obtermos os estados

estacionarios do campo de velocidade nas respectivas direcoes.

Nas Figuras 11 a 14, temos os graficos dos campos vetoriais direcionais, referentes aos seis
experimentos que foram realizados. Com destaque, nas Figuras 13 e 14, para numeros de Reynolds
Re = 120 e Re = 2000, percebemos a formagéo de vértices ao longo do escoamento, o que de fato
€ uma caracteristica de fluidos menos viscosos. Nas Figuras, os graficos foram gerados por meio
da fungao quiver do MATLAB, com os respectivos nimeros de iteracées que foram obedecidas e

descritas na Tabela 1.

5 Consideracoes finais

Os resultados mostraram uma boa estabilidade para o campo de velocidade, tanto para flui-
dos mais viscosos, como para fluidos mais finos, o que demonstra o bom comportamento numérico
da solucdo e a estabilidade do sistema. Os resultados apresentados sao, em nameros, muito re-
alistas se comparados com os dados ja validados e aceitos pela academia. Portanto, os objetivos
do trabalho foram alcangados numericamente, quando comparados com os dados validados por
Lienhard (1966 apud Blevins, 2001).
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