Sobre as parabolas de Funk
On Funk’s parabolas

Sobre las parabolas de Funk

Newton Mayer Sol6rzano ChaveZ'|
Universidade Federal da Integracao Latino-Americana (UNILA), Foz do Iguacu, PR, Brasil

https://orcid.org/0000-0001-5492-2068, n http://lattes.cnpq.br/5434324704126162
Junior Rodrigues Moyses?|
Universidade Federal de Goias (UFG), Goiania, GO, Brasil

https://orcid.org/0000-0002-6754-7145, n http://lattes.cnpq.br/2207888598903867

Victor Arturo Martinez Le6n?]
Universidade Federal da Integracao Latino-Americana (UNILA), Foz do Iguacu, PR, Brasil

https://orcid.org/0000-0002-2082-6665, n http://lattes.cnpq.br/9966158817422161

Resumo: Este estudo visa analisar pardbolas no disco unitario bidimensional equipado com uma métrica
Funk. Com a analise sdo obtidas quatro tipos de parébolas, devido a ndo reversibilidade da métrica de Funk.
Cada uma com aplicacéo a fisica no problema de navegacao de Zermelo. Ademais, identificamos que duas
das quatro parabolas obtidas sao parte de conicas Euclidianas bem conhecidas, e as duas restantes sao
caracterizadas por quarticas irredutiveis.

Palavras-chave: métrica de Finsler; métrica de Funk; problema de navegagao; parabolas de Funk.
Abstract: This study aims to analyze parabolas in the two dimensional unit disk equipped with a Funk metric.
The analysis leads to four types of parabolas are obtained, due to the non-reversibility of the Funk metric. Each
one with applications to physics in the Zermelo navigation problem. In addition, we identify that two of the four
parabolas obtained are in well known Euclidian conics, and the remaining two are characterized by irreducible
quartics.

Keywords: Finsler metric; Funk metric; navigation problem; Funk’s parabolas.

Resumen: Este estudio tiene como objetivo analizar parabolas en el disco unitario bidimensional equipado
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con una métrica Funk. Con este analisis son obtenidos cuatro tipos de parabolas, debido a la no reversibilidad
de la métrica de Funk. Cada una con aplicacion a la fisica en el problema de navegacion de Zermelo. Ademas,
identificamos que dos de las cuatro parabolas obtenidas son parte de conocidas cénicas Euclidianas, y las
dos restantes se caracterizan por cuarticas irreducibles.

Palabras clave: métrica de Finsler; métrica de Funk; problema de navegacion; parabolas de Funk.

Data de submissao: 14 de abril de 2023.
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1 Introducao

Algumas pesquisas preliminares relacionadas a métrica de Funk foram realizadas em Chavez
etal. (2021), onde os autores consideraram um lago na forma do disco unitario B2, com uma corrente
de vento concéntrica e simétrica dada pelo campo vetorial W (x1,,x2) = (—z1,, —22); a fungéo de
distancia (ou tempo de deslocamento) nesse contexto, para P # @, € dada por:
VIP.Q-P2+ (1 [PP)IQ—PI? - (P.Q - P)
VP.Q - P+ (1-P[)]Q-P|*-(Q.Q - P)

em que (-,-) e || - || sdo o produto interno usual e a norma euclidiana usual, respectivamente, e

dF(P7Q):1n

: (1)

dr(P,P) = 0. Em Chavez et al. (2021), também foram obtidas equagdes para o circulo e formulas

para a distancia de um ponto a uma reta e da reta a um ponto.

Algumas questoes surgem naturalmente nesse modelo: imagine uma ilha e uma costa na
forma de uma linha reta. Suponha um barco partindo da ilha para um ponto na praia (ou vice-versa),
e ele precisa parar em algum ponto intermediario ao longo do caminho para abastecer seu tanque
com combustivel (observe as figuras [5| [6 [7]e [8).

Agora, imagine dois barcos querendo se encontrar em algum ponto no oceano, um vindo da
praia (da costa em linha reta) e o outro de uma ilha, ambos viajando com a mesma velocidade e
chegando ao mesmo tempo, entao eles devem se encontrar em um ponto intermediario entre eles
(observe as figuras[f] e [2). Finalmente, pode-se pensar em dois barcos partindo do mesmo ponto,

um chegando a uma ilha e o outro a praia ao mesmo tempo (figuras [3| e [4).

Os problemas de fisica apresentados acima motivam o estudo de algo equivalente a parabolas
no plano Euclidiano, que chamaremos de Parabolas de Funk (ver Definicao[3.1). Note que, em cada
problema, devemos considerar as duas diregoes, pois, devido ao vento, nao ha simetria ao ir de

um ponto a outro. Uma vez que fixamos a forga externa como sendo concéntrica e simétrica, 0s

CHAVEZ, Newton Mayer Soldrzano; MOYSES, Junior Rodrigues; LEON, Victor Arturo Martinez. Sobre as
|@ @ | parabolas de Funk. REMAT: Revista Eletronica da Matematica, Bento Gongalves, RS, v. 10, n. 1, p. €3001, 31

de janeiro de 2024. https://doi.org/10.35819/remat2024v10i1id6680.



https://doi.org/10.35819/remat2024v10i1id6680

REMAT: Revista Eletrénica da Matematica 3

problemas mencionados envolvem situagées que podem ser resolvidas com a ajuda das Parabolas
de Funk.

2 Preliminares

Nesta sec¢ao, algumas definicoes e resultados necessarios para o desenvolvimento do nosso
trabalho sdo introduzidos. Adotamos as definicdes dadas em Chavez et al. (2021), que também
podem ser encontradas em Carmo (2019), tais como produto interno, norma, curva regular, compri-

mento do arco (que sera chamado de usual ou euclidiano) e campo vetorial.

Definicdo 2.1. Sejam z = (21, 72) € B2 e y = (y1,12) € R% A fungéo

F(z,y) :\/an(x)yf + 2a12(2)y1y2 + aga(x)ys + bi(z)y1 + ba(z)ya,

1 x2
emqueblzm,bgzﬁe
—T]— 15 1—axf—x3
1— 2
[ ] 1 Ty T1T2
Aij| = 2 2
(1 — X7 - xQ)Q Ty 11— .’L'%

é chamada métrica de Funk sobre o disco unitario B> = {x € R?; 22 + 22 < 1}.

Lembrando que a norma euclidiana usual do vetor y é definida por ||y = /47 + v3, temos
que a funcao F' da definigdo acima pode ser interpretada como uma generalizagao ou perturbagao
da norma euclidiana usual. Isto é, F(x,y) pode ser pensada como a “norma” do vetor y € R? no
ponto = € B2. Na linguagem da geometria de Finsler, essa “norma” perturbada é chamada métrica

de Funk sobre o disco unitario B2.

Essa métrica de Funk modela um barco navegando com velocidade unitaria em B2, em que
uma corrente de vento dada por W, = (—x1, —x2) esta presente com velocidade inferior a 1 (veja a
Secao 3 em Chavez et al. (2021)). A métrica de Funk em B2 é um caso especial das métricas de

Randers. Algumas propriedades foram estudadas em Shen (2001) para casos mais gerais.

Defini¢do 2.2 (Comprimento de arco do tipo Funk). Seja c : [a,b] — B? uma curva regular por partes.

O comprimento de arco (tipo Funk) de ¢ é definido por

b
Zr(c) = / Fe(t), ¢ (t))dt,
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em que F é a funcao definida na Definicao Para quaisquer pontos p,q € B2, definimos a

distancia de p até ¢ induzida por F', como

dF(pa Q) = infc gF(C)a

em que o infimo é tomado sobre o conjunto de todas as curvas regulares por partes c : [a,b] — B?
tais que c(a) = p e ¢(b) = ¢q. Esse comprimento de arco do tipo Funk nada mais € o tempo de viagem

de um barco que navega sobre a curva c, desde c(a) até c(b).

Sabe-se que 0s caminhos mais curtos nessa métrica sao linhas retas (veja o Exemplo 9.2.1
em Shen (2001)), isto &, o caminho 6timo € sempre uma linha reta. Essa propriedade torna essa
meétrica gerenciavel em relagdo ao calculo de distancias. Mais detalhes sobre geodésicas e sua
relacdo com os caminhos mais curtos podem ser encontrados na Secao 3.2 de Chern e Shen (2005)

e na Se¢ao 2.3 de Cheng e Shen (2012).

Na Observacgao 4.2, em Chavez et al. (2021), foi provado que dx dado por (1) nao é reversivel
(dr(P,Q) # dr(Q, P)) e ndo é invariante por translagdes, mas € invariante por rotagoes. Além disso,
considerando O = (0,0), na Observagao 5.3, em Chavez et al. (2021), foi mostrado que

lim dp(0,Q) =400 e lim dp(P,0)=In2.
Ql—1 [Pll—1

Em outras palavras, se um barco parte da origem do disco em direcao a fronteira, ele levara

um tempo infinito para chegar ao destino, ou seja, ele nunca chega a fronteira. E se um barco parte

da fronteira de B2 em dire¢éo a origem do disco, o tempo minimo de viagem é igual a In 2 unidades

de tempo.

A equagao (1) pode ser mais manejavel, utilizando a versao a seguir do Teorema 5.1, dada
em Chavez et al. (2021).

Teorema 2.3. Sejam P, Q pontos de B? e » > 1 um nimero real, entdo

P -1
drp(P,Q) =Inr < H—QHZT ,
r r
em que || - || denota a norma euclidiana usual.
Prova. Se r = 1, temos claramente que
1-1 P
dF(P,Q):1n1:O<:>P:Q<:>T:0:HP—QH: T_Q :
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Se r > 1, tem-se

2

-1
r _1

r

PQH: <:>||P+TQ||:r1<:>HP+(T>(QP)
r r—1

2
2 _ r _ p2 r _
e 1-1PP = (51 le- PP +2( 1) e -p)

Note que P # @ pois r > 1, logo ||P — Q|| # 0 e r — 1 # 0. Assim, multiplicando a igualdade acima
por (r — 1)?|Q — P||* obtemos

& (r=1*1 = IPIP)lQ - PII* = *lQ — P|I* + 2r(r - 1){P,Q — P)||Q - P|?
& =12 (P.Q-P?+]|Q-PIPA-[PI") = (r = 1)(P.Q-P)+7llQ-P?). (2
Agora, como (Q,7Q — P) < ||rQ — P|| =7 — 1 (pois Q € B?) e r — 1 > 0, tem-se que

(r=1{P,Q-P)+r|Q-P|* =(rQ-P,Q-P)
=rQ - P|* = (r—=1)(Q,rQ = P) > (r —=1)> = (r = 1) = 0.

Assim, sendo r — 1 > 0, é equivalente a

& (r=DV(P,Q - P2 +[Q— PIP(1—[P|?) = (r = 1){P,Q — P) +r[|Q — P|*. (3)
Como Q € B? e P # (@, temos que

(@Q,Q = P)?—(P.Q- P =[|QI” — |PI’] Q- PI* # 1 - |PI*)]Q - P|?

& V(P,Q-P?+ (1~ [PPIQ - P|?~(Q.Q~ P) #0.
Portanto, obtemos que é equivalente a

VP,Q—-P?+(1—[IP[H)]Q - PI?—(P,Q—P)
VP,Q-P)?2+(1-[PP)Q-PI?-(Q.Q—-P)

e — o (W%Q — PP+ (1 [P)]Q—P2— (P.Q—P)
VIP.Q=P2+(1—-[PP)[Q- P -(Q.Q—P)

Sr=

Note que, na prova do teorema anterior, foram usadas as propriedades de norma euclidiana.

Isto é, o teorema continua valido para pontos P e @ em B", com n > 2.
Para dar continuidade aos resultados, se faz conveniente a introdugdo da seguinte fungao
p:[0,1) x [0,1) — R definida por

1 +sgn(e—n)e
~ 1+sgn(e —n)n
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na qual sgn € a fungao sinal:
1, se >0

sgn(z) = 0, se z=0

-1, se x<0.

Usando a defini¢do de p em (4), podemos reescrever os resultados obtidos nas se¢des 5.2 e

5.3 de Chavez et al. (2021), resultado na proposigao a seguir.

Proposicao 2.4 (Chavez et al. (2021)). Sejam P = (a,b) um ponto em B2 e s : x5 = c uma reta
paralela ao eixo horizontal zo = 0. A distancia de Funk dy(P, s) do ponto P até a reta s e a distancia

de Funk dr(s, P) da reta s até o ponto P, sao dadas respectivamente por

dp (P, s) =dp (P, <p(§c)6>> —In(p(b, ), (5)
dF(Svp) =dp ((a-p(c,b),c),P) zln(,o(c,b)), (6)

em que p(e, n) é dada por (4).

Nos exemplos de Chavez et al. (2021), podemos notar que as distancias de ponto a reta (e

vice-versa) nao sao realizadas por uma linha perpendicular a reta.

3 Parabolas de Funk em B>

Vale a pena lembrar o fato que as curvas que minimizam o comprimento sdo segmentos
de reta (ou seja, interseccdes de retas de R? com B?) e daqui para frente esses segmentos serédo

chamados de retas.

Como a distancia de Funk é nao simétrica, obtemos quatro tipos de parabolas de Funk.

Definicao 3.1. Sejam s C B? uma reta, chamada reta diretriz, e 7 um ponto em B? ¢ R?, chamado
foco. Definimos a parabola de Funk, com diretriz s e foco F, como sendo o conjunto formado por

todos os pontos P € B?, tais que satisfazem uma das seguintes propriedades:

O conjunto dos pontos verificando a propriedade (Pk) é chamado parabola de Funk tipo k,
ondek =1,2,3,4.
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Observacao 3.2. Note que, na definicao anterior, estamos também considerando o caso degene-
rado, ou seja, quando o foco F pertence a diretriz s.

Devido a invariancia da distancia de Funk por rotagdes, podemos considerar o caso em que

a diretriz é paralela ao eixo . Ao longo deste trabalho, usaremos as seguintes notagoes:
S 1Y = Yo, f:(fovg()) e P:(l',y)

3.1 Parabola de Funk do tipo 1

Pela equagéo (6) e pelo Teorema[2.3] temos

) L Q@ pl|= Py -1
dr(s, P) = dp(Q, P) = In(p(yo,y)) <= Hp(yo,y) PH p(yo,y)

em que Q = (zp(yo,y),Y0) € p € dado por (4). Por outro lado, pela definicao da parabola tipo 1 (P1)
e pelo Teorema[2.3] temos

F p(yo,y) — 1
drp(F,P)=1In , = |—/——P||=—F"""—.
r(7. P) (p(s0.5)) H p(Yo, ) H p(Yo, )
Concluimos, assim, que P = (x,y) satisfaz (P1) se, e somente se,
2 2
ot I P B ™
p(Yo, ) p(Y0,Y)

em que @ = (zp(yo,¥),yo) € p € dado por (4).

Primeiro, suponhamos o caso degenerado, quando o foco F = (fo, go) esta na reta s = yy,
ou seja, quando yy = go. Nesse caso, a equagao (7) é equivalente a

IF11% = 2p(y0, 9)(F. P) = 1Q* = 2p(y0,¥)(Q. P)

S f3 + 96 — 20(y0. y)Lfox + goy] = 2*(p(y0, ¥))* + ¥ — 200, y) [z p(y0. y) + yyo]
S 15 +y5 — 20(y0. y)Lfox + yoy) = 2 (p(yo, 9))* + ¥ — 20(y0, y) [ p(y0. y) + yyo)
< 2 (p(yo,9))? = 2foxp(yo,y) + 5 =0
& (xp(yo,y) — fo)? =0

& x— folp(yo,y)) " =0.

Isso implica que P = (z,y), ou esta na semi-reta (1 — yo)z — fo(1 —y) = 0, y > yo, OU NA semi-

reta (1 + yo)z — fo(1+y) = 0,y < yo. Note que se fy = 0, entdo P esta sobre a reta x = 0. Se
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fo # 0 e x se aproxima de zero, entdo y se aproxima de 1 ou —1 independentemente do valor de f;.
Geometricamente, as parabolas degeneradas sao parte das semirretas que partem de F em diregao

aos pontos (0,1) e (0,—1).
A seguir, caracterizamos a Parabola de Funk nao degenerada do tipo 1.

Proposicdo 3.3. Sejam s : y = yo C B? a diretriz, F = (fy,90) € B? o foco com gg # yo € a elipse

Euclidiana £ ¢ R? caracterizada pela equagéo

2?4+ Bay + Cy° + Ey = 0, (8)
2 3+ (Yo — 90)* + 2|yo — 2|yo —

em que 7 = 1+ sen(yo — o)y, B — _%’ o - Jot 9(;)2 Yo 90|’ 5o _ |yoa 9l
1 1 1

o1 =1+ sgn(yo — go)yo- Entao, o lugar geomeétrico da paréabola de Funk tipo 1 € dado pelo conjunto
& —{(0, —sgn(yo — 90))}-

Prova. A reta s divide B2 em dois dominios. Suponha que F ¢ s. Mostraremos que a parabola de
Funk tipo 1 e o foco F estdao no mesmo subespago gerado por s. De fato, suponha que F e P estao
em subespacos distintos gerados por s. Sejam Q e Qo em s, tal que dr (s, P) = dp(Q, P) e Qo esteja

no segmento de reta FP, entio

dr(s,P) = dp(Q, P) < dr(Qo, P) < dp(F,Qo) + dr(Qo, P) = dp(F, P).

Suponha que exista algum ponto P = (z,y) da parabola de Funk tipo 1 tal que esteja sobre

areta s, isto é, existe y tal que y = yo, entdo, de (P1) temo que F = P.

Assim, o sinal de yo — y é igual ao sinal de yo — go, portanto, temos que p(yo,y) pode ser

reescrito como
o) = 1T sgn(yo — 9o)Yo
’ 14 sgn(yo — g0)y

Utilizando as propriedades de médulo e produto interno, temos que a equacao pode ser

reescrita como:

2p(yo,y)(P,F — Q) + ||Q|I> = || F||> = 0. 9)

Tendo em vista que sgn(yo — go) - (Yo — 90) = |yo — 90|, € substituindo as coordenadas de F, P
e @, temos que a equagéo (9) é equivalente a:
T 1

1

2 2 2

x° = 2fo———+ | fo + (Yo — 90)" + 2|y0 — g0l| 57— — 2|yo — 90| =0,
(0, v) Lfo ) p*(40,Y) (0, )
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que nada mais é que a equagéo (8).

A equagao (8) € uma equagao quadratica em x e 1+ sgn(yo — go)y, cONsequentemente em =

e y e cujo indicador I é dado por
2 4 2
I'=B"~4C = ——5[(y0 — 90)" +2Jy0 — 9ol] < 0
1

0 que nos indica que a forma quadratica (8) é do tipo Eliptico na geometria euclidiana (vazio, elipse,

circunferéncia ou ponto em R?).

Note que o ponto (0, —sgn(yo — go)) satisfaz a equacéo (8). Logo, o lugar geométrico que
descreve nao pode descrever uma curva fechada. Veremos a seguir que efetivamente € uma

elipse euclidiana sem o ponto (0, — sgn(yo — go))-

Técnicas para determinar a conica e obter sua forma canénica a partir de uma dada equacao

geral de segundo grau podem ser encontradas no Capitulo 23 de Boulos e Camargo (2005).
Caso 1: f, = 0 : Quando f, = 0, a equagao (8) se reduz a
* + Cy* + Ej = 0.

Logo, completando quadrados obtemos

E\? E?
2 — _
4+ C <y + 20) Teh
Assim, a mudanca de parametros
=z,
(10)
<y -5~ 1> sgn(yo — 9o),
em que E _ o1 transforma a equacao (8) na forma canénica:
2C 2+ [yo — gol’ '
j2 gQ
4C 4C?

De e (T1), temos que a parabola de Funk tipo 1 é parte de uma elipse euclidiana de centro C =

go — sgn(yo — go) -— E E
=, -1+ 1+ —+ — —
((), 3 vo — 70l ) e vértices ( ok ( 20) sgn(yo— go)) (O < + 50 20 sgn(yo

90) )-

Caso 2: f, # 0. Aqui se apresentam duas possibilidades:

CHAVEZ, Newton Mayer Soldrzano; MOYSES, Junior Rodrigues; LEON, Victor Arturo Martinez. Sobre as
|@ @ | parabolas de Funk. REMAT: Revista Eletronica da Matematica, Bento Gongalves, RS, v. 10, n. 1, p. €3001, 31

de janeiro de 2024. https://doi.org/10.35819/remat2024v10i1id6680.



https://doi.org/10.35819/remat2024v10i1id6680

REMAT: Revista Eletronica da Matematica 10

Se C = 1, a equacao (8) se reduz a
22+ Baj+ 752 + Ey = 0.

Dai, a mudanga de variaveis

transforma a equagéo (8) em
B B E E
<1+2>5c2+ <1—> P+ —=3+—75=0.

Agora, completando quadrados temos

(”lz?) (“mzim)g*(“f) <ﬂ+ﬁ<f—m>2:f;

Assim, a mudanca de variaveis

i—j, EB
V2 | 4-B2

Tr =

(12)

(2 e o)
y_ \/5 4_32 g yO gO?

transforma a equacao (8) na forma candnica:
f12 ~2
2 + > 2
2F 2F
(2+ B)?(2—B) (2—B)*(2+B)

~ 1. (13)

De e (13), temos que a parabola de Funk tipo 1 é parte de uma elipse euclidiana de centro

C ED 28 +1 ( ) | e vértices: (i b + bD ( 2k +
=—, - — sgn(yo — : -
1-B2 \41-B? shiyo = g0 2+BV2—B  4-B2 \1-B?
" E ) ( )> ( FE n EB (i E 2K
sgn(yo — , , — —
Q1 BB/ BTN T 0T erB T 4-B\T 2-BWV2iB 4-B°

1) sgn(yo — 90)>~
Se C # 1, fazendo agora a mudanca de variaveis
r==Tcost —ysend, = 2Tsenb + gcosb,
B
emque 0 < 0 < 7/2, tal que tan 26 = (el em obtemos
A+ Ci* +Di+Ej =0,

emque A = cos?f + Bsenfcosf + Csen’f, C = sen? — Bsenfcosf + Ccos’f, D = Esenf e

E = E cosf. Agora, completando quadrados temos
2

— 2 =12 =2 =

— D — E D E
A T fppe— C Uy fppe— = — e
<x+2A) i <y+20> A i
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Dai, a mudanca de variaveis

D E
x =2 cost —gsenf — <cos€— sen9> ,
2A 2C

y= (@sen@—i—yjcosﬁ — <£4 sen 6 + 2]2(:0504— 1>> sgn(yo — go),

transforma a equacéo (8) na forma candnica:

~ 1. (15)

+ = — +
4A2  4AC  4AC 4P
De e (15), temos que a parabola de Funk tipo 1 é parte de uma elipse euclidiana de centro C =

— — — — 2 =2
D E D E L, L 1
(— < cosf — 50 sen 9) ,— ( sen 6 + 50 cos 6 + 1> sgn(yo — g0)> e vértices: C£ =

D E
2A 24 2\ 12 AC
lDE

—

E (—senf,cosfsgn(yo — go)) -

(cosf, senfsgn(yyo— go)),C :l:

Podemos resumir as duas possibilidades anteriores, fazendo a seguinte mudanga de coor-

denadas: B B
T =a — [y — (aD—BE>,
(16)
. N E
Y= <Bw + af — (5 + a% + 1)) sgn(yo — go),
1 (1-C) 1 (1-0) :
emque a=—,/1—sgn ef=—,/1+sgn aqui BeC
q \/ﬁ\/ en(fo) B 1_0p B ﬂ\/ en(fo) P 1_0p (aq
sao os coeficientes da equagao (8)). Assim, temos que a equagao (8) é reduzida a seguinte forma
canonica:
;%2 g2
5 Tt = (17)
1(pP B (D F
4\ 7> AC 4\AC ©?
em que
A=a’+BaB+Cp% C=p>-BaB+Ca?, D=ES e E = Fa. (18)
2 2
_ — 2|y — i
Note que A = <a + gB) + (0 = 90) 4; %0 = 9ol > 0. De modo analogo, podemos mostrar que
01
C > 0. De (16)-(18), temos que a parabola de Funk tipo 1 é parte de uma elipse euclidiana de centro
D D E 1 ﬁ E
C=— < — — ﬁ ol sgn(yo — o) (1 + ﬁﬁ + aw)> e vértices C:t§ — AC (a0, Bsgn(yo — 90)) ,
72 —
1 /D E
C+ 2\ Te + g( B,asgn(yo — go)) -
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3.2 Parabola de Funk do tipo 2

Pelo Teoremal[2.3|e pela equagéo (5), temos que o ponto P = (z, y) satisfaz P2 se, e somente

se,

2

H > - P Q-P| . (19)

Bt
P~ (Y, 90)

P~ (Y, 90)

emque Q = (zp~'(y,%0),%0) € p é dado por (4).

O desenvolvimento das equagoes (/) e sé&o analogas. Assim, temos, em primeiro lugar,
que o caso degenerado da parabola de Funk tipo 2 (yo = go) € caracterizado pela equagao da reta
x — fop(y, yo) = 0, que nada mais € do que um espelhamento das parabolas de Funk (degeneradas)
tipo 1 em relagdo a reta s. Em segundo lugar, as parabolas de Funk tipo 2 ndo degeneradas sao

caracterizadas na seguinte proposicao:

Proposicao 3.4. Sejam s : y = yo C B? a reta diretriz, 7 = (fy,90) € B? o foco, com gy # 3o, € @

hipérbole euclidiana H c R?, caracterizada pela equagéo
22 + Bay+ Cy? + Ey = 0, (20)

_ 2fo fE+ (yo—90)* —2lyo — 9o 2|0 — 9o
emquey:l—sgn(yo—gg)y,B:——@,C: o+ ( 0)2 | ,E:‘U2|e
2

oo = 1 —sgn(yo — go)yo- Entao, o lugar geométrico da parabola de Funk tipo 2 é dado pela curva

conexa H N B2.

Prova. Note que o indicador I = B? — 4C = 4|yo — g0l(2 — |yo — go|) > 0; isso nos indica que
a forma quadratica € do tipo hiperbdlico na geometria euclidiana (duas retas concorrentes ou
hipérbole em R?). Sendo E # 0, a possibilidade de ser duas retas é descartada. Analogo ao feito
na Proposicao [3.4] é possivel mostrar que o foco F e os pontos P da pardbola de Funk tipo 2 estéao
no mesmo subespaco aberto gerado pela reta diretriz s : y = yy. Portanto, s6 uma das curvas
da hipérbole euclidiana teria intersecdo com o dominio B2. Resta mostrar que o conjunto H N B>
€ nao vazio; de fato, seja Q@+ € s tal que d(F,s) = d(F,Qx), e considere a fungdo f : [0,1] —» R
definida por f(t) = d(P;, F) — d(P;, Q«), em que P, = F + t(Q = —F) € B2. A fungdo f é continua e
f(0) = —=d(P,Qx*) <0, f(1) = d(Q*, F) > 0. Pelo Teorema do Valor Intermediério, temos que existe
to € (0,1) tal que f(tp) = 0.
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3.3 Exemplos — Parabolas de Funk dos tipos 1 e 2

Exemplo 3.5. Parabolas de Funk do tipo 1 e 2 passando pela origem

Sejam as parabolas dos tipos 1 e 2 passando em (0, 0), cujas equagdes sao dadas por (8) e

(20). Substituindo z =y = 0 em (8), ou (20), temos que C' = —E. Nesse caso, temos que C = —E
se, e somente se, ||F||*> = y3. Essa equagdo nos diz que as parabolas de Funk dos tipos 1 e 2

passam pela origem se, e somente se, as distancias euclidianas de F' e s até a origem sao iguais.

Figura 1 — Parabola de Funk do tipo 1 para F' = (0.3,—0.4) e yo = 0.5

e e
- \\\
- ~
- ~
7~ ~
7~ ~
L 08 ~
N
Bz ’ N
4 \
4 \
/ 06 \
/ \
/ A\
/ \
s:y=0.5
/ . \
/ \

/ \
! \
I 02 \
! \
I 1
! 1
"1 08 06 0.4 02 02 04 06 08 }

I
\ 1
\ -0.2 !
\ !
\ /

\ /
\ -0.4 ) /
\ /
\ F = (0.3,—0.4) /
\ /
\ 06 /
\ 7
\ ’
N ’
N s
N
N 08 o
~ 7
~ -
~ -
~ -
<2 ~Z

Fonte: Elaboragao dos autores (2021).
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Figura 2 — Parabola de Funk do tipo 1 para F' = (0.3,0.4) e yo = —0.5
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Fonte: Elaboragao dos autores (2021).

Figura 3 — Parabola de Funk do tipo 2 para F' = (0.3,—0.4) e yo = 0.5
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Fonte: Elaboragao dos autores (2021).
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Figura 4 — Parabola de Funk do tipo 2 para F' = (0.3,0.4) e yo = —0.5
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Fonte: Elaboragao dos autores (2021).

3.4 Parabola de Funk do tipo 3

Pelo Teorema [2.3]e pela equagao (5), temos que o ponto P satisfaz (P3) se, e somente se,

2 2

P

7 =
p(Y,yo)

w

(21)

em que @ = ( ( v ),y()) € s e p é dada por (4). Utilizando as propriedades de médulo e produto
PY, Yo
interno, obtemos que a equagéo (21), nas coordenadas F = (fo,g0), P = (x,y) € s : y = yo, € dada

por:
T4 2%5? — 2 + Ay® + Bay+ Cy+ D = 0, (22)

emquey = 1 —sgn(yo — y)y, A = 203g0sgn(yo — y), B = —203f0, C = 203(1 — sgn(yo — ¥)g0),
D = og(fg + gg —1),eo03 =1—sgn(yo — y)yo-
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3.5 Parabola de Funk do tipo 4

Pelo Teorema e pela equagao (5), temos que o ponto P satisfaz (P4) se, e somente se,

F 2 P 2
H_l - = H_l - ’ (23)
P~ (Yo, y) P~ (Yo, y)
emqueQ = <p—1(xyoy)’ y0> € s e p édada por (4). Utilizando as propriedades de médulo e produto

interno, obtemos que a equagéo (23), nas coordenadas F = (fo,g0), P = (x,y) € s : y = yo, € dada
por 5t +22y? — 253 + Ay® + Bay+ Cy+D = 0,emque y = 1 +sgn(yo — y)y, A = —20490sen(yo —y),
B = —204f0, C = 204(1 +sgn(yo —y) - go), D = 03 (fg + 95 — 1) @ 04 = 1 +sgn(yo — v) - vo-

Observacao 3.6. Note que a equacao das parabolas do tipo 3, quando y < yo (respectivamente,

y > 1), € igual a equacao das parabolas do tipo 4, quando y > yo (respectivamente, y < o).
3.6 Uma andlise das parabolas de Funk dos tipos 3 e 4

Devido a Observacao [3.6} os graficos das parabolas tipo 3 e 4 sdo a mesma; assim, estuda-
remos somente a equagéo (22). Como podemos notar, a equagéo € uma equagcao de grau 4.
Mostraremos a seguir que o lado esquerdo da equagao ¢ irredutivel. Para isso, vamos supor

gue a equacao pode ser escrita na forma
(7 + Gay + He* + Iz + Jy + K) - (§° + Loy + Ma® + Nz + Pg + Q) = 0.
Realizando as multiplicagdes da equacao acima e agrupando os termos de x e y temos

0=9*+(L+G)yr+(M+ H+GL)y?*2*>+ (MG + HL)yxz® + HMz* + (N + I + GP + JL)y*z+
+(P+ )y + (NG +JM + HP + IL)yz? + (HN + IM)z3 + (Q + K + JP)y*+
+(GQ +IP+ LK + NJ)ag+ (QH + NI + MK)z? + (JQ + PK)j+ (KN + IQ)z + KQ.
Comparando a equagéo acima com (22), obtemos 14 equagdes, das quais sé nos interessam:

HM =0, L+G=0 M+H=1, MG+ HL=0, HN-+IM=0,
NG+ JM+HP+IL=0, QH+NI+MK=0 JQ+PK=C.

(24)

De (24), temos que C = 205(1 — sgn(yo — y) - go) = 0, 0 que € uma contradigéo.
Por outro lado, suponha que a equagao pode ser escrita na forma

(¥ + Gy*x + Hya® + I2® + J§* + Kyz + La* + My + Na + P) (§+ Qz + R) = 0.
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Desenvolvendo a multiplicagdo do lado esquerdo da Ultima equagédo e comparando-a com (22),

temos 14 equacgodes:

IQ=0, Q+G=0, HQ+I=0, GR+JQ+K =0, QG+H=1, (25)
R+J=-2, HR+KQ+L=0 LR+NQ=0, (26)

IR+1LQ=0, JR+M=A, KR+ MQ+N =B, MR+P=C, NR+PQ=0, PR=D. (27)

Podemos dividir em 3 casos: quando I = Q =0, quando I =0, @ # 0ouquando I # 0, Q = 0.
Caso1: I = Q = 0. De temos que G = 0,K = 0 e H = 1; logo, de temos que
R+ L = RL = 0; dai, R = L = 0; assim, da Ultima equagéo de (27), concluimos que D = 0, o
que € um absurdo.

Caso2: 1 =0e(Q #0. De (25) temosque H =0e Q + G = 0, QG = 1; logo, ndo existem Q e G
reais satisfazendo essas condigoes.

Caso 3: [ # 0 e @ = 0. Da terceira equagao de temos que I = 0, o que é um absurdo.
Concluimos que nao é possivel decompor o lado direto da equacao em multiplicacdo de po-

linbmios de menor grau.

3.7 Exemplos - Parabolas de Funk dos tipos 3 e 4

Exemplo 3.7. Nas figuras a seguir apresentam-se exemplos de parabolas de Funk dos tipos 3 e 4.
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Figura 5 — Parabola de Funk do tipo 3 para F' = (0,0) e yo = 0.3
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Fonte: Elaboragao dos autores (2022).

Figura 6 — Parabola de Funk do tipo 3 para F = (0.6,0) e yo = 0.3
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Fonte: Elaboragao dos autores (2022).
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Figura 7 — Parabola de Funk do tipo 3 para F = (0.7,0.3) e yo = 0.3
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Fonte: Elaboragao dos autores (2022).

Figura 8 — Parabola de Funk do tipo 3 para I = (0, -0.4) e yo = —0.8

Fonte: Elaboragao dos autores (2022).
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4 Consideracoes finais

As métricas de Finsler, estudadas em Chavez et al. (2021), consistem no estudo de um barco
navegando sobre um disco unitario a uma velocidade constante considerando correntes de vento em
diregao ao centro, o que equivale ao estudo da métrica Funk no disco unitario. Essa métrica é um
caso particular das métricas de Randers, que, por sua vez, sdo um caso particular das métricas de
Finsler. Em Chavez et al. (2021), os autores apresentam expressodes para distancia ponto a ponto,
de um ponto a uma reta e de uma reta a um ponto; e, caracterizam os circulos nesse tipo de geo-
metria. Seguindo o espirito desse trabalho, estudamos as parabolas no disco unitario bidimensional
equipado com essa métrica Funk. Obtemos quatro tipos de parabolas como consequéncia da nao
simetria da métrica de Funk. Cada um deles tem aplicagdes fisicas no problema de navegacgao
de Zermelo. Mostramos que duas delas sao parte de conicas Euclidianas conhecidas: elipse e

hipérbole. Os outros dois sao caracterizados por quarticas irredutiveis.
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