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Resumo: O escoamento totalmente desenvolvido de um fluido Newtoniano em um tubo de segao transver-
sal circular sera aplicado para discussdes de solugoes tedricas e de metodologias numéricas, baseadas na
técnica de diferencas finitas. O objetivo € apresentar detalhes da obtencdo da solucao analitica, das meto-
dologias numéricas utilizadas e da fisica envolvida, para disseminar um compilado original didatico-cientifico
nessa area. O escoamento em questdao é modelado por uma equacgao diferencial parcial eliptica sujeita a
uma condicao de Dirichlet na fronteira. A fronteira do tubo ndo coincide com a malha da discretizacdo que
é retangular uniforme. Portanto, uma técnica de extrapolacao linear serd empregada. O sistema linear re-
sultante é resolvido pelos métodos classicos de Jacobi e Gauss-Seidel para comparagdo. Um processo de
refinamento da malha demonstra que a solugdo numérica converge para a analitica com ordem O(h3). A
relacdo entre a quantidade de iteracbes dos métodos de Jacobi e Gauss-Seidel e o nimero de condicao da
matriz do sistema linear corrobora que o método de Jacobi exige aproximadamente o dobro de iteragbes que

o método de Gauss-Seidel para convergir. Resultados sobre a influéncia dos parametros fisicos do modelo e
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a relacao entre velocidades média e maxima do escoamento sédo averiguados. Mostra-se, analiticamente, que
o valor absoluto do gradiente de pressao ¢é diretamente proporcional a velocidade, enquanto a viscosidade é
inversamente proporcional a essa grandeza, além disso, a relacao de proporcionalidade entre as velocidades
média e maxima do escoamento é demonstrada teoricamente e aplicada para outras verificagdes numéricas.
Palavras-chave: diferencas finitas; geometria circular; métodos iterativos; equagado de Poisson; solugao
analitica.

Abstract: The fully developed flow of a Newtonian fluid in a circular cross-section tube will be applied to dis-
cussions of theoretical solutions and numerical methodologies, based on the finite difference technique. The
objective is to present details of obtaining the analytical solution, the numerical methodologies used and the
physics involved, in order to disseminate an original didactic-scientific compilation in this area. The flow in
deal is modeled by an elliptic partial differential equation subject to a Dirichlet condition at the boundary. The
boundary of the tube does not coincide with the computational mesh which is uniform rectangular. Therefore,
a linear extrapolation technique will be employed. The resulting linear system is solved by classical Jacobi and
Gauss-Seidel methods for comparison. A mesh refinement process demonstrates that the numerical solution
converges to the analytical solution with order O(h?). The relationship between the number of iterations of
the Jacobi and Gauss-Seidel methods and the condition number of the matrix of the linear system corrobo-
rates that the Jacobi method requires approximately twice as many iterations as the Gauss-Seidel method to
converge. Results about the influence of the physical parameters of the model and the relationship between
average and maximum velocities are investigated. It is shown, analytically, that the absolute value of the pres-
sure gradient is directly proportional to the velocity, while the characteristics are inversely proportional to this
variable, furthermore, the proportionality relationship between the average and maximum flow velocities is the-
oretically demonstrated and applied for other numerical verifications.

Keywords: finite differences; circular geometry; iterative methods; Poisson equation; analytical solution.
Resumen: En este estudio, se aplicara a discusiones de soluciones tedricas y metodologias numéricas, ba-
sadas en la técnica de diferencias finitas, el flujo completamente desarrollado de un fluido newtoniano en un
tubo de seccion circular. El objetivo es presentar detalles de la obtencion de la solucién analitica, las me-
todologias numéricas utilizadas y las fisicas involucradas, para difundir una recopilacién didactico-cientifica
original en esta area. El flujo en cuestion se modela mediante una ecuacion diferencial parcial eliptica sujeta
a una condicion de Dirichlet en la frontera. El limite del tubo no coincide con la malla de discretizacién, que
es uniformemente rectangular. Por lo tanto, se empleara una técnica de extrapolacion lineal. El sistema li-
neal resultante se resuelve mediante los métodos clasicos de Jacobi y Gauss-Seidel a modo de comparacion.
Un proceso de refinamiento de malla demuestra que la solucidon numérica converge a la analitica con orden
O(h?). La relacion entre el nimero de iteraciones de los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel y el nimero de
condicion de la matriz del sistema lineal corrobora que el método de Jacobi requiere aproximadamente el
doble de iteraciones que el método de Gauss-Seidel para converger. Se investigan los resultados sobre la

influencia de los parametros fisicos del modelo y la relacién entre las velocidades de flujo promedio y méaxima.
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Se demuestra, analiticamente, que el valor absoluto del gradiente de presion es directamente proporcional a
la velocidad, mientras que la viscosidad es inversamente proporcional a esta cantidad, ademas, se demuestra
tedricamente y se aplica la relacion de proporcionalidad entre las velocidades media y maxima del flujo otras
comprobaciones numéricas.

Palabras clave: diferencias finitas; geometria circular; métodos iterativos; ecuacién de Poisson; solucion
analitica.

Data de submissao: 31 de margo de 2023.

Data de aprovacao: 2 de outubro de 2023.

1 Introducao

O escoamento de um fluido Newtoniano totalmente desenvolvido em um tubo € modelado por
uma equacao diferencial parcial eliptica. Os problemas de equilibrio em duas ou trés dimensoes nor-
malmente também dao origem as equacdes elipticas. Problemas relacionados a difusao e pressao,
elasticidade, camada limite e problemas de vibragdo de membranas sdo alguns exemplos. Os pro-
blemas elipticos tem como caracteristica a propagacao de suas propriedades fisicas em todas as
direcoes coordenadas indistintamente, diferentemente das equacdes parabdlicas e hiperbdlicas que
tem essas propriedades propagadas em uma diregao preferencial. Consequentemente os proble-
mas elipticos tem as condicdes de fronteiras especificadas por toda a fronteira, constituindo assim

um problema bem posto (Cuminato; Meneguette Junior, 2013).

Determinar solugdes analiticas de problemas matematicos ndao é uma tarefa facil. Em geral,
nem mesmo possuem solugdes. Uma estratégia para resolver esse tipo de problema é obter uma
solugao aproximada calculada pela aplicagao de métodos numéricos, como por exemplo, os métodos
de diferencas finitas. Os métodos de diferencgas finitas quando aplicados em uma equacao diferen-
cial fornecem uma nova equagao denominada equagao de diferengas que sera aplicada em cada
ponto de uma malha construida sobre o dominio computacional. Aplicar a equacdo de diferencas
em malhas cartesianas uniformes e regulares, em que 0s contornos da geometria coincidem com
os nés da malha nao é uma tarefa muito complexa, a complexidade maior consiste em estabelecer
um tipo de tratamento numérico capaz de considerar as condicoes de contorno em geometrias em
que os pontos da fronteira nao coincidem com os pontos de uma malha regular. Alguns métodos fo-
ram desenvolvidos com o objetivo de fornecer uma solugao aproximada para problemas elipticos em
dominios irregulares. Podemos citar métodos baseados em pontos fantasmas (Ghost Fluid Method),
introduzido inicialmente por Fedkiw et al. (1999) para estudar a dinamica de gases, ou métodos de
fronteiras imersas (Immersed Boundary Method), proposto pela primeira vez em 1972 por Peskin,

para simular escoamento de sangue em mecanismos cardiacos (Peskin, 1972, 1977), e modificado
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por LeVeque e Li (1994) para considerar condi¢cdes de interfaces mais gerais, sendo denominado
método de interfaces imersas (Immersed Interface Method). Desde entao, diferentes autores busca-
ram aperfeicoar esses métodos e propor outras técnicas para resolver problemas em que os pontos
da fronteira ndao coincidem com o stencil do método aplicado para resolver equagdes diferenciais
parciais do tipo elipticas. Podemos citar alguns autores: Aftosmis, Berger e Melton (1998), Jomaa e
Macaskill (2005), Li (1996), Li e Ito (2006), Liu, Fedkiw e Kang (2000) e Mittal e laccarino (2005).

O desenvolvimento de diferentes estratégias para resolver equacdes diferenciais elipticas
em dominios irregulares, como os métodos de fronteiras imersas (Peskin, 1972) e os métodos de
pontos fantasmas (Fedkiw et al., 1999; Jomaa; Macaskill, 2005; Liu; Fedkiw; Kang, 2000), tem per-
manecido no foco dos pesquisadores desde os anos de 1990. Trabalhos publicados recentemente
desenvolveram métodos de diferencas finitas de alta ordem e analisaram a ordem de convergéncia
quando considerado algum tipo de método de interfaces imersas para resolver equacdes elipticas
em dominios irregulares com descontinuidade (Colnago; Casaca; Souza, 2020; Reis et al., 2013;
Zapata; Balam; Montalvo-Urquizo, 2023). Esses trabalhos se preocupam e resolvem muito bem os
problemas elipticos cujos contornos nao coincidem com a malha. Entretanto, até onde conhecemos
dessas e outras literaturas, elas ndo utilizam a modelagem do escoamento totalmente desenvolvido

em um tubo circular como um estudo de caso.

Portanto, considerando a relevancia do desenvolvimento e aperfeicoamento dos métodos
numéricos no estudo de fenbmenos da area da Mecanica dos Fluidos, este artigo tem como obje-
tivo aplicar uma dessas técnicas de tratamento numérico das condicdes de contorno para fronteiras
que nao coincidem com a malha e apresentar resultados obtidos para o problema do escoamento
totalmente desenvolvido em um tubo de secao transversal circular (Figura 1) de um fluido New-
toniano, o qual é modelado por uma equacao eliptica. Adicionalmente, este artigo vem contribuir
com a valorizagao de uma técnica matematica para obtencao de solucao analitica a fim de aplica-
la a analise da metodologia numérica desenvolvida. Por fim, destaca-se também, alguns estudos
numéricos de sensibilidade dos parametros do modelo a luz da Fisica e suas interpretacdes que

estao de acordo com as expressoes analiticas.

Nas segOes a seguir serao apresentadas a formulagdo matematica do problema, especifi-
cando qual o modelo que sera resolvido, no caso uma equacao diferencial do tipo eliptica; a solugao
analitica que sera utilizada para determinar a ordem de convergéncia do método numérico; a me-
todologia numérica detalhando a técnica utilizada para acoplamento das condigdes de contorno do
dominio circular que nao coincidem com os nés da malha e os resultados numéricos, juntamente
com uma breve analise e discussao sobre aspectos numéricos relevantes, como por exemplo, a

ordem de convergéncia do método de diferencgas finitas e o condicionamento da matriz do sistema
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linear resultante da aplicacdo da equagao de diferengas em cada ponto interno da malha; e os es-
tudos sobre a influéncia dos parametros do modelo no escoamento. Por fim, sdo apresentadas as

consideracgdes finais.

2 Formulacao matematica do problema

As equacdes de Navier-Stokes para escoamentos de fluidos Newtonianos, isotérmicos, in-
compressiveis, sao modeladas pelas equagdes da continuidade (1) e da quantidade de movimento
(2),

V-u=0, (1)

Ou

p {at +V- (UU)} = —Vp+uViu+pg, ()
em Q x [0,7], T > 0, sendo Q C R? um aberto; t € [0,7] é a variavel independente temporal; u :
Q x [0,T] — € um campo vetorial que representa a velocidade do escoamento em cada (z,y, z,t) €
Qx[0,T], u(z,y, z,t) = (u(z,y, z,t),v(z,y, 2, 1), w(x,y, z,t)); p: © x [0,7] — R uma funcao escalar
gue mede a pressao em cada (z,y, z,t) € Q x [0,7] do escoamento, p = p(z,y, 2,t), g O campo

gravitacional, e p, u € R*, representam densidade e a viscosidade do fluido, respectivamente.

Neste artigo sera considerado um escoamento unidirecional (na dire¢ao z) totalmente desen-

, . . . . 0

volvido em um tubo circular reto movido por um gradiente de pressao constante a—z = Ap < 0, que

representa uma queda de pressao ao longo do tubo (ver Figura 1).

Figura 1 — Geometria do problema

Yy
x
Z
Fonte: Elaboragao dos autores (2022).
e Ou ou

Para esse escoamento especifico, 9 = 0, i 0eu = u(z,y) = (0,0,w(z,y)), e as

equacbes (1) e (2) simplificam-se na equacdo de Poisson dada por (3),
Pw Pw  10p
- Ty 2" _-ZF [9)
022 T o2~ pox M 3)
w(z,y) =0, em oL,
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emque Q = {(z,y) € R? : 22 + 4% < 1} e serd assumido que a velocidade na parede do tubo é

nula, ou seja, condi¢do de fronteira de Dirichlet nula em 9Q = {(z,y) € R? : 22 +¢% =1},

3 Solucao analitica

Nesta se¢ao, uma técnica com base no principio do maximo, da teoria de equagdes diferen-
ciais elipticas para a equacao de Laplace, sera aplicada para obtencao da solucao analitica para
escoamentos totalmente desenvolvidos em um tubo circular reto (Evans, 1998; Papanastasiou; Ge-

orgiou; Alexandrou, 2000).

Seja a equacao de Laplace

Aw =0, em, (4)

com apropriada condigdo de contorno na fronteira de Q, 2. Na equagédo (4), w : Q CR* - R é a

fungao incognita, Q@ € um subconjunto aberto do R e 2 = Q U 9.

Definicdo 3.1. Quando uma fungdo de classe C?(f2), Q2 C R" aberto, satisfaz a equagdo (4) diz-se

que a funcao é harménica.

Teorema 3.2. (Principio do Maximo Forte) Seja w : Q C R® — R uma fungdo harménica em 2 um

conjunto aberto e limitado. Suponha que w € C?(Q) N C(Q).

o)
(i) Se, alem disso, ) é conexo e existe xg € ) tal que w(xp) = maxw, entdo, w € constante em Q.
Q

(i) Entao, max w = max w.
Q
Trocando w por —w € max por min obtém-se a versao do Principio do Minimo Forte.

Para determinar uma solugao para o escoamento totalmente desenvolvido em um tubo circu-
lar reto, ou seja, uma solucao da equacéo de Poisson (3), considere o seguinte problema de Laplace

bidimensional em coordenadas cartesianas,

Pw 0w
W‘i‘w:o, em (), (5)

Q={(z,y) €R? : 22 +4y?><1}edQ={(z,y) €R? : 22 +¢4> =1}
Admita que a solucdo da equacao de Poisson (3), possa ser escrita como
U}(.CL',y) = @(x,y) + k1$2 + k2y2 ) (6)

em que k1 e ko sdo constantes a serem determinadas pela condicao de velocidade nula na parede
do tubo e de modo que w(z,y) seja uma solugdo do problema de Laplace (5) com condi¢ao de

contorno constante.
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Substituindo a equagao (6) na equacao (3), obtém-se

*w  O*w 10p

T 4+ 2k + 2ky = — Q. 7

8x2+8y2+ k1 + 2ko 0 em (7)
Para que w(x,y) seja uma solugdo do problema de Laplace (5), a primeira imposigao para determinar

as constantes k; e ks € que
10p

2k1 + 2ko = 787 . (8)
10z

Por outro lado, na parede do tubo a velocidade é nula, entao,
0= ’U)(IE, y) = fU\(ZL‘, y) + k1$2 + k?yQ , em aQa (9)

ou seja,
w(z,y) = —ki [mz + ?yﬂ , emoQ. (10)
1

Agora, a segunda imposicao a ser feita para obtencado das constantes k; e ky € que a
condigao de contorno para o problema de Laplace (5) seja constante. Sendo assim, de acordo com

a equacao (10) é suficiente que ki = ko, pois 22 + y? = 1 na fonteira de 2 . Como consequéncia,
,&3(3:>y) = _kl , em aQa (11)

€ a equacao (8), considerando ki = ko, fornece

1
b=

== 12
4p 0z (12)

Assim, o Teorema 3.2 aplicado ao problema de Laplace (5) garante que w assume seus

valores maximo e minimo na fronteira do problema e, portanto, decorre da equacao (11) que a

solugdo deste problema de Laplace é constante —k1, ou seja, w(z,y) = —k1 para todo (z,y) € Q.

Reescrevendo a equagao (6), segue que a solugao analitica para o escoamento totalmente
desenvolvido em um tubo circular reto, em que a velocidade do escoamento € nula na parede, é

dada por:
-1 @

T ZAS (13)

w(z,y)

3.1 Arelacao da velocidade média com o gradiente de pressao e com a velocidade maxima

A velocidade média do escoamento totalmente desenvolvido em um tubo circular reto de raio
R = 1 sera calculada aplicando a Propriedade do Valor Médio para Integrais ao perfil de velocidade

w(z,y), representado pela equagao (13),

//w(w,y) drdy = Wmeq - // dzdy , (14)
Q Q
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em que w,¢q € 0 valor médio da velocidade em Q e // dxdy representa a area de (2, que por
Q

tratar-se de um circulo de raio R = 1, tem-se que // dxdy = 7.
Q

Dessa forma, manipulando a equacao (14), a velocidade média deste escoamento (w,,¢q)

pode ser calculada por:

—10p1
wméd:%azﬂ// (175527312) dxdy . (15)
Q

A integral dupla da equacao (15) é rapidamente resolvida adotando a transformacao de
coordenadas cartesianas para coordenadas polares, com polo na origem. Seja a transformacgao
x = pcos(f) e y = psen(d), entdo, o dominio 2, que € um circulo unitario centrado na origem, é
reescrito em coordenadas polares como Q2,9 = {(p,f) € R? : 0 < p <1, 0 <6 < 27}, e 0o médulo

do determinante Jacobiando desta transformagao € dado por |.J| = p. Logo,

// (1—2%—y?) dxdy:/o%/ol{1—p2[cos2(9)+sen2(9)]}pdpd6:/0277/01 (p— p%) dpdt
Q

2w 1 1 1 2
AR VLS

e, entao, substituindo este resultado (16) na equagao (15), obtém-se

; (16)

b 3

— 17
8u 0z (a7

Wmeéd =

A equacgao (17) diz que a velocidade média do escoamento totalmente desenvolvido em um
tubo circular reto € diretamente proporcional ao modulo do gradiente de pressao e inversamente

proporcional a viscosidade do fluido.

Note que, para gerar esse escoamento, € necessario impor um gradiente de pressao. De-
pendendo da aplicagao, caso o escoamento tenha que atingir uma certa velocidade média, entao é

possivel ajustar o gradiente de pressao por meio da equacao (17) da seguinte forma:

dp

5, = 8 Wmed (18)

Por outro lado, ao analisar a solugao analitica dada pela equacao (13), é possivel perceber

que quanto menor o valor de =2 + 2, maior a velocidade, ou seja,

—10p

-19
Do L- @A) < ot =

w(z,y) = S w(0,0) ,

para todo (z,y) € . Logo, a velocidade maxima se dara no ponto (0, 0) pela expressao

_1@

s (19)

Winar = w(0,0) =

Combinando as equacodes (17) e (19), nota-se que a velocidade maxima do escoamento

totalmente desenvolvido em um tubo circular reto € sempre o dobro da sua velocidade média, ou
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seja, a razao entre as velocidades w4, € weq € Sempre 2:

Wmiz _ o (20)

Wmeéd
Esses resultados analiticos, dados pelas equagdes (13), (17) — (20), serdo muito Uteis na

etapa de verificacao da metodologia numérica que sera apresentada na préxima secgao.

4 Metodologia numérica

A metodologia numérica empregada para resolver escoamentos totalmente desenvolvidos de
fluidos Newtonianos em um tubo circular reto é baseada na técnica de diferencgas finitas adotando

uma malha cartesiana bidimensional.

O dominio circular = Q U 99 sera inscrito em um quadrado [-1, 1] x [-1, 1] para defini¢do
da malha computacional. Essa malha sera construida nas coordenadas cartesianas, com segmen-
tos de retas paralelas aos eixos x e y, de forma que o espagamento entre estes segmentos tanto
na direcdo x, quanto na direcao y sera sempre um valor definido 4. Os nds dessa malha serao
denotados por (z;,y;),comi=0,1,...,Nej=0,1,..,N e estdo representados em vermelho e azul

na Figura 2.

Figura 2 — Malha cartesiana sobre o dominio circular, onde wy é a velocidade w na célula

AY
L] [~
x
>
WN
WONWE Wi, P, h
wg P h

Fonte: Elaboragao dos autores (2022).

A equacao de diferencas finitas centrada, de segunda ordem, sera utilizada para aproximacao
da equagao de Poisson (3):

Wit1,j — 2Wij + wi—1,5 4 Wil 2wij + w1 10p

h2 h2 1oz’

em que w; ; ~ w(x;,y;). Reescrevendo a equagéo de diferengas, tem-se

Wit1,j + Wi-1,j — 4Wij + Wijp +wij1 _ 19p

h? woz’
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e multiplicando os dois lados da igualdade por —h?, obtém-se:
h? op

—Wit1,j — Wi-1,j + 4wij — Wi j41 — Wi j—1 = Tz (21)

Seja w; ; = wc a velocidade no ponto central, como mostra a Figura 2. Tem-se que w;;1; € a
velocidade no ponto vizinho a direita (leste) dele, ou seja, wy,; sendo assim, ao manter esse padrao,

pode-se reescrever a equacao (21) da forma:

h? Op
b-wrp+a-wec+b-wo+b-wy+b-wg=——-—, (22)
W 0z
em que a = 4, b = —1, e as variaveis w¢, wo, wy, ws, wy Sa0, respectivamente, os valores

aproximados da componente da velocidade nos pontos central (C), oeste (O), leste (L), sul (S) e

norte (N), que compdem a célula computacional, como pode ser observado na Figura 2.

Os n6s da malha, em geral, nao coincidem com a fronteira 92 que é circular (como na Fi-

gura 2), entao a imposigao da condigao de contorno de Dirichet ird requerer um tratamento especial.

A subsecao 4.1 traz os detalhes da estratégia numérica utilizada para tratar a fronteira circular

sobre uma malha cartesiana.

4.1 Tratamento da condigcao de contorno de fronteira circular em malha cartesiana

Neste artigo, adotam-se uma extrapolacao linear e informacdes da descricao matematica da
fronteira 052, seguindo as ideias de Cuminato e Meneguette Junior (2013), para obter expressoes
para aproximar wo € wg em fungao do valor we, visto na Figura 3 a), em que os pontos O e S
nao pertencem ao dominio 2 e nem a fronteira 992. O termo extrapolacao € utilizado, pois o ponto
desconhecido O, por exemplo, ndo esta entre os pontos conhecidos P e C' (ver Figura 3 b)), ou seja,

em relagao a diregao x tem-se que zp < zp < z¢.

Figura 3 — Extrapolacao

a) Fatores de proporcao 6 € 6-. b) Localizagao dos pontos.

Fonte: Elaboragao dos autores (2022).

A fim de estimar wo, considere o polinémio interpolador de Lagrange passando pelos pontos

rp e xco,
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xr—x r—x
We(z) = wp - (0) 1 we - <P)
rp — I ro —Tp

Reescrevendo, vem que

We(z) = [wp - (x — 2¢) —we - (x — xp)] - (mpim() : (23)

Como deseja-se encontrar uma aproximagao para wo, entdo a equagao (23) avaliada no

ponto xo fornece

Wa(zo) = [wp - (v0 — x¢) —we - (vo — zp)] - (l’pimc) ) (24)

e o valor W, (zp) sera o valor wp, simplesmente, wo = W,(zo).

A questao que ainda precisa ser solucionada € como encontrar a posicao exata dos pontos
P e Q. Neste artigo, sera possivel encontrar tais posicdes exatamente, pois a descricao analitica da

fronteira é conhecida.

Para tanto, considere o fator de proporgao 6, em que 6, h é a distancia entre zp € x¢, (1—61)h
é a distancia entre zp e zo (conforme Figura 3 a)), e 0 < #; < 1. Consequentemente, z¢ — zp = h,

xp—x0=(1—-01)-hexc—xzp=nh-0;. Entdo, a equagao (24), reduz-se a

wo = ()l —we- (- o) (25)

e do fato que z¢ — xp = h - 61, tem-se que

rxo — X
91:%. (26)

Como o ponto P pertence a uma fronteira circular, entdo, conforme Figura 3 b),

b+ yb =12, (27)

Note ainda que os pontos P e C possuem a mesma ordenada, ou seja, yp = yc. Com isso,
a equagao (27) fornece
zp=+4/r2 —y2 . (28)

Se a posicao z¢ < 0, entdo seu vizinho P também tera o valor zp negativo. Caso contrario,
xp > 0 e sera Util para tratar a fronteira localizada nos primeiro e quarto quadrantes para a aproximagao

de wy,.

Assim, substituindo a equacao (28) na equacao (26), obtém-se uma expressao para #; que
sO depende de valores conhecidos, a expressao (29):

xo — /12— y2
0, — <. (29)

h
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Para o problema a ser resolvido neste artigo, da condi¢cao de contorno e da definicao de 01,
tem-se que wp = 0 e r = 1, e, entdo, as equagodes (29) e (25) reduzem-se a

g 2O VIV -1 (30)

wo = We -
h ) O C 01

Portanto, o valor de wp na equacgao de diferencgas finitas (22) sera calculado conforme (30),

sempre que o ponto O nao coincidir com a fronteira circular 0f2.

Note que o sistema (30) ainda é valido nos casos em que o ponto O coincide com a fronteira,

O = P,emque osvalores §; =1 ewp =0=wp.

Em relagdo a diregao y, tem-se que ys < yo < yc; entao, obtém-se uma aproximacéo para
wg de maneira anéloga, ou seja, ws = W, (ys), sendo W, (y) o polinémio interpolador de Lagrange
que passa pelos pontos yc € yg. E evidente que esses casos sdo estendidos analogamente para as

aproximacoes de wy, e wy, nas direcoes x e y, respectivamente, quando necessario.

Ao aplicar a equagao (22) para todos os pontos internos do dominio €2, com o tratamento
especial nos pontos necessarios proximos ao contorno, obtém-se entdao um sistema linear que sera

descrito na subsecao 4.2.

4.2 Sistema linear resultante

A discretizagao por diferencgas finitas da equacao de Poisson (3) gera um sistema linear da
forma A-W = B, em que B € um vetor conhecido, W & o vetor incognita e A € a matriz formada
pelos coeficientes da equagao de diferengas. Quando a malha coincide com a fronteira, que esta sob

a condigao de Dirichlet homogénea, gera um sistema linear cuja matriz associada € pentadiagonal.

Neste artigo, como a fronteira quase sempre nao coincide com os nés da malha, a matriz A
associada a discretizagao do problema é uma matriz esparsa, tipo pentadiagonal, pois os valores de
A associados aos pontos S e N nao estao exatamente alinhados, pelo fato do nimero de nés na

direcdo = nao ser exatamente o mesmo a cada nivel na direcao y.
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Conforme o tratamento da subsecao 4.1, o sistema linear resultante € mostrado pela equagao
(31):

a b 0 b i w11 ] [ P11 ]
boa b b 0 w21 B2,
0 0 b
b b WL —1,1 Bri-1,1
b . Tl s Tl 00 wi,2 _ B2 @)
0 b
b . 0 . . . Tl b Wy—1,2 BLo—1,2
b 0 0
0 b o b |wonoyy—2,N—1 BLiy_1)—2,N—1
b 0 b a| [Wrwy-1N-1]  [Provon-1N-1)

em que L; representa a quantidade de nds internos no nivel y;, que sao (xo, y;), (71, ¥;), - (TL;,Y5);

B, — W op gy, yy) | 9@, y) | 9(®i,yien) n 9(wi, yj-1)
Y w0z h? h? h? h?

se houver extrapolagao no ponto (z;, y;).

_|_

+ , e a fungéo g(x;,y;) # 0 somente

Nesses casos especiais também ocorre uma alteracdo nos coeficientes da matriz A, con-
forme visto nas equagdes do sistema (30). Por exemplo, ao discretizarmos o ponto (z¢, yc) visto
na Figura 3 a), a equagao sofrera influéncia da condi¢cao de contorno nos pontos wo € wg, que se

tornardo valores conhecidos ao utilizarmos a extrapolacdo e, portanto, passardo para a direita da

-1
-1 _, zo — /1 -2 , zo — /1 -2

01 h h

equacao. Para o ponto wo, temos:

9(zo,y0) =b-wo =b-wc -

Esse tratamento especial sera feito, de maneira analoga, para o wg e também para os demais

locais (x;,y;) que sofrem a influéncia do contorno.

No presente artigo, esse sistema linear A - W = B é resolvido em Python™, utilizando os
métodos de Jacobi e de Gauss-Seidel, implementados pelos autores, com o auxilio da biblioteca
numpy e os graficos gerados por meio de fungdes da biblioteca matplotlib. Foi adotado tolerancia =
10~ como critério de parada para ambos os métodos. Uma condigéo necessaria para a utilizagédo
desse método é que os elementos da diagonal da matriz A sejam nao nulos, condicao essa que é

atendida (Cuminato; Meneguette Junior, 2013).

Com relacao a matriz A dos coeficientes na equacao (31), € possivel observar que ela é
quase pentadiagonal, ou seja, a diagonal principal, alinhada, preenchida com o coeficiente a, as-

sociado ao ponto C; as duas diagonais mais proximas a diagonal principal sdo preenchidas com o
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coeficiente b, com excecao dos tratamentos especiais nos pontos O e L, nos quais os coeficientes de
A tornam-se 0 (zero) no lugar do b; e existem mais diagonais um pouco mais distantes da diagonal
principal com os coeficientes b dispostos em formato “zig-zag” devido aos tratamentos especiais de
contorno para os pontos N e S, somado ao fato do nimero de nés i na dire¢cao x nao ser 0 mesmo

em todos os niveis j na diregao .

A Figura 4 dispde os elementos da matriz A com dimensao 109 x 109, em que a cor preta
representa os valores ndo nulos e a branca os nulos, sendo possivel visualizar a sua esparsidade,

bem como o formato das suas diagonais.

Figura 4 — Densidade da matriz A
0 20 40 60 80 100
0 1 1 1 1 1

Fonte: Elaboragao dos autores (2022).

A matriz A é esparsa; simétrica; diagonalmente dominante, pois |a;;| = |a| = 4 > Z ;]
paracada:=1,...,N—1 (ver (31)); e definida-positiva, sendo que tal caracteristica & umatendenma
que foi monitorada numericamente no Python™ por meio do comando numpy.linalg.eigvals, que

retorna os autovalores de A.

Sabe-se que a matriz dessa mesma discretizacdo da equacao de Poisson para dominios
quadrados é uma matriz pentadiagonal, simétrica, definida-positiva e mal-condicionada (LeVeque,
2007). No caso deste artigo, em que o dominio € circular, a matriz A mantém-se simétrica, definida-
positiva e também mal-condicionada, como veremos na tendéncia numérica. Lembrando que o
nimero de condigao de uma matriz é dado por cond(A) = ||A||-|]A7!||, em que o escalar cond(A) >
1. Valores proximos de 1, valores mais baixos, mostram que a matriz € bem condicionada. A
matriz é dita mal-condicionada quando esse valor estiver por volta de 10, tornando o resultado
nao confiavel. Maiores detalhes podem ser visto em Franco (2006). O valor cond(A) também foi

monitorado numericamente em Python™ utilizando o comando numpy.linalg.cond.
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As solugbes numéricas do sistema linear A - W = B serao apresentadas e discutidas na
proxima segdo. A matriz A € diagonal dominante, entdo o método de Jacobi é convergente para
qualquer chute inicial (Golub; Van Loan, 1996). O fato da matriz ser simétrica e definida-positiva
também garante a convergéncia do método de Gauss-Seidel para qualquer chute inicial (Golub; Van
Loan, 1996). Ambos os métodos, Jacobi e Gauss-Seidel, serdo convergentes para este problema
e, portanto, podem ser aplicados para resolver o sistema linear resultante. E importante ressaltar
esse fato, pois, embora esses métodos pertencam a uma mesma familia de métodos iterativos, a

convergéncia de um nao implica necessariamente a convergéncia do outro (Franco, 2006).

5 Resultados numéricos e discussao

As solugdes numéricas para o escoamento totalmente desenvolvido em um tubo circular
reto foram obtidas pela implementagcdo da metodologia desenvolvida na secdo 4 em linguagem
Python™ de programacéo. Primeiramente, serdo apresentados estudos numéricos que corroboram
com a convergéncia, acuracia e robustez que se espera da metodologia numérica empregada. As
solucoes analiticas apresentadas na sec¢ao 3 serao utilizadas para as comparacdes com as solucdes
numéricas. Em seguida, serao apresentados resultados de simulagcdes com o propdsito de mostrar

a influéncia de cada parametro do modelo no perfil de velocidade do escoamento.

5.1 Analise de convergéncia

Para iniciar, serdo apresentados resultados de comparagoes entre as solugdes numérica

(Gauss-Seidel) e analitica de modo qualitativo. A simulagao computacional foi realizada conside-

1 0
rando: h = T éTi = —0,1 Pa/m, = 0,1 N.s/m>.

Figura 5 — Contorno da velocidade w no dominio €2

1.00
Hoo 0.2475 0.2304

0.75 0.2200 0.75

0.2048

0.50 0.1925 0.50 01792
0.25 0.1650 025 0.1536
= 13759 T 2
E 0.0 013 55 E 0.0 0.1280 £
> 0.1100 = > 0.1024 H
-0.25 -0.25
0.0825 0.0768
- —0.50
050 0.0550 0.0512
-0.75 0.0275 —0.75 0.0256
-1.00 0.0000 -1.00 0.0000
—1.00 —0.75 —0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 —1.00 -0.75 —0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
x [m] x [m]
a) Solugao numérica. b) Solugao analitica.

Fonte: Elaboragao dos autores (2022).
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Os graficos dos contornos das solugdes numérica e analitica sdo apresentados, respectiva-
mente, nas Figuras 5 a) e 5 b) para a verificacao qualitativa. Pode-se observar que quanto mais ao

centro, maior a velocidade do fluido, 0 que esta coerente com a solucao analitica.

A Figura 6 a) apresenta a superficie tridimensional com respeito ao dominio €2, em que a
superficie em vermelho € a solugao analitica e os simbolos azuis representam a solugao numérica.
A Figura 6 b) mostra o perfil de w restrito a y = 0 e —1 < x < 1. Note que, qualitativamente, o

comportamento da solugdo numérica esta condizente com a solugao exata.

Figura 6 — Grafico da velocidade w

0.25 —— Solugao Analitica
®  Solugao Numérica

a) wem Q. b) wemy=0e-1<z<1.
Fonte: Elaboragao dos autores (2022).

Diante das analises qualitativas satisfatorias, outra analise importante para garantir a robus-
tez das solugdes numeéricas € quantificar a acuracia e a taxa de convergéncia do método numérico

desenvolvido. Para essas analises quantitativas, sera necessario realizar um refinamento de malha.

Para ilustrar o efeito do refinamento da malha na solugao numérica e no tratamento da fron-

. . - 1 1 .
teira, considera-se, inicialmente, duas malhas com espagcamentos i = 6™ eh= 33 ™ Realiza-se
uma comparacéo entre a solucdo numérica w; ;, obtida via método de Gauss-Seidel, e a solugdo

analitica w(z;, y;), efetuando ponto a ponto o célculo do erro e; j = |w; j — w(xs, y;)|-

A coluna a esquerda da Figura 7 mostra que, com o refinamento da malha, a solugao
numérica se aproxima bem mais da solugao analitica visualizada na Figura 5 b). Além disso, a coluna
a direita da Figura 7 mostra que o maior erro cometido nessa aproximacgao se da proximo a fronteira,

0 que enfatiza a importancia desses estudos que envolvem a necessidade de interpolagoes.

A fim de estimar a acuracia do método numérico, refinamentos da malha foram considerados

para verificagdo do decaimento do erro. Adotou-se o erro relativo considerando a norma-2 que é
e C ~ - o
expresso por Ey = lell> ,emque e = W —w € a diferenga entre as solu¢gdes numérica W e analitica

w2

w, e 0 erro absoluto na norma-2 é dado por |le||s = (h2 i jleis

1/2
2) . Com o refinamento da
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log(E3' | Ey*)

lOg(hl/hg) ’
em que hy e he sdo os diferentes espacamentos adotados no refinamento de malha, e E™, EQ”Q

malha é possivel calcular numericamente a ordem de convergéncia p do método, p ~

representam o erro relativo na norma-2 para os casos das malhas de espacamento h; € ho, respec-
tivamente. Maiores detalhes sdo encontrados em LeVeque (2007).
Figura 7 — Coluna a esquerda: solugao numérica do contorno da velocidade w. Coluna a direita:

contorno do erro absoluto calculado ponto a ponto.
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0.50 0.1925 0.50 0.00252
0.25 0.1650 0.25 0.00216 g
= 0.1375 % = 0.00180 3
E 0.00 £ E o000 g
> 0.1100 2 > 0.00144 o
-0.25 -0.25 5
0.0825 0.00108
_o. -0.50
050 0.0550 05 0.00072
-0.75 0.0275 -0.75 0.00036
-1.00 0.0000 -1.00 0.00000
-1.00 =0.75 —=0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 -1.00 —0.75 —=0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
x [m] x [m]
1 1
a) h=-m b) h=-m.
4 4
1.00 0.2475 1.00
0.0000486
0.75 0.2200 0.75
0.0000432
0.1925
050 050 0.0000378
0.25 0.1650 0.25 0.0000324 £
= 01375 % = S
£ 0.00 £ € 000 o.ooooz7o§
. 0.1100 = > 0.0000216 2
-0.25 -0.25 5
0.0825 0.0000162
-0.50 -0.50
0.0550 0.0000108
-0.75 0.0275 =075 0.0000054
-1.00 0.0000 -1.00 0.0000000
-1.00 —0.75 —0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 -1.00 —0.75 —0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
x [m] x [m]
1 1
C) h=—m dy h=—.
32 32

Fonte: Elaboragao dos autores (2022).

Veja na Tabela 1 que, ao diminuir o espagcamento h, o erro relativo decai, 0 que indica a
convergéncia do método numérico (Gauss-Seidel). A taxa de convergéncia obtida é de aproxima-
damente 3. Acompanhe a mesma analise exposta na Figura 8 a), que mostra o decaimento do erro
relativo com o refinamento da malha, na escala log-log pois assim o grafico se assemelha a uma
reta de coeficiente angular 3 (O(h?)), visto que este é o valor aproximado da ordem de convergéncia

obtido na Tabela 1.
Tabela 1 — Erro relativo e ordem de convergéncia

Valores de h  Erro relativo Ordem de convergéncia

1/4 1,68 e-02 -

1/8 3,78 e-03 3,15
116 1,17 e-03 2,69
1/32 2,57 e-04 3,19

Fonte: Elaboragao dos autores (2022).
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Figura 8 — Refinamento da malha
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a) Erro relativo na norma-2, sendo W b) Ndmero de iteragdes e condicao
obtido via método de Gauss-Seidel. da matriz A.

Fonte: Elaboragao dos autores (2022).

5.1.1 Discussao da solucao do sistema linear

A seguir, serdao apresentados resultados numéricos sobre o desempenho dos métodos de
Jacobi e Gauss-Seidel em fungao do numero de condigao da matriz envolvida nessa discretizagao

por diferencas. Os resultados podem ser observados na Tabela 2, bem como na Figura 8 b).

Tabela 2 — Numero de condigao da matriz e nimero de iteragdes para solugao do sistema linear

Valores de h  cond(A) lteragdes Jacobi lteragbes Gauss-Seidel

1/4 21,96 251 127
1/8 111,92 954 479
1/16 435,43 3582 1793
1/32 5222,75 13360 6682

Fonte: Elaboracao dos autores (2022).

Com o refinamento da malha, a dimensao da matriz aumenta e o valor de cond(A) também
aumenta, comportamento semelhante a formulagao em que a malha coincide com o contorno (Cu-
minato; Meneguette Junior, 2013). Observa-se nos dados da Tabela 2 e na Figura 8 b) que o numero
de iteracdes necessarias € mais alto ao refinar a malha, para ambos os métodos. Para corroborar

com a discussao desse fato, da teoria sabe-se que o erro relativo para esses casos € estimado pelo
W —wll gy B = A WO
—FF—F < co

[|wl| 1Bl _
Burden, 2015), em que k representa o numero de iteragoes. Assim, para cond(A) cada vez mais

numero de condi¢cao da matriz por £ = (Burden; Faires;

alto, o erro relativo E pode precisar de um ndmero maior de iteragées para satisfazer o critério de

parada.
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Para finalizar, é interessante destacar que o método de Jacobi utiliza aproximadamente o
dobro do numero de iteragbes quando comparado ao desempenho do método de Gauss-Seidel
(Tabela 2 e Figura 8 b)), fato presente na literatura para o sistema linear semelhante, resultante da

formulagao em que a malha coincide com o contorno (Cuminato; Meneguette Junior, 2013).
5.2 Influéncia dos parametros no escoamento

A modelagem do escoamento totalmente desenvolvido em tubo circular reto apresenta duas

: , .0

constantes importantes: o gradiente de pressao a—p
z

preender os efeitos dessas constantes, serdo realizadas simulagbes computacionais para diversos

e a viscosidade do fluido x. A fim de com-

valores dessas constantes. Além disso, os resultados numéricos serdo comparados com as respec-

tivas solugdes analiticas, como mais uma forma de corroborar que o método é robusto.

o A , .0
Primeiramente, estudaremos a influéncia do gradiente de pressao ap

5, no perfil de velocidade

. ~ ~ - . 1
w. Para essas simulagdes, serdo utilizados os seguintes dados: malhaemque h = —me u=0,1

16
. . . 0
N.s/m?; diferentes valores do gradiente de presséo a—z =—-0,1; —0,2; —0,4; e —0,8 Pa/m.

A Figura 9 apresenta todos os perfis de velocidade w em fungao de diferentes valores de
Op
9z
velocidade do fluido aumenta.

. E possivel perceber que ao aumentar o gradiente de pressdo (aumento em valor absoluto), a

Figura 9 — Influéncia do gradiente de pressao na velocidade do escoamento restritoay = 0e —1 <

x < 1. Linhas continuas representam a solugao analitica, circulos representam a solugao

L 0
numérica e £ — Ap.
0z

1.0 4 — Ap=-01

— Ap=-0.2

0.5 A — Ap=-04

— Ap =-0.8

E oo $ 0 -0l

x ® Ap=-0.2

® Ap=-04

—0.5 ® Ap=-0.8
_10 -

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
w [m/s]

Fonte: Elaboragao dos autores (2022).

Para finalizar, sera estudado o efeito da viscosidade do fluido p no perfil de velocidade w

desse escoamento. Os dados de entrada para as simulacdes computacionais sdo: malha em que
1 . .0 : : , :
h = I—Gm; gradiente de pressao 8—p = —0,1 Pa/m; diversos valores para a viscosidade do fluido,
z

pw=0,1;0,05; 0,025; € 0,0125 N.s/m?.
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A Figura 10 apresenta os diferentes perfis da velocidade w em funcéo da viscosidade. E

possivel perceber que, ao diminuir a viscosidade do fluido u, a velocidade do fluido aumenta.

Figura 10— Influéncia da viscosidade do fluido na velocidade do escoamento restrito a y = 0 e
—1 < 2z < 1. Linhas continuas representam a solugao analitica e circulos represen-

tam a solugcao numeérica.

1.0 —
— 1 =0.05
0.5 — 1 =0.025
— 4 =0.0125
E o0/ = pg=0.l
x ® u=0.05
® .=0.025
—0.5 1 ® . =0.0125
-1.0 A

0.00 025 050 075 100 125 150 175  2.00
w [m/s]
Fonte: Elaboragao dos autores (2022).

Os resultados numéricos estao em boa concordancia com as respectivas solugoes analiticas,

como pode-se ver qualitativamente nas Figuras 9 e 10.

Para nao repetir as estratégias de analise de convergéncia quantitativa da secao 5, outra
forma de demonstrar quantitativamente a boa convergéncia da presente metodologia numérica é
calcular numericamente as velocidades média e maxima e comparar com as expressoes analiticas.
Considere a seguinte simulagdo: espagamento h = % m, ?)Z = —0,1 Pa/m, p = 0,1 N.s/m?. Os
resultados numéricos obtidos foram: w,,¢q =~ 0,126 € wye: ~ 0,250. A razdo entre esses valores

resulta em 24T 1,981 = 2, que esta de acordo com a previsao teorica dada pela equacgao (20).
Wmeéd

Para finalizar as observagdes de concordancia, observe que o valor numérico da velocidade
maxima, de aproximadamente 0,25 m/s, também pode ser visto na Figura 9 (ou também na Figura

10), grafico em vermelho, no ponto = = 0, 0 que esta de acordo com a equacgao (19).

6 Consideracoes finais

O presente artigo conseguiu reunir questoes tedricas, numéricas e fisicas, utilizando uma
modelagem por equagao diferencial parcial do tipo eliptica para o escoamento totalmente desen-
volvido, no estado estacionario incompressivel e isotérmico de um fluido Newtoniano em um tubo

infinitamente longo de segao transversal circular.

Os detalhes da obtengao da solugao analitica para o problema abordado podem despertar o

interesse de muitos estudiosos em explorar e contribuir mais com essa area. Um fato interessante
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dos problemas que envolvem uma geometria circular € que eles exigem um tratamento especial nos

pontos da fronteira que nao coincidem com os pontos da malha retangular uniforme. Para o presente

artigo, o tratamento escolhido foi a extrapolacao linear. Aplicando esse procedimento numérico ao

problema eliptico que modela o referido escoamento, podemos elencar as principais conclusoes:

Vimos tanto analiticamente quanto numericamente que a velocidade maxima é o dobro da
velocidade média e ela pode ser representada na forma:

Winae = w(0,0) = @32 .

A andlise qualitativa nos permitiu observar que a solugao numérica é condizente com a
solucédo analitica. Vimos também que uma comparagdo ponto a ponto, e; ;, nos permitiu
observar que, com o refinamento da malha, a solugao numérica se aproxima cada vez mais

da solugao analitica (Figura 7).

A analise quantitativa do erro relativo (Tabela 1) nos mostrou a convergéncia do método

numérico, com taxa de convergéncia de aproximadamente 3.

A escolha do método iterativo deve ser feita observando as caracteristicas da matriz. Sua
escolha interfere no nimero de iteracées necessarias, 0 que muitas vezes pode interferir na
velocidade do calculo computacional. Observou-se que o método de Jacobi necessita do
dobro de iteragdes ao ser comparado com o método de Gauss-Seidel, neste contexto. E im-
portante observar também o condicionamento da matriz para que a solucao seja considerada

confiavel.

Analisando a influéncia do gradiente de pressao, percebemos que 0 aumento em valor abso-

luto desse parametro causa um aumento na velocidade do fluido.

Analisando a influéncia da viscosidade do fluido, verificamos que quanto menor a viscosidade
do fluido, maior sua velocidade de escoamento, considerando que os demais parametros

sejam iguais e estejam fixos.

Pelos detalhes expostos em cada uma das vertentes, teoérica, numérica e fisica, espera-se

que este texto original possa ser um instrumento didatico-cientifico para auxiliar na formacao de

recursos humanos nesta area.

©
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