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Resumo: Desde os primordios do Calculo Diferencial e Integral, muitos matematicos dedicaram anos de
suas vidas no desenvolvimento dessa disciplina. Eles aprimoraram diversas técnicas para efetuar o calculo
de integrais de varias classes de fungdes, mas havia algumas delas que eles ndo conseguiam calcular em
termos de fungdes elementares (fungbes expressas por uma quantidade finita de polindémios, radicais,
exponenciais, logaritmos e fungdes trigonométricas, usando uma quantidade finita de operagdes algébricas
e composigdes de fungdes). Surgiu o questionamento se tais integrais eram de fato elementares. Isso levou
o matematico francés Joseph Liouville a desenvolver uma teoria de integragcdo em finitos termos. Sera
exposto, neste artigo, o raciocinio genial de Liouville e uma generalizagao devida ao matematico ucraniano
Alexander Ostrowski. Também apresentam-se possiveis aplicacbes de seus resultados no calculo de
algumas integrais.

Palavras-chave: integracdo elementar; integragcdo em finitos termos; principio de Liouville; teorema de
Liouville; teorema de Ostrowski.

Abstract: Since the beginnings of Differential and Integral Calculus, many mathematicians have dedicated
years of their lives to the development of this subject. They improved several techniques for computing the
integrals of various classes of functions, but there were some of them that they could not calculate in terms
of elementary functions (functions expressed by a finite number of polynomials, radicals, exponentials,
logarithms, and trigonometric functions, using a finite amount of algebraic operations and function
compositions). A question then arose about whether such integrals were in fact elementary. This led to the
French mathematician Joseph Liouville developing a theory of integration in finite terms. In this paper, we
presenting Liouville's brilliant reasoning and a generalization proposed by Ukrainian mathematician
Alexander Ostrowski. Besides that, we will also be displaying possible applications of their results in the
calculation of some integrals.

Keywords: elementary integration; integration in finite terms; Liouville principle; Liouville theorem; Ostrowski
theorem.

Resumen: Desde los inicios del Calculo Diferencial e Integral, muchos matematicos han dedicado anos de
su vida al desarrollo de esta disciplina. Mejoraron varias técnicas para calcular integrales de varias clases
de funciones, pero habia algunas que no podian calcular en términos de funciones elementales (funciones
expresadas por un numero finito de polinomios, radicales, exponenciales, logaritmos y funciones
trigonométricas, usando un namero finito de operaciones algebraicas y composiciones de funciones). Surgié
la pregunta: jestas integrales eran en realidad elementales? Esto llevé al matematico francés Joseph
Liouville a desarrollar una teoria de la integracion en términos finitos. En este articulo, se expondra el
brillante razonamiento de Liouville y una generalizacion debida al matematico ucraniano Alexander
Ostrowski. También veremos aplicaciones de sus resultados en el calculo de algunas integrales.

Palabras clave: integracion elemental; integracion en términos finitos; principio de Liouville; teorema de
Liouville; el teorema de Ostrowski.
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1. Introducao

Quando comegamos a estudar o Calculo Diferencial e Integral, inicialmente aprendemos a
calcular limites e derivadas de fungdes de uma variavel. Posteriormente, estudamos o processo
inverso ao da diferenciacao, que é a integragdo. Estudamos diversas técnicas para encontrar a
primitiva de diversas classes de fungdes. Contudo, existem certas classes de fungcbes que sao
dificeis, sendo, impossiveis de serem integradas, pelo menos em uma representacdo em
quantidade finita de polinbmios, radicais, exponenciais, logaritmos e fungbes trigonométricas,
todas elas relacionadas entre si por meio de operacgdes algébricas e composicdo. Um colega certa

vez me contou uma peca que alunos mais avangados pregaram nos alunos iniciantes em calculo
. . H “ 2 ” “ l ”
integral, que era mais ou menos o seguinte: “calcule [ e* dx”, ou, “calcule f%dx . Os estudantes,

em sua ignorancia, tentaram em vé&o calcular estas integrais. Dai ocorre um questionamento
natural: como sabemos que essas primitivas ndo podem ser representadas por meio de uma
quantidade finita de operag¢des algébricas e composicdo de fungdes polinomiais, exponenciais,
logaritmicas e trigonométricas?

As questbes acima comecgaram a ser respondidas com os trabalhos do matematico francés
Joseph Liouville (1809-1882) publicados na década de 1830. Em 1835, Liouville demonstrou que
se y4, .., Vi sao fungcdes de uma variavel complexa x, cujas derivadas sao fungdes algébricas, isto
€, solugcbes de uma equagao algébrica com coeficientes polinomiais, e se P é uma fungéo
algébrica nas variaveis x,yq,..Vr , cujas primitivas sdo fungdes elementares (podem ser
expressas como uma combinacao finita de fungdes exponenciais, logaritmicas e trigonométricas),
entdo sua primitiva é da forma

J P,y yiddx = ug (6, Y1, 0 Vi) + By A In (2, Y1, oo Vi), (1)
em que ug,uy, .., U, Ssao funcdes algébricas e 44, .., A, sdo constantes. Além disso, se P e as
derivadas das yq, .., ¥, Sa@o quocientes de polindbmios, entdo as fung¢des ug, uq, .., u, sao desse
mesmo tipo.

A segunda parte do enunciado do teorema acima n&o esta demonstrada no artigo de
Liouville, pois ja foi demonstrado em Abel (1829, p. 260-264), como ele proprio apontou:

A demonstragido deste teorema [...] € inteiramente semelhante a que se encontra
exposta nas Memorias de Abel, para estabelecer uma verdade da mesma espécie.
Veja o Jornal do Mr. Crelle, Volume IV, pagina 260. Para abreviar, dispensarei
reporta-la aqui. (Liouville, 1835, p. 108).

Segundo Hardy (1916, p. 63), o teorema de Liouville era o resultado mais geral de sua
época sobre integracdo em finitos termos. Ritt (1948) apresentou uma exposicao das ideias de

Liouville sob o ponto de vista analitico.
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O ponto chave do raciocinio de Liouville € o0 seguinte: se encontrarmos uma expressao
algébrica em termos de fungdes n&o algébricas, entdo essa expressao é uma identidade com
respeito a essas fungdes. Este é o principio de Liouville e sera visto com mais detalhe adiante.

O matemaético ucraniano Alexander M. Ostrowski (1893-1986) estendeu os resultados de
Liouville para uma classe mais geral de fung¢des, utilizando uma abordagem algébrica que é a
extensao sucessiva de corpos (que ele chamou de extensdes Liouvillianas).

O método de Ostrowski serviu de base para diversas outras generaliza¢des. Alguns
exemplos: Rosenlicht (1968) demonstrou uma versao abstrata do teorema de Ostrowski utilizando
o conceito de corpo diferencial; Cherry (1985) incluiu a funcdo erro no teorema de Rosenlicht;
Kaur e Srinivasan (2021) estenderam para funcgdes dilogaritmicas; Risch (1969) desenvolveu um
algoritmo para decidir se uma fungao possui primitiva elementar e calcula-la.

Na préoxima secao, definiremos alguns conceitos que servirdo para o entendimento do
raciocinio de Liouville. Na Secao 3, enunciaremos o principio de Liouville de forma mais precisa e
0 empregaremos para demonstrar o seu teorema na Sec¢ao 4. Na mesma secao, investigaremos
as integrais da forma [ R(x)eS®dx, em que R e S sdo fungdes racionais. Na Secédo 5, veremos a
generalizacdo do Teorema de Liouville devida a Ostrowski e sua aplicacdo no calculo de integrais

da forma [ R(x) In S(x) dx, em que R e S sdo fungdes racionais.

2. Definicoes

Definigao 2.1. Uma fungado elementar nas variaveis complexas x,yy, ..,y € uma fungdo
que pode ser escrita em termos dessas variaveis usando um numero limitado de operagbes
algébricas, exponenciais, logaritmicas e composi¢oes.

Definicao 2.2. Uma funcao racional é uma funcdo que pode ser expressa como 0O
quociente entre dois polinbmios.

Definigao 2.3. Uma fungéo t(x,y, ... yi) € algébrica se satisfaz uma equacgao da forma

P t™ + P, t™ 1+ . +Pit+ Py, =0, (2)
em que Py, Py, .., P,, S80 fungdes racionais em x,y1, .., V. Uma fungdo é transcendente se néo é
algébrica.

Multiplicando todos os termos da equagéo (2) pelo denominador comum de Py, Py, .., Py,
podemos assumir, sem perda de generalidade, que Py, Py, ..., P,,, sd0 polinémios.

Exemplo 2.4. A funcdo exponencial e?™ é transcendente, em que p(x) é um polinémio.
Com efeito, suponha que é algébrica. Entao, satisfaz uma equacao

Pe™ + P, _,e™ VP4 4+ PeP+P,=0. (3)
Suponha que o grau do polinémio lider P,, € o menor possivel satisfazendo (3). Derivando ambos

0s membros em x teremos
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e™ (P, + mPyp) +e™ DP(P ; + (m—1)P,_1p)+..+eP(P;+Pip)+Py=0 (4)
Multiplicando (3) por mp" e subtraindo de (4) teremos
Pe™ +emVP(p. 4+ (m—1)P,_1p —mpPp_1)+ ..+ (Py—mpPy) =0.

Essa é uma equacéo da forma (3) com polinémio lider P,,, cujo grau é menor do que P,,, 0
que contradiz a nossa hipotese. Portanto, eP é transcendente. Usando esse resultado demonstra-
se que Inp(x) é transcendente (Mamede, 2013, Teorema 7).

Definicao 2.5. Diremos que uma fung&o elementar é transcendente de 1% ordem se os
argumentos dos termos exponenciais e logaritmicos que nela aparecem sdo fungbes algébricas.
Diremos também que uma fungéo é transcendente de m-ésima ordem (m = 2) se os argumentos
das fungbes exponenciais e logaritmicas sdo transcendentes de (m — 1)-ésima ordem.

Exemplo 2.6. f(x) = x° +In(1+x?) —e"*In(1+x%) é de 12 ordem. g(x) = vxInln (x +
e ™) + e é de 32 ordem.

Definigao 2.7. Chamaremos de mondmio transcendente uma expresséo da forma e* ou
Inu, sendo u uma fungéo de x,yy, ..., y,. Um mondmio de 12 ordem é uma expresséo da forma e*
ou Inu, com u sendo algébrico. Um monémio de m-ésima ordem (m = 2) é uma expresséao e* ou

Inu, com u sendo uma fungéo transcendente de (m — 1)-ésima ordem.

Perceba que e"** ndo & um mondmio de 22 ordem, pois en* = x2 Para sabermos a
ordem de transcendéncia de uma fungao, devemos simplifica-la ao maximo.

Se t(x) é uma funcado algébrica, solugao de (2), entdo apds derivar ambos os membros
dessa equacéo e isolar t teremos

C Ppt™+P, _ t" L4 +Pt+P,
T mPpt™ 4 (m—1)Py_ 1t 24, 4P

(5)
Como o segundo membro é um quociente de fungdes algébricas em t, e 0 conjunto das
fungdes algébricas sobre um dominio D € C é um corpo’, concluimos que t é uma fungéo
algébrica. Portanto, a derivada de uma funcgao algébrica é algébrica.
Finalizadas as defini¢gdes, podemos enunciar formalmente o Teorema de Liouville.

Teorema 2.8 (Liouville, 1835). Sejam y;,..,y, fungbes da varidvel complexa x, cujas
derivadas % sdo fungdes algébricas de x,y4, ..., y,. Se P € uma fungao algébrica em x,y4, ..,y €
[ P(x,y4, ... yr)dx é elementar, entdo

fP(x' Yo yk)dx = uO(x: Yo yk) + Z?zlAill’l ui(x: Yirew Yk)a (6)

1 Uma prova de que o conjunto dos nimeros algébricos é um corpo esta presente em Figueiredo (1985), mas essa prova pode ser
adaptada para fungdes algébricas.
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em que ug, uy, ..., U, sdo fungdes algébricas e A4, ..., A, sdo constantes. Além disso, se as func¢des P

d
o U1

dyk _x - . N -
— % s&o racionais, as fungdes ug, uy, ..., u, S&0 racionais.?

3. O principio de Liouville

Primeiramente, lembremos que quaisquer primitivas de uma funcdo integravel diferem
entre si por uma constante. Entdo, se uma primitiva da funcédo for elementar, todas as demais
primitivas sdo elementares. Suponha que uma qualquer primitiva de P(x,yq,...yr) Seja uma
funcdo elementar, transcendente de m -ésima ordem e que, apés simplificacbes, possui um
numero minimo de mondémios transcendentes. Escrevamos

J P, y1, 0w yiddx = f(X, Y1, o Vi €4, o €7, In vy, o In v, g1, s G¢) (7)
em que f é algébrica e e“1,..,e",Inv, .., Invy, sdo monémios de m-ésima ordem, funcbes de
X, Y1, Yk € 91, - Jt, S€ houverem, sao funcdes transcendentes de ordem inferior a m.

Derivando (7) em x e realizando simplificacdes, chegamos a uma expressao da forma

oy, 0 Vi €™, oy e, Invy, .., Invg, g1, .. ge) =0 (8)
sendo ¢ algeébrica, possivelmente com outras g;.

Afirmamos que e, .., e%,Invy, .., Invg, g4, .., g; S&0 independentes, isto é, que ¢ =0 é
uma identidade com respeito a eles. Com efeito, suponha que, digamos In v, é funcio das outras
variaveis, isto é,

Invg = y(x,y1, 0 Yo €L, oo €, Invy, ., Invg_q, g1, -y Gt)-

Entao,

f Pdx = f(x,y1, o Y €%, .., e¥r, Invy, .., Invg_q,
YO Y1 e Vi€, e Invy, IV 1, g1, 0 G)) G, 0 Go)-

Se y for transcendente, [ Pdx sera de ordem superior a m; e se y for algébrico, o nimero
de monbémios diminuira em pelo menos uma unidade. Ambos os casos contradizem as nossas
hipéteses sobre [ Pdx.

Com isto, formulamos o Principio de Liouville:

[...] se, pelo curso dos célculos, formos levados a uma equacgéo algébrica entre
[x, 1, - ¥i] € esses monOmios transcendentes [e', ..., ¥, Invy, .., Invg, g1, . Ge ]
nao perturbaremos a igualdade substituindo os transcendentes por novas fung¢des
tomadas ao acaso ou por quantidades puramente literais. Este principio € a base
de toda a nossa teoria. (Liouville, 1835, p. 100).

2 Como as funges trigonométricas podem ser escritas em termos de exponenciais e logaritmos de quantidades em C (Churchill, 1975),
néo ha perda de generalidade no enunciado.
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4. Prova do teorema de Liouville

Estamos agora em condigbes de demonstrar o Teorema 2.8. Suponha que [Pdx é
transcendente de m -ésima ordem e que possui a quantidade minima de mondmios
transcendentes. A prova sera dividida em uma série de afirmagdes.

Afirmagao 1: [ Pdx ndo possui monémios exponenciais.

Suponha o contrario. Escreva 0 = e, em que u = u(x, yy, .., yx) € uma fungao algébrica ou
transcendente. Entao,

JPdx = (X, y1, - Vi 0, 81, -+ 8, (9)
em que g1, ..., g S80 mondmios de ordem m ou inferior. Derivando ambos os membros de (9) em x

e aplicando a Regra da Cadeia obtemos

p af( 0 )+Zaf( 5 )dyi_l_af( 0 )de
= Xl L] » Y ) - Xl R ' Y L] . - Xl ) U] L] .
Ox YU 0¥ U, 815 0 8p Loy Y- Y Y, 81, - Bt ax ' 30 Yur oY Y 81 4 Bt dx

t
of dg;
+Z— X, V1, o0 Vi, 0, 81, o0y ) —.
_ ag]-( Y1s - Yio 0,815 - 8) I

Como 6 =e", u=uxyy, .. yx), temos

de Jdu du dy;
LY CTOPP JLTPRPL
i ax( Y1 0 Vi) . ayi( Y1 - Vi) 1

Assim
d1
:_(X VAURE lYkle 81 - 'gt)+21 16 (X Y15 0 Vi 6, 81 - lgt) -

du dy; dg;
e%(xi NATRIEN)'S 0, 81, -0 gt) (& Zi(zl O_;d_}),() + Z]'t:la_gj(x' Yir 0 Vo 0, 81y gt)d_x] (10)

Essa igualdade é algébrica em relacéo a x, y4, ..., V1, 8, 91, --» g: € 0S demais transcendentes
gue possam aparecer. Pelo principio de Liouville, deve ser uma identidade em 6; entdo podemos

trocar 0 por u8, em que u # 0 € uma constante, o que resulta

of of dy;
P= a—x(x Y1 0 Yio 16, 81, - 8 + Zi‘_lg(x Y1r o Yio MO, 81, v gt)d—f{+

k Ou dY1)

dg;
H a(uG) (X Yir o Yo Ile 81 - lgt) (6)( 21 16y dx ] 16g (X Yir o Yo ue'gll lgt)d_xl (11)

Perceba que o lado direito da ultima igualdade € igual a af(x, Y1r 0 Yio 46, g1, -, g¢). Deste
modo, olhando para as equagbes (10) e (11), percebemos que as derivadas em x de
feoy, 0V 0,91, - 9:) € de f(x,y1, .., Vi 40, 91, .. g:) Sao idénticas, o que significa que estas
funcdes diferem por uma constante C:

(X, y1, -0 Vi €, 815 0 8 — f(X, Y1, o Vi M6, 81, - 8) = C. (12)

Fazendo x = x¢, ¥io = yi(xo) ((=1,..,k), gjo = gj(x0) =1, .., ) e 8y = 8(x,) teremos

f (X0, Y105 -+ Yi0, 00, G105 -+ 9r0) — f (X0, Y105 -+ Yi0, 60, 10, - Gr0) = C.
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Substituindo em (12):

f(x'y1' o Yo 9' g1, - gt) - f(x01y10' ---:3%0:90:910' ---lgtO)
= f(xl Yo Vk #9' g1 o gt) - f(xOI Y105 -+ Yk0» #901 9105 -+ gtO)-

Diferenciando em u e fazendo u = 1 encontramos

of of
9%(.’)(, 4TINS 9' g1, - gt) - 90%(3(0' Y105 -+ Yk0, 901 9105 -+ gtO) =0.

Essa equacgao é algébrica em x,y4, ... ¥, 0,91, --» g: - Pelo principio de Liouville, podemos
trocar 6 por n, obtendo

of o 0f
a_‘r](xl Yo Yioh g1 o gt) = 7% (xO' Y10s -+ Yk0, 901 910, -+ gtO)-

Chamando K = %(xo, Y10s - Yk 80, 910, -+ 9to) € integrando em n de algum n, a n obtemos

fG Y1 o YoM 915 -0 ) = KOo(Inn —1Inmo) + f(x, ¥1, - Yiu M0 915 -+ G)-

Substituindo este resultado em (9) com 1 = e* veremos que a expresséo de [ Pdx n&o
contera mais este monémio, o que diminui a quantidade de mondmios em uma unidade,
contradizendo a nossa hipétese sobre a quantidade de monémios transcendentes de [ Pdx. Isto
finaliza a prova da afirmacgéo.

Segue da Afirmacdo 1 que [ Pdx deve ter a forma

[Pdx = f(x,y1, . Vi In Uy, .., InU,.). (13)

Afirmagdo 2: [ Pdx se escreve como (6), com cada u; algébrico ou transcendente de

ordemm — 1.

Chame cada Inu; = 6;. Derivando (13) em x, obtemos

ad 0 dy;
P=2L(x,y1, 0 Y1 01, 0,) + zj.;la—;i(x, Vi oo Vi 015 o 6:) 22+
r of i Buj k 6uj dy;
Z1'=1 26 6 Y10 Yio 01, 0 07) uj (ax + 2= ay, dx)' (14)

Como (14) é algébrica em x, y4, ..., ¥, 61, .., 6, € outras fungdes transcendentes que possam
aparecer nos calculos, podemos, pelo principio de Liouville, substituir 8, por u; + 81. Assim, apos
integrar em x,

OOy, o0 Vo 01, 0 07) — fFOG Y1, on Vio g + 64, 05...,0,) = C = const.

Fazendo, como antes, x = x; obteremos

f(xl Yo Yio 911 [y er) - f(xO' Y105 =+ Yk0» 0101 [y 97”0)
= f Y1, 0 Vi1 + 01,02..,0,) — £(X0, Y105 -0 Yios U1 + 610, 020, O10).

Derivando em p; e fazendo y; = 0 obtemos

af af
(x, Y1 wYio 91: ey er) = (x(], Y105 +» Yk0» 910, vy 91‘0) = A1 = const.
20, 20,

Essa ultima igualdade é algébrica em x,yq, ..., Vi, 01, ..., 0,-. Substituindo, pelo principio de

Liouville, 8, por n; e integrando em n; teremos
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f(% y1, - Yo N1, 02, - 01) = A1(M1 — M10) + f(X Y1, 0 Yio N10, 02, - O1).
Fazendo agora n; = Inu,, obtemos

[Pdx = Ay Inu; + (X, V1, e Vio N10 025 -0 0;) — AqT10.
Repetindo este raciocinio para 6,, ..., 6, obteremos
JPdx =A;Inu; + .. + A Inu, + u,
em que uy = f(X, 1, -+ Yio N10, 205 =+ Nro) — A1M10 — -- — Ao € algébrico em x,y;, ..., yk. ISso prova

a afirmacgéo 2.

Afirmagao 3: Todas as u;, i = 1, .., r, sdo algébricas em x, y4, ..., Vi.

Suponha o contrario. Entdo, | Pdx é de m-ésima ordem, com m > 2. Desta forma, algum u;
€ transcendente de ordem m — 1. Efetuando os calculos como na Afirmacéo 1, concluiremos que
sua expressdo deve ser da forma u; =9;(x,y1, .Y InVvy,.,Invs), em que os v;=
v;(%,y1,»Yk),J =1,..,s, sdo algébricos ou transcendentes de ordem m —2 . Efetuando os
calculos como na Afirmagao 2, concluiremos que os Inv; devem aparecer na expressao de [ Pdx
de forma linear e com coeficientes constantes, o que implica que ndo devem aparecer na
expressao de u;, gerando assim uma contradicdo. Portanto, os u; sao algébricos e a primeira parte
do teorema esta completamente demonstrada. A segunda parte (em que P e as derivadas % sao
fungdes racionais) sera provada na préxima se¢cao, como um corolario do teorema de Ostrowski.

Vamos usar o método de Liouville para investigar integrais da forma [ ReSdx.

Teorema 4.1. Sejam R(x) e S(x) funcées algébricas com S ndo constante. Se [ R(x)e’®dx
é elementar, entdo [ R(x)e’Wdx = T(x)e*® + C, em que T(x) é uma fungédo algébrica e C é uma
constante.

Prova: Escreva y = R e z = 5. Entéo, % =R e % = §'z sdo funcdes algébricas de x, y, z.

Pelo Teorema 2.8,
T
f R(x)eS@dx = fyzdx =uy(x,y,2) + EAi Inu;(x,vy,2),
i=1
em que ug, uq, .., U, Sao fungdes algébricas de x, y, z. Por simplicidade, escreveremos

T
uo(x,y,z) + 21411“ u(x,y,z) = f(x,y,2).
i=1

. . . . f Of f _=~ ~ .
Perceba nessa igualdade que as derivadas parciais a_j;éa_l; sdo fungdes algébricas de
x,y,z. Assim, temos
[ yzdx = f(x,y,2). (15)
Derivando em x obtemos
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_of of . 9f
vz —a(x,ylz) +R @(x,y,z) +Szg(x,y,2).

Essa é uma equagdo algébrica em x,y,z, mas z é transcendente. Pelo Principio de

Liouville, podemos substituir z por uz, 4 # 0 uma constante:
of .0f . of d
UyzZ —a(xly:ﬂz) +R a_y(x;y;ﬂz) +#Sza(x:ytﬂz) _af(x’y"uz)'

Integrando essa equagéo em x e comparando com (15), obteremos
f(x,y,uz) = uf(x,y,z) + C,
em que C é uma constante. Fazendo x = x;, obtemos
C = f(Xo, Yo, M2o) — pf(Xo, Yo, Zo)
= f(x,y, uz) = uf(x,y, z) + f(xo, yo, nzo) — uf(xo, yo, 2o)-

Derivando em p e fazendo p = 1 teremos
of of
z—(xy,2) =f(xy,2) + 20— Xo, Yo, Z0) — f(Xo, Yo, Zo)-
0z 0z
2 ~
Chame C,= Zoa—];(XO,yo, Zo) — f(XO,yo, Zo). Entao,

0
Za—]Zc(x,y,z) =f(x,y,2z) + Cy.

Esta é uma equagao algébrica. Pelo principio, podemos trocar z por { e obter

a
(5,0 = fy.0+C1, (16)
Esta é uma equacao diferencial da forma
xy =y +C.
Temos que
-y _m _C_ y_C Yo +C
Z (;) :?:;:—;"‘Q =>y=0(Cx—-C C = X Yo = y(Xo)-

Entao, a solugao de (16) é

f(x,y, %) +C1
Qo

Substituindo-a em (15) com { = e5, teremos finalmente
f(x,y,%) + C
f R(x)e®dx = fyzdx =eS Syl + 6

Go
fCy '§°)+C1 = f(X’R(Xz’(OHCl é uma func&o algébrica. m
0 0

Observagao 4.2. De forma totalmente analoga, mostra-se que se R e S sdo racionais,

fx,y, 0 = C1.

C; = T(x)eS® — ¢4,

em que T(x) =

entdo [ReSdx =TeS +C, em que T é racional e C é uma constante. Basta, para isto, usar a
segunda parte do Teorema 2.8.
Exemplo 4.3 (Moraes Filho, 2001). Mostrar que [e*®dx ndo é elementar se S for um

polinémio de grau >1. Com efeito, suponha que é elementar. Pelo Teorema 4.1, [eS®dx =
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T(x)e*® 4 C, em que T é uma funcéo racional. Derivando ambos os membros em x teremos e5 =
T'e®* +TSeS logol =T +TS. PonhaT = U/V, sendo essa uma fracdo irredutivel. Ent&o,
1= (%) +%5' SV2=UV-UV+UVS >V(V-U -US)=-UV.

Assuma que V tem grau > 0. Entdo, V tem uma raiz de multiplicidade k > 0, o que nos leva
a concluir que essa raiz é de multiplicidade k—1 em V' . Assim, o lado esquerdo da ultima
igualdade tem grau maior do que o lado direito, o que € um absurdo. Entdo, o grau de V deve ser
0 e, portanto, V é uma constante. Entdo, a ultima igualdade nos leva a U = US —V. Novamente, o
lado esquerdo desta igualdade tem grau menor do que o lado direito, outro absurdo. Portanto,

~ L, . 2 ~ , . . .
[e*®dx ndo é elementar. Em particular, [ e* dx ndo é elementar. O mesmo tipo de raciocinio

ex

permite mostrar que [ e

dx, com P um polinbmio de grau = 1, ndo é elementar.

5. O método de Ostrowski

Iniciamos esta secao revisando alguns conteudos de algebra (para mais detalhes e provas
veja Gongalves (1979)).

Definicao 5.1. Seja F um corpo. Um elemento t de uma extensdo G > F é algébrico em
relagcéo ao corpo F se satisfaz uma equagéo da forma

at"+a, "1+ .. +at+a; =0, (17)

cujos coeficientes ay,ay, .., a, € F. Suponha que n>1 é o menor grau que uma equacdo como
(17) é satisfeita para t. Juntando t a F, obteremos um corpo F[t] € G, o menor subcorpo de G que
contéem t e F, que chamamos uma extensdo algébrica de grau n de F. Uma extenséo G o F que
n&o é algébrica serd chamada uma extensao transcendente.

Se t é algébrico de grau n sobre F, entao

Flt] = {ap + a1t + ... + ap_1t" Yag, ay, .., an—1 € F}.

Se t é transcendente, denotamos por F(t) o menor subcorpo de G que contém t e F. Pode
ser mostrado que F(t) é isomorfo ao corpo F(x) das fungdes racionais de x via identificacdo t = x.

Proposicao 5.2. Se G € uma extenséo algébrica de F, entdo existe umt € G tal que G =
F[t].

Definicao 5.3. Uma extensdo algébrica F[t,,..,t,] de F formada por juntar a F uma
quantidade finita de elementos tq,...t, é chamada uma extensao algébrica de posto k de F e
denotada por F, desde que k seja o nimero minimo de tais extensées.

Uma extensdo algébrica de posto k pode ser construida por adicbes sucessivas dos t;:

FcF{=F[t]]cF,=F[t)] c..c F=F,=F_[ty]-
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Defini¢ao 5.4. Seja D um subconjunto aberto de C e seja F um conjunto de fung¢ées f: D —

C satisfazendo as seguintes propriedades:
1. Toda fungéo f € F é uniforme e holomorfa em D, exceto numa quantidade enumeravel de

singularidades isoladas.

Se fE€F, entdo f €F.

F contém todas as constantes e é um corpo.

Um tal conjunto F é chamado de corpo Liouvilliano em D.

Exemplo 5.5. O conjunto das fungbes racionais em C é um corpo Liouvilliano.

A expressao (5) mostra que se t é algébrico sobre um corpo Liouvilliano F, entdo t € F|[t].

Seja 0(z) uma funcao uniforme e holomorfa em D, exceto por uma quantidade enumeravel
de singularidades isoladas. Se @ for transcendente sobre F, entdo o corpo F(®) obtido ao juntar ©
a F é o corpo de fungdes racionais de ® em F.

Juntando a F uma grandeza © transcendente, obtemos um corpo F(0) que nao é

necessariamente Liouvilliano, mas pode acontecer de alguma extensdo algébrica F(©) ser

Liouvilliana. Isto motiva a proxima definicao.

Definicao 5.6. Uma extensao algébrica W de F(0) contendo @ serd chamada de
extensao Liouvilliana transcendente simples de F.

Definigao 5.7. Uma extensao Liouvilliana transcendente de posto n é o corpo F, obtido
efetuando n extensées Liouvillianas transcendentes simples consecutivas sobre F, desde que n

sefa o numero minimo de tais extensées.
Se tivermos ® = Inu, com u € F, entdo © n&o é algébrico sobre F, mas 0 = % € F. Nesse

caso, uma extensao Liouvilliana F(Inu) sera chamada uma extenséo logaritmica simples de F em

D. Se tivermos 0 = e%, com u € F, entdo 0 nao é algébrico em F, mas O =ude F(0). Nesse caso,

uma extensao Liouvilliana m sera chamada uma extensdo exponencial simples de F em D.

Definicao 5.8. Extensées exponenciais e logaritmicas simples serdo chamadas de
extensdes elementares simples. Uma extensao elementar de F é um corpo Liouvilliano obtido a
partir de F por meio de uma quantidade finita de extensées elementares simples.

Perceba a grande sacada de Ostrowski: as extensbes elementares sao a traducio para a
algebra das fungdes transcendentes de ordem m. Uma fungéo elementar sobre F é, portanto, uma
funcdo que pertence a alguma extensao elementar de F.

Exemplo 5.9. Considere a fungdo g(x) = JxInln (x +e™) +e® dada no Exemplo 2.6.
Seja F o conjunto das fungdes racionais em C. Temos a cadeia de corpos Liouvillianos

F c Fy = F[Vx] € F1 = Fo(t) € F, = F1(ty) © F3 = F,(t3) € F4 = F3(ts)

REMAT: Revista Eletronica da Matematica, Bento Gongalves, RS, v. 10, n. 1, p. €3004, 14 de margo de 2024.

@ @ SILVA, Allan Kenedy Santos. Integragao em finitos termos: o principio de Liouville € o método de Ostrowski.
BT https://doi.org/10.35819/remat2024v10i1id6556.



https://doi.org/10.35819/remat2024v10i1id6556

REMAT: Revista Eletronica da Matematica 12

1 , . ~
emquet; =e%t, =ell, t3=1In (x +t—) ,ty = Int3. Assim, F, € uma extenséo elementarde F e g €
1

Fy.

Antes de enunciarmos o teorema principal desta secao, precisaremos de dois lemas. O
primeiro lema dita, essencialmente, a forma que a primitiva de uma funcéo, se for elementar, deve
ter. O segundo € um resultado técnico que servira para executarmos o passo de indugéo na prova
do teorema.

Lema 5.10. Seja F um corpo Liouvilliano em um dominio aberto D c C. Seja 0(z,a) uma
funcdode zea, comz e D e a € A, em que A é um subconjunto de C, tal que © é diferenciavel em

a, é uniforme e holomorfa em z e satisfaz uma equacéo diferencial

20 _

5= h(z, ©), (18)
em que h(z,t) é independente de a e é uma fungéo algébrica de t em F. Seja W(z,t) uma fungéo

cujas derivadas em z e em t sdo algébricas de t em F. Suponha que existe um ay € A tendo a

sequinte propriedade: a fungéo 6(z) = 0(z, ay) é transcendente em F e satisfaz

W(Z, O(Z)) =0,Vz€D, (19)
e
a
= = K(z6(2), (20)

em que K(z,t) ndo é identicamente nula em z e t, e é algébrica em t em relacdo a F. Nessas

hipoteses, existe uma constante c tal que
t dt
W(Z, t) = Cfe(z)m. (21)

Prova: Derive (19) em z para obter
oW oW :
E(Z, 9(2)) + E(Z, 6(2))9 (z) =0.
Por (18),
a—W(z, G(Z)) +6—W(Z, G(Z))h(z, G(Z)) =0.
0z ae

Pelas hipoteses do enunciado, essa € uma equagao algébrica com 6 transcendente. Pelo

principio de Liouville, podemos substituir 8 por 0 e obter
0w oW
—(Z, 0(z, 0()) + —(Z, 0(z, a))h(z, 0(z, 0()) =0.
0z a0
Novamente por (18),

ow oW 00
E(Z, 0(z, 0()) +£(Z, 0(z, OO)E(Z’ a)=0

d
= EW(Z, 0(z,a)) = 0.
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Integrando em z, obtemos
W(Z,@(Z, a')) = C(a). (22)
A expressao a esquerda de (22) é diferenciavel em «a, logo, C é diferenciavel em a. Ponha

c = C(ap). Temos

. oW a0l aw
c=C(ap) = ) (z, B(Z))E =2 E(Z, 8(z))K(z, B(Z)).

a=uagp
Essa é uma equagao algébrica. Pelo principio, podemos trocar 6 por t e obter (lembrando

que K nao ¢ identicamente nula)

Cc
K(z,t)
Integrando em t de 6 a t, teremos finalmente

W(zt) = W( e())+ft ¢ _dr ft at o
z,t) = z,0(z ——dt=c —_—.
N 0(2) K(Z, t) 0(2) K(Z, t)
=0por (19)

ow
En (z,t) =

Observagao 5.11. Dois casos especiais sao particularmente importantes.
1. Seja 0(z,a) = aeP® | com p € F. A equacgdo (18) se reduz a Z—(;)z pO. Paraa=ay=1

temos

00
a—(z, 1) = e’@ = 6(2) = K(z,t) = t.
a

Por (21), segue que
W(z,t) =c(lnt—1Inb(2)) = c(ln t— p(z)). (23)

2. Seja0@(z,a) =Inp(z) +a, p € F. A equacéo (18) se reduz a Z—j = %. Para a = ay = 0 temos
00
—(z0)=1=>K(zt)=1.
Ja

Por (21) segue que
W(z,t) = c(t — G(Z)) = c(t — Inp(2)). (24)
Lema 5.12. Sgja F um corpo Liouvilliano sobre um dominio aberto D c C. Suponha que
para ¢ € F temos
[ o@)dz = ug(z) + 5, Alnw(2), (25)
em que Ay, .., A, sdo constantes e as fungbes uy, uy, .., u, S40 algébricas em F. Entdo podemos
escrever [ p(z)dz como em (25), mas com as fungdes uy, Uy, ..., U, € F.
Prova: Como as funcbes ugy,uq,..,u, sao algébricas em F, elas pertencem a alguma
extensdo algébrica F de F. Pela Proposicdo 5.2, existe um 1 € F tal que as r + 1 fungbes u; sdo
escritas como

w(2) = Ui(4,2) = 5,7} Ay, (26)
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em que os coeficientes 4;; € F e 1 satisfazem uma equacao algébrica
a1+ +aA+a,=0 (27)
com coeficientes aq, ..., a; € F € 0 grau k € o menor possivel.
Como 1 é algébrico em F, entdo 1" € F[1], logo
1(2) =AM 2) =N B¥ B €F. (28)

Derivando ambos os membros de (25) obtemos, em virtude de (26) e (28),

0@ = (3N D +52 D) + 3L, = (S DA + 520 D). (@29)

llua@

Designemos por A4,..,4; as k raizes de (27). Aplicando um qualquer automorfismo de
F[24,.., 4] que permute os 4; e deixe F fixo, concluiremos que (28) e (29) permaneceré&o validas
se substituirmos A por qualquer um dos 4;. Deste modo, fazendo 4 = 4y, .., 1, sucessivamente em
(28) e (29) e somando os resultados de (29) membro a membro obtemos

k¢<z>=z(6”°( D 5 Z o (e Sw)|

j=1

entdo integrando:

k r k T k
kf p(z)dz = 2 UO()lj,z) + 21‘11111 Ui()lj,z)] = Z UO(A]-, Z) + ZAilnl_[ Ul-(/lj, Z).
j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

No entanto, as expressoes

k k
1
—EE U()(/lj,Z), V; = 1_[”1(/1]’2) (l = 1, ...,T)
j=1 j=1

sdo simétricas em A4, ..., 44, logo, pertencem? a F e podemos, portanto, escrever

f p(2)dz = vy(2) + E%IH vi(z). 1
i=1

Podemos agora enunciar e provar a generalizagcao devida a Ostrowski do Teorema 2.8.
Teorema 5.13 (OSTROWSKI, 1945). Seja F um corpo Liouvilliano em um dominio aberto
D c C. Seja ¢ € F uma fungéo cuja integral [ ¢(z)dz pertence a uma extenséo elementar F, de F
de posto r. Entdo existem constantes Ay, ..., A, € C e fungées uy, uy, .., u, € F tais que
Jo@dz =uy(2) + ¥_, AiInu(2). (30)
Prova: Faremos a prova por indugcéo sobre o numero r de extensdes simples. Para r = 0, o corpo
F, é uma extensao algébrica de F. A funcéo | ¢(z)dz é entdo algébrica em F e, pelo Lema 5.12,

[ @(2)dz € F. O teorema esta demonstrado para este caso.

3Aqui usamos dois fatos: primeiro, que todo polinémio simétrico pode ser escrito, de modo Unico, como um polindmio em termos dos
polinémios simétricos elementares; segundo, como os 4; s&o solugbes de uma equagéo algébrica em F, pelas relagbes de Girard, os
polindbmios simétricos elementares nos ; pertencem a F. Esses dois fatos nos mostram que vy, vy, .., v, € F. As provas desses fatos
encontram-se em Hefez (2002).
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Suponha que r > 0 e que o teorema esta demonstrado para valores menores do que r.

Seja
Fo=FcF, =Fy(0,) cF, =F(0,) c..Cc F, =F,_1(0,) (31)

a cadeia de extensdes Liouvillianas transcendentes simples levando F, a F,. Sejar < r o nimero
de extensdes logaritmicas entre elas.

r é o posto logaritmico da cadeia (31). F, é uma extensdo de F; de posto r — 1. O posto
logaritmico r, da parte da cadeia (31) que leva F, a F, é igual ar — 1, se ©; for um logaritmo em
Fo, e éigual ar, se ©; for uma exponencial em F,,.

Aplicando a hipotese de inducdo a F, teremos
[ 9@)dz = uo + 12, BiIn, (32)
em que os B; sdo constantes e ug, uy, o Uy € F1. No entanto, ¢ € F c Fy c Fy(01), logo, pelo
Lema 5.12, podemos reescrever (32) com 0s ug, Uy, ..., u, € Fy(©1) (e outros B; envolvidos na

expressao). Dessa forma u; = v;(04),i = 0,1, ..., r'O, em que as funcgdes v; sdo racionais de ©; com
respeito a Fy.

Considere agora a funcao

Wz t) = vo(t) + X0, BiInvy(t) — [ p(2)dz. (33)

O Lema 5.10 pode ser aplicado a este W com F=F, e 6=0;. Como 0; é uma
exponencial ou um logaritmo, podemos usar os resultados expostos na Observacao 5.11.

Para uma extensdo exponencial temos 1, = e ©; = eP®, com p € F,,. Segue de (23) que

W(z,t) =clnt — cp(2).

Substituindo t por uma constante adequada, t,, obtemos de (33):

[ @@@)dz = (wo(to) + ep(2) - cInto) + 51_, B Invi(to), (34)
em que vy(ty) +cp—clnty e v(ty),i=1,..r, pertencem a F,. Pelo Lema 5.12, podemos
escrever (34) de forma andloga, mas com as fungdes componentes pertencendo a F. Pelo
principio da indugédo, o teorema vale para r no caso exponencial.

Se for uma extensao logaritmica, ©; =Inp(z), com p € Fy e Tb =r —1. Temos por (24)
que
W(zt) =ct—clnp(z2).
Entao, por (33), com t = t,,

Jo@)dz = (vy(ty) — cto) + LI_|" BiInv(to) + cInp(2) (35)
em que vy(ty) — cto, vi(to) (i = 1,..,7 — 1), p pertencem a F,. Pelo Lema 5.12, podemos escrever

(35) de forma analoga, mas com as fungdes componentes pertencendo a F. Pelo principio da
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indugao, o teorema vale para r no caso logaritmico. Como provamos que o teorema vale para r
nos casos exponencial e logaritmico, a prova esta terminada. B

Perceba agora que o Teorema 2.8 € um caso particular desse. Basta tomar F como o

(028

dyi =~ . - .
o di: sao algébricas. Para a verséao racional,

corpo das fungdes f(x,y4,..,yx) em C tais que f,

tome F como o corpo das fungbes f(x,y1,..,¥,) em C, tais que f,%, ...,% s&o racionais.
Como aplicacado, demonstraremos o seguinte teorema, também devido a Ostrowski.
Teorema 5.14. Sejam F um corpo Liouvilliano em um dominio aberto D c C, pe F e w =
[ p(2)dz transcendente em F. Dadas duas fungdes P,Q € F, a integral [ (Pw + Q)dz é elementar

se, e somente se, existem constantes a, 8 € C, uma func¢do a € F e uma fungéo elementar A sobre

F tais que
P(2) = ap(2) + a(2) (36)
e
Q(2) = (a(2) + Bp(2) + A (2). (37)
Se estas condicbes forem satisfeitas, entao
J (P@w +Q(2)dz = Sw? + (a(2) + B)w + A(2). (38)

Para a prova do teorema, necessitaremos do seguinte lema.
Lema 5.15. Seja F um corpo Liouvilliano em um dominio aberto Dc C, peF e w=
[ p(2)dz transcendente em F. Seja f(w, z) € F(w) uma funcdo racional de w com respeito a F, e

suponha que a integral ®(w, z) = [ f(w, z)dz é elementar. Ent&o,
[ w+y,2dz=2-(w+y,2)+C @), (39)

Z0 dw

em que z, é uma constante e C é uma funcgéo diferenciavel no pardmetro y.

Prova: Pelo teorema de Ostrowski,
.
d(w,z) = uy(w, z) + EAilnul-(W, z),
i=1

em que os f;,i =0, .., sdo racionais em w com respeito a F. Pela expressao acima, concluimos

ad 9D . . . . .
que —— e —— S0 racionais. Derivando em z:

0o oD
fw,2) = 5w Dp(2) + 5w, 2).

Essa equacgéao é algébrica e w é transcendente. Pelo principio de Liouville, podemos trocar

wporw+y,y €C:

W+7,2) = 2wy, 2p@) + 2w+ 7,2) = Lo +7,2)
flw v.2) =5 (wW+y,2p2) +——W+y,z) =—dWw+y,z

Integrando em z:
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f fw+y,z)dz=dw+y,z) +C.
20

A constante de integragao C ndo depende de w nem de z, logo s6 depende do parametro y.
Como f e @ sao diferenciaveis em y, entdo C é diferenciavel em y . Portanto, derivando a
expressao anterior em y obteremos (39). B

Prova do teorema: Aplicando o lema anterior a f(w, z) = P(z)w + Q(z), teremos
[P(2)dz=2(w+7,2) +C ). (40)
Ponha g—i(w, z) =T'(w, z). O lado esquerdo de (40) ndo depende de y, de maneira que
Tw+y,2)+CH) =Tw,2) +C(0)=>TWw+y,2) =TW,2) +c(y),
em que c(y) = C'(0) — C (y). Derivando esta relacdo em y, obtemos Z_VFV(W +7v,2) = (y), e vemos
que Z—VFV ndo depende de w nem de z. Fazendo a = ¢ (0), teremos Z_VFV(W' z) = a. Entao, integrando

em w:

Z_‘i(w, z) =T(w,z) = aw + a(z),

em que a € F (a nao depende de w, logo necessariamente pertence a F). Substituindo esse

resultado em (40), teremos

f P(2)dz = a(w + ) + a(2) + C (¥).
Derivando em z:
P(2) = ap(2) + a (2). (41)
Dessa maneira,
[ (P@W +Q(@)dz = [ |(ap() +2'(2) ) w+ Q@) dz
= a [ p(z)wdz + [ a (z)wdz + [ Q(z)dz
=« 1+ a@w - [ a@p@)dz + | Q@)dz
=2w2 +a@w + [ (Q@ - a(@p(@))dz, (42)
em que usamos as formulas de integracdo por substituicdo e integracdo por partes na 3?2

igualdade.

Ponha agora

Q(2) = Q(2) — a(x)p(2).

Como [ (P(z2)w + Q(2))dz é elementar, entdo [ Q(z)dz é elementar. Assim,

fa(z)dz =R(w,z) =Ry(w,2) + 2 BiInR;(w,z)
=1
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emque os R; (j =0, .., s) pertencem a F(w) e os B; ndo dependem de z. Aplicando o Lema 5.15 a
essa Ultima expressdo e notando que Q(z) ndo depende de w, obtemos Z—i(w, z) = B = const.

Segue dai que %(R(w, z) — pw) = 0. Como essa derivada € racional e w ndo € algeébrico, ela
deve ser, pelo principio, uma identidade em w. Entao, a fungédo R(u, z) — fu depende somente de
z. Pondo u = ug, teremos:

R(u,z) — Bu = R(uy, z) — Buo.

Fazendo u = w:

R(w,z) = R(ug,z) + fw — Buy = fw + Z B;InR;(ug, z) + Ro(uo, z) — Buy,
j=1

em que as fungdes R;(ug, 2),j = 1, .., s, € Ro(uy, z) — Buy pertencem a F. Chamando
S
A@) = ) BjInRy(uo, 2) + Ro(ug,2) — fito
j=1

percebemos que A é elementar em F e satisfaz
[ (0@ - aww@)dz = | Grdz = pw + A2

= Q(2) — a(2)p(2) = Bp(z) + A(2). (43)
Substituindo nossos resultados em (42), obteremos (38). Vemos de (42) que as igualdades

(41) e (43) s&o também suficientes para que [ (Q(2) — a(2)p(2))dz seja elementar em F. B

Corolario 5.16. Sejam R(z) e S(z) fungbes racionais em C. A integral [ R(z)InS(z)dz é

elementar se, e somente se,

_ 5@
R(2) =« o) +a(z), (44)

para alguma constante a € C e alguma fungéo racional a.

Prova: Tomando P =R,Q =0ew =InS teremos p = Z—"ZV = S; e (36) se escrevera como (44).

S'(2)

De (37) teremos A'(z) =— (a(2) + B)p(z) =— (a(2) + B) S

Essa ultima expressao € uma funcao

racional de z, logo sua primitiva é elementar e, portanto, A € elementar. Desse modo, basta
apenas a validade de (44). &

Analogamente, se demonstram os seguintes corolarios:

Corolario 5.17. Sejam R(z) e S(z) funcées racionais em C. A integral [ R(z) arctan S(z) dz é

elementar se, e somente se,

S'(2)

SO +a((2) (45)

R(z)=«a

para alguma constante a € C e alguma fungéo racional a.
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Corolario 5.18. Sejam P(z) e Q(z) fungbes em C da forma m(z) + n(z)V1 — z2, comm e n

racionais em z. A integral [ (P(z) arcsenz + Q(z))dz é elementar se, e somente se,

P(z) = % +a'(2) (46)

para alguma constante a € C e alguma func¢éo a da forma anterior.

Exemplo 5.19. Considere a integral | Zln—ZZdZ.Tome F = C(z) o conjunto das fung¢bes
—Z0

1

z—zo
Caso zy # 0: Por (44)
1

Z— 2y

racionais de zem C, P(z) =

Qz2) =0,w=1Inzep(z) = % Vamos dividir em dois casos.

a .
=;+a(z)=>a(z)=ln(z—zo)—alnz+Cl

In

em que C; é uma constante. Entdo a ¢ C(z). Portanto, [

 dz nédo é elementar.
0

Z—Z

Caso z; = 0: Temos

1 «a .

;=;+a(z) =2a)=0—-a)lnz+ (4
em que C, é uma constante. Entdo a € C(z) se, e somente se, « = 1. Neste caso a(z) = C,. Por
(37)

0= (a2 +Pp(2)+A4(2) = Cl;ﬁ +A4'(2) = A@) =— (C1+B)Inz+C,.

Inz

Portanto, [ sz é elementar e por (38)

Inz 1
deZ = E(an)z + Cz.

6. Conclusoes

Desde a invengao do calculo diferencial e integral, numerosos matematicos se envolveram
na tarefa de desenvolver técnicas para, dada uma fungao, determinar outra cuja derivada seja a
funcao dada, processo esse chamado de primitivagdo ou integracdo. Mesmo com avancos,
haviam ainda algumas classes de fungbes para as quais ndo era possivel determinar suas
primitivas, pelo menos ndao em representacao finita. Em 1835, Liouville demonstrou que se uma
funcdo tem primitiva elementar, essa deve ter a forma dada pela Equagéo (1). Para provar isso,
ele desenvolveu uma nova ferramenta, que hoje chamamos de Principio de Liouville. Esse
principio, como foi visto na Secdo 4, permite efetuar uma mudanca de variaveis em uma
expressao, tornando-a mais trabalhavel. Esse mesmo principio foi usado mais tarde por Ostrowski
(Lema 5.10) em sua generalizagdo. Sua ideia foi transformar o problema de integracdo em um
problema algébrico. Para essa tarefa, ele criou o conceito de extensao Liouvilliana. Uma fungéo

elementar €, portanto, uma fungao que pertence a uma extensao Liouvilliana de um dado corpo de
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funcbes. Tal conceito foi utilizado por outros matematicos para produzir extensdes dos teoremas

de Liouville e de Ostrowski, revelando a sua importancia.
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