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Resumo: Um procedimento comum na Engenharia de Confiabilidade é calcular a probabilidade de
sobrevivéncia de um sistema em série. Utiliza-se esta formulagcdo para calcular a confiabilidade de um
equipamento com multiplos modos de falha independentes. No entanto, perde-se a hipotese de
independéncia entre os componentes do sistema quando se tem modos de falha correlacionados. Neste
trabalho, foi utilizada uma distribuicdo de probabilidade bivariada, a distribuicdo de Gumbel, para calcular o
custo de garantia de um produto sujeito a dois modos de falha ndo independentes. As fungdes densidade
de probabilidade conjunta e de confiabilidade foram apresentadas e as equagdes de custo sob trés
diferentes politicas foram desenvolvidas a partir deste modelo. Um algoritmo foi desenvolvido para calcular
o tempo médio para a falha supondo que a ocorréncia de qualquer um dos modos de falha faga com que o
cliente reivindique a garantia. Por fim, alguns exemplos numéricos e graficos dos custos de diferentes
politicas séo apresentados.

Palavras-chave: Confiabilidade; Modelos de Garantia; Distribuigdo de Gumbel.

Abstract: A common procedure in Reliability Engineering is to calculate the serial system survival probability.
This formulation is used to calculate the reliability of an equipment with multiple independent failure modes.
However, the hypothesis of independence between system components when there are correlated failure
modes are lost. A bivariate probability distribution, the Gumbel distribution, was used in this study to
calculate the warranty cost of a product subject to two non-independent failure modes. The joint probability
density and reliability functions were presented and the cost equations under three different policies were
developed from this model. An algorithm is designed to calculate the average time to failure assuming that
the occurrence of any of the failure modes causes the client to claim the warranty. Finally, some numerical
examples and cost graphs of different policies are presented.

Keywords: Reliability; Warranty Models; Gumbel Distribution.

' Curriculo sucinto: Engenheira de Produgéo pelo Centro Federal de Educagédo Tecnoldgica Celso Suckow da Fonseca (CEFET/RJ),
mestranda em Engenharia de Produgdo pela Universidade Federal Fluminense (UFF). Contribuicdo de autoria: Conceituagéo,
Escrita — Primeira Redagédo, Escrita — Revisédo e Edigdo. Contato: esteves.fernandamarcia@gmail.com.

2 Curriculo sucinto: Engenheiro de Produgéo pela Universidade Catdlica de Petropolis (UCP), mestre e doutor em Modelagem
Computacional pelo Laboratério Nacional de Computagao Cientifica (LNCC). Atualmente é professor no Centro Federal de Educacgéo
Tecnoldgica Celso Suckow da Fonseca (CEFET/RJ). Contribuicao de autoria: Conceituagdo, Simulagdo e Validagdo. Contato:
allan.jonathan@cefet-rj.br.

3 Curriculo sucinto: Engenheiro, mestre e doutor em Mecanica pela Universidade Federal Fluminense (UFF), epecialista em Protegéo
Radioldgica e Seguranga de Fontes Radioativas pelo Instituto de Radioprotegao e Dosimetria (IRD/CNEN) em parceria com a Agéncia
Internacional de Energia Atdmica (AIEA). Atualmente é professor do Centro Federal de Educagdo Tecnoldgica Celso Suckow da
Fonseca (CEFET/RJ) e coordenador do Laboratério Maker CEFET/RJ ltaguai (LMCI). Contribui¢cao de autoria: Conceituacéo, Escrita
— Revisao e Edicao, Orientagdo. Contato: felipe.amorim@cefet-rj.br.

ESTEVES, Fernanda Marcia da Silveira; SILVA, Allan Jonathan da; AMORIM, Felipe do Carmo. Analise do custo

@ @ de garantia para equipamentos com dois modos de falha dependentes. REMAT: Revista Eletronica da
= Matematica, Bento Gongalves, RS, v. 9, n. 1, p. €3004, 28 de abril de 2023.

https://doi.org/10.35819/remat2023v9i1id6427.



https://orcid.org/0000-0002-0710-7148
http://lattes.cnpq.br/4969091450866720
https://orcid.org/0000-0001-9763-6395
http://lattes.cnpq.br/5862054444753494
https://orcid.org/0000-0001-6658-0106
http://lattes.cnpq.br/6755074188329784
mailto:esteves.fernandamarcia@gmail.com
mailto:allan.jonathan@cefet-rj.br
mailto:felipe.amorim@cefet-rj.br
https://doi.org/10.35819/remat2023v9i1id6427

REMAT: Revista Eletronica da Matematica 2

Resumen: Un procedimiento comin en Ingenieria de Confiabilidad es calcular la probabilidad de
supervivencia de un sistema en serie. Esta formulacién se utiliza para calcular la fiabilidad de un aparato
con multiples modos de falla independientes. Sin embargo, la hipétesis de independencia entre los
componentes del sistema se pierde cuando se pierden los modos de falla correlacionados. En este trabajo
se utilizé una distribucién de probabilidad bivariada, la distribuciéon de Gumbel, para calcular el costo de
garantizar un producto sometido a dos modos de falla no independientes. Las funciones de densidad de
probabilidad conjunta y confiabilidad fueran presentadas, y se desarrollaron las ecuaciones de costo bajo
tres politicas diferentes desde este modelo. Un algoritmo fue disefiado para calcular el tiempo promedio de
falla asumiendo que la ocurrencia de cualquiera de los modos de falla hace que el cliente reclame la
garantia. Finalmente, son presentados algunos ejemplos numéricos y graficos de los costos de diferentes
politicas.

Palabras clave: Fiabilidad; Modelos de Garantia; Distribucion de Gumbel.
Data de submissao: 21 de novembro de 2022.

Data de aprovacgao: 14 de fevereiro de 2023.

1. Introducao

A Engenharia de Confiabilidade fornece ferramentas matematicas e estatisticas para testar,
monitorar e especificar a probabilidade de falha de itens, componentes, produtos e sistemas
(ELSAYED, 2021). O objetivo da Engenharia de Confiabilidade é prover informacdes para tomada
de decisdo utilizando fatos quantitativos para mensurar a vida util de ativos sob niveis de
desempenho esperados e em ambientes especificados, por um tempo de operacgao estabelecido,
com uma certa probabilidade, de modo a reduzir a confianca em julgamentos subjetivos
(LOFSTEN, 2000). As informacbes de falha obtidas através dos estudos da Engenharia de
Confiabilidade podem alimentar os setores de engenharia de produto, planejamento de produgéo,
controle de qualidade, inspecdes e testes, engenharia de manutencéo, entre outros.

Segundo Leemis (1995), a confiabilidade de um item corresponde a sua probabilidade de
desempenhar adequadamente o seu proposito especificado, por um determinado periodo e sob
condi¢cdes ambientais predeterminadas.

A incorporacdo de novas funcionalidades aos sistemas de producdo aumentou a
complexidade de operacdes e tem exigido mais confiabilidade e seguranga dos processos
produtivos. Com isso, técnicas de engenharia mais avangadas tém sido usadas para garantir o
projeto, operacdo e manutengcdo dos sistemas produtivos com custos adequados, riscos
controlados e desempenho esperado (RAPOSO, 2010).

Dado que os tempos até a falha de um produto s&o variaveis aleatdrias, a distribuicao de
probabilidade dos tempos até falha caracterizada por uma funcdo densidade de probabilidade, a
funcao de confiabilidade, a fungao de risco, o tempo médio até falha e a fungao de vida residual
média, sao fungbes consideradas importantes no estudo de confiabilidade. Essas fungoes, a partir

do modelo estatistico, dao origem as aplicagdes mais avancadas da Engenharia de Confiabilidade,
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como a determinagdo de politicas de manutencgao, politicas de inspegéo periddica, planejamento
de pecas sobressalentes e de politicas de garantia (ELSAYED, 2021).

Fogliatto e Ribeiro (2009) indicam as distribuicdes exponencial, Weibull, gama e log-normal
como as distribui¢des de probabilidade mais empregadas para modelar os tempos até a falha.
Dentre estas distribuicbes univariadas mais utilizadas, destaca-se a distribuicdo de Weibull, que é
capaz de modelar diversas caracteristicas de vida de produtos e sistemas. Neste caso, quando o
parametro de forma € igual a 1 tem-se que a fungdo de risco € constante, reproduzindo a
distribuicdo exponencial. Para o parametro de forma menor que 1 tem-se que a funcao de risco é
decrescente. Para o parametro de forma maior que 1 tem-se que a funcéo de risco é crescente,
assumindo concavidade para baixo quando este valor € menor que 2 e concavidade para cima
quando este é maior que 2 (ELSAYED, 2021).

No entanto, nas situacbes em que se tem simultaneamente mais de um modo de falha,
torna-se necessario um modelo multivariado, isto €, uma unica distribuicdo de probabilidade que
descreve conjuntamente varias variaveis aleatérias. Em Chaudhary e Tyagi (2021) e em
Chaudhary, Masih e Gupta (2022) foi desenvolvida uma politica de reparo utilizando uma
distribuicdo bivariada com correlagdo. Novas distribuicbes bivariadas estdo em continuo
desenvolvimento, como pode ser encontrado em Paul e Thomas (2022). Elsayed (2021) apresenta
uma abordagem via teoria das copulas para tratar a correlagdo entre os modos de falha. Uma
relaxagao deste caso pode ser encontrada em Meeker, Escobar e Pascual (2021) e em Elsayed
(2021), quando os modos de falha sao independentes. Nestes casos, um modelo univariado pode
ser utilizado para cada modo de falha e a confiabilidade do produto ser tratada através do conceito
de sistemas em série.

Ao longo deste trabalho, sera utilizada a distribuicdo de Gumbel, uma distribuicdo de
probabilidade bivariada, para modelar os tempos de falha de um sistema com dois modos de falha
correlacionados e calcular os custos de garantia sob diferentes politicas. Esta distribuicdo de
probabilidade possui solugado analitica para as principais fungdes de Engenharia de Confiabilidade,

além de ser uma generalizac&o da distribuicdo exponencial.

1.1. Modelos de Garantia

A confiabilidade dos produtos tem se tornado cada vez mais importante no mercado de
produtos devido ao avango tecnolégico e competitividade das empresas, além do desejo dos
consumidores por produtos mais confiaveis. Portanto, uma modelagem de garantia e politicas de
garantia 6timas em produtos sdo essenciais para um bom posicionamento dos produtos em seus
mercados consumidores (BLISCHKE; KARIM; MURTHY, 2011).
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A garantia é geralmente definida como um contrato ou acordo que prevé que o fabricante
de um produto ou servico deve oferecer reparo, substituicdo ou o servico necessario quando o
produto apresenta falha, ou o servico ndo atende as demandas dos usuarios. Isso ocorre antes de
um momento predeterminado no tempo correspondente a duracdo da garantia (BLISCHKE;
MURTHY, 2000). Ao fornecer garantia sobre os produtos ou servigos, o fabricante garante um
desempenho satisfatorio por um determinado periodo de tempo, chamado de periodo de garantia.
Em caso de falha, é oferecida pelo fabricante, reparo ou troca, que pode ocorrer a custo zero para
o consumidor ou a um custo de acordo com o tempo decorrido desde a aquisigéo.

Para alguns autores, incluindo Fogliatto e Ribeiro (2009), existem trés principais tipos de
garantia: garantia integral do produto por meio de um pagamento limitado na integra; garantia
integral do produto por meio de direito ilimitado e pro-rata. As politicas de garantia também podem
ser determinadas usando um tipo de garantia de combinacgao, conhecida como garantia mista.

A garantia integral limitada fornece a substituicdo do item que falha por um novo ou
restaurado, sem nenhum custo para o consumidor. O novo item herda a garantia pelo periodo
restante da garantia original. Na garantia integral ilimitada, os itens substituidos tém periodo de
garantia idéntico ao original. A garantia pro-rata propde que o produto que falha antes do periodo
de garantia seja renovado a um custo que depende da sua idade no momento da falha. O item
substituido é coberto por uma garantia idéntica a original. Discussdes mais aprofundadas sobre
politicas de garantia podem ser encontradas em Rahman e Chattopadhyay (2015) e em Blischke,
Karim e Murthy (2011).

Os dois primeiros tipos de garantia sdo vantajosos para o consumidor, enquanto a garantia
pro-rata & benéfica para o fabricante. Assim, uma combinagdo pode ser usada para beneficiar
ambas as partes. Por exemplo, uma politica que consiste em um periodo de garantia inicial
integral, seguido por um periodo de garantia tipo pro-rata, pode resultar em uma estratégia justa
para o fabricante e o consumidor (ELSAYED, 2021).

Segundo Elsayed (2021), a escolha da politica de garantia depende do tipo de reparo ou
substituicdo a que os produtos estao sujeitos. Os produtos podem ser classificados como nao
reparaveis ou reparaveis. Produtos ndo reparaveis sado aqueles para os quais o custo do reparo é
similar ao custo de substituicdo ou em situacdes em que 0 acesso ao produto para reparo €
problematico ou mesmo impraticavel. Portanto, € mais interessante para o fabricante substituir o
produto por um novo item. Produtos reparaveis sdo aqueles para os quais o custo de reparo e a
logistica envolvida no reparo é significativamente menor do que o custo de substituicdo de uma
nova unidade.

Para produtos nao reparaveis, ha politicas de compensacdo completas e mistas, como

pode ser encontrado em Fogliatto e Ribeiro (2009) e em Elsayed (2021). A primeira ocorre quando

ESTEVES, Fernanda Marcia da Silveira; SILVA, Allan Jonathan da; AMORIM, Felipe do Carmo. Analise do custo

@ @ de garantia para equipamentos com dois modos de falha dependentes. REMAT: Revista Eletronica da
= Matematica, Bento Gongalves, RS, v. 9, n. 1, p. €3004, 28 de abril de 2023.

https://doi.org/10.35819/remat2023v9i1id6427.



https://doi.org/10.35819/remat2023v9i1id6427

REMAT: Revista Eletronica da Matematica 5

o produto tem garantia integral, que foi descrita anteriormente. Se ocorrer uma falha dentro de um
certo periodo de tempo, correspondente ao periodo de garantia, o item é reposto sem custo algum
para o consumidor e uma nova garantia é emitida. O segundo combina garantias do tipo integral e
pro-rata. Um produto que falha antes do tempo ¢ substituido ou reparado sem custo algum para o
consumidor; no entanto, as falhas ocorridas no intervalo entre o final do periodo integral e o final
da garantia, ndo geram substituigcbes integrais sem custo para o consumidor, e estdo sujeitas a
compensacao linear pro-rata.

Neste trabalho foram calculados os custos de cada um desses trés tipos de garantia de
itens nao reparaveis, utilizando equacdes de confiabilidade e da funcdo densidade de
probabilidade de falhas da distribuicdo de Gumbel. Para isto, € suposto um produto com dois
modos de falha exponencialmente distribuidos e correlacionados. Conforme discutido em
Muraleedharan Nair e Unnikrishnan Nair (1988) e introduzida por Gumbel (1960), a distribuicdo de
Gumbel é uma funcdo densidade de probabilidade bivariada cuja densidade marginal € uma
distribuicdo exponencial. A fungao densidade conjunta correlaciona, através de um parametro
constante, os tempos de dois modos de falha.

Este trabalho esta dividido da seguinte forma: na Secéo 2, esta apresentada a metodologia;
o referencial tedrico utilizado é apresentado na Secdo 3; os resultados matematicos e de

simulacdo numérica sdo apresentados na Sec¢ao 4; e a Segao 5 conclui o trabalho.

2. Metodologia

Esta pesquisa possui carater quantitativo e se baseia numa formulagao probabilistica para
descrever modos de falhas nao independentes. O objeto de estudo é um produto hipotético ou
sistema cujos dois modos de falha existentes sao correlacionados de forma homogénea no tempo.
Sob este cenario, o estudo visou desenvolver matematicamente os custos de garantia deste
produto sob trés diferentes politicas de garantia renovaveis: integral, pro-rata linear e mista.

O software Matlab (2022), também usado para a construgao dos graficos, foi utilizado para
o desenvolvimento de uma simulagédo. A simulagao objetiva gerar numeros aleatérios distribuidos
conforme a distribuicdo de Gumbel para se obter uma estimativa para o tempo médio para a falha
do equipamento hipotético estudado, visto que o MTTF (Mean Time To Failure) ndo possui

solugao analitica.

3. Referencial Teorico

A confiabilidade é definida conforme Equacao (1):

R(T) = 1 — f, f(©)dt = [, f(0)dt, (1)
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onde f(t), Vt > 0, é a funcado densidade de probabilidade de falhas (FOGLIATTO; RIBEIRO, 2009).
A Equacéo (1) calcula a probabilidade de o produto nao falhar até o tempo T. A confiabilidade é
também chamada em alguns textos de fungéo de sobrevivéncia.

A funcao densidade de probabilidade especifica para cada caso é escolhida apds a
obtencao de dados historicos de falha, a devida estimacdo dos parametros através de métodos
estatisticos — como o estimador da maxima verossimilhangca (FOGLIATTO; RIBEIRO, 2009), e os
testes de aderéncia. Uma série de distribuicdes de probabilidade e testes podem ser encontrados
em Kececioglu (1991).

Especificada a forma com que o tempo para a primeira falha se distribui ao longo do tempo
através da fungdo densidade de probabilidade f(t), pode-se encontrar diversas outras medidas de
interesse, como a funcao de risco h(t) — que € a razao entre a funcao densidade de probabilidade
e a funcao de sobrevivéncia, e o tempo médio para a falha (MTTF), dado pela Equacéo (2):

MTTF = [;” tf(t)dt = [, R(D)dt. (2)

O estudo sobre politicas de manutencao preventiva, planejamento de pecas de reposigao,
inspegdes e custos de garantia partem do conhecimento da distribuicdo de probabilidade que rege
os tempos de falha (PHAM, 2003). Modelos de custos de garantia para as politicas apresentadas
a seguir podem ser encontrados em Fogliatto e Ribeiro (2009), Elsayed (2021) e Blischke, Karim e
Murthy (2011).

Seja C a despesa total com garantias acumuladas por produto vendido numa politica de
garantia ilimitada. Essa despesa é uma variavel aleatoria dada pela Equacéo (3):

C= zj‘il I(T)), (3)
onde K é uma variavel aleatéria que conta o numero de falhas até a ocorréncia da primeira falha
que excede o tempo de duragéo da garantia e I(T;) € a fungdo do custo da falha para o fabricante
sob uma dada politica (ELSAYED, 2021). O objetivo é encontrar o valor esperado de C.

Supondo que o numero de falhas K é independente da fungdo do custo da falha I(Tj), a
partir da Equacao (3) tem-se que o valor esperado de C é dado pela Equacéao (4):

E[C] = E[ X, 1(T)] = E[KIE[I(T)]. (4)

Como consequéncia, o numero esperado de falhas K até um tempo W é dado pela

Equacao (5):

F(W
EIK] = 1o (5)

onde R(W) é dado pela Equagéo (1) e F(W) =1 —R(W). A dedugéao das Equacgdes (4) e (5),
partindo do principio que C € um processo de Poisson composto, pode ser encontrada em Elsayed
(2021). Em particular, tem-se que K segue uma distribuicdo geométrica com p = R(W). Logo,

P[K = n] = R(W)(F(W))", cuja esperanca é dada pela Equacgao (5).
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O custo esperado da falha I(T;), dado pela segundo termo da Equagéo (4), depende de
dois fatores: da natureza da distribuicdo dos tempos de falha e da politica de garantia adotada,
cujo prazo g é arbitrario. Sera denotada por a a politica de compensacgao integral, por § a politica
de garantia pro-rata linear e por y a politica de garantia mista.

O custo esperado da garantia para o fabricante segundo a politica de compensacao

integral pode ser descrito de acordo com a Equacao (6):
c,0<T. <g
Ly ={o o =8 ©)

0, caso contrario,
onde T; € o tempo entre a j-ésima falha e sua antecessora (j — 1), ¢y € o custo unitario de uma
reposi¢ao ou conserto e go € a duragdo da garantia com compensacao integral. Nessa politica, o
tempo de garantia recomega com a reposi¢ao do item. Utilizando o modelo de custo dado pela
Equacéo (4), sendo que o primeiro termo é calculado através da Equacgéao (5) e o segundo termo é
obtido substituindo a Equagéo (6), tem-se que o custo esperado da garantia de um item com

politica de compensacéo integral é dado pela Equagéo (7):

F F z
E[C] = 18 ¢ Jy f(Dde = S7E Y

Utilizando o mesmo procedimento com as Equacdes (4) e (5), o custo esperado da

garantia mediante politica pro-rata linear é dado pela Equacao (8):

_ F(ga) co (82 _ _ Fe) oo 2
E[C] = qeng o (82— Df@dt= g 22 " F(odt, (8)
onde
Co(g2—T)/g20<Tj<g
I(T)) =
p(T}) { 0, caso contrario. (©)

A segundo termo da Equacdo (8) é obtido através da integral por partes de ng2 (g2 —
tf(t)dt.

A politica de garantia mista determina um custo de falha para o fabricante, I,(T;), dado
pela funcgao indicadora mostrada na Equacao (10):

co,OSTngl

L(T)=9colg2—T)/(B2—81)81=Tj<g (10)
0, caso contrario,

onde g, refere-se a duragdo da garantia com compensacao integral, e (g, — g;1) corresponde ao
intervalo de tempo em que o produto esta sob uma garantia do tipo pro-rata linear. Assim, o custo

esperado mediante a politica de garantia mista é dado pela Equacao (11):
_ g1 Co 82 _ _ Co 82
Efly (T)] = co fy fOdt+ —=- " (g2 — Of(Ddt = —=- [ "F(Ddt. (11)
Nota-se que o custo esperado é o custo unitario de uma reposicao ou reparo perfeito vezes

a probabilidade de a falha ocorrer antes de g; mais a probabilidade de a falha ocorrer entre (g, —
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g1) vezes a fungéo linear do custo dada pela Equagéo (10). O resultado de E[I,(Tj)] dado na
Equacéo (11) é decorrente da integragao por partes do termo correspondente a politica pro-rata
linear e manipulagdes algébricas triviais. Logo, o custo esperado da garantia de um item

submetido a uma politica de garantia mista é dado pela Equacgao (12):

_ coF(g2) g2
E[CY] " (g2-8DR(g) fgl F(dt. (12)

Um equipamento que possui dois modos de falha pode ter a sua confiabilidade
representada de acordo com um sistema em série, conforme a Figura 1.

Figura 1 — Sistema em série

o—— 1 2 +——o

Fonte: Meeker, Escobar e Pascual (2021, p. 95).

A probabilidade de falha de um sistema composto por dois modos de falha é dada pela

Equacao (13):

F() =1—-[(1-F)( - Fyp)] (13)
= 1-[(1—F; —F;+FFy)]
= F +F, —F{F,,

onde F; é a probabilidade de falha do i-ésimo modo de falha (MEEKER; ESCOBAR; PASCUAL,
2021). Quando n&o se pode garantir a independéncia dos modos de falha, deve-se descrever uma
distribuicdo conjunta para F(t) de modo a considerar a correlagao entre os modos de falha F; e F,.

A seguir, serdo apresentados os modelos de custos sob a distribuicdo de Gumbel. A
distribuicdo de Gumbel, estudada em Muraleedharan Nair e Unnikrishnan Nair (1988) e
introduzida por Gumbel (1960), € uma distribuicdo exponencial bivariada de trés parametros. Um
deles caracteriza a correlagao entre os modos de falha.

Seja um produto ou sistema que apresenta dois modos de falha correlacionados. Suponha
que a distribuicdo de probabilidade dos tempos de falha seja dada por uma distribuicdo bivariada
de Gumbel, introduzida por Gumbel (1960). A fungao de confiabilidade e a fungdo densidade de

falhas estao representadas a seguir, respectivamente pelas Equacgbes (14) e (15):

R(ty, t2) = exp (— A1ty — At —Aq5ttp) (14)
f(ty, t2) = [A2 + A12t1) (A1 + Aqatz) — Agzlexp (= Arty — Aty —Agatyta), (15)
t,t, >0,
A, Ay >0,
Az 20,
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onde t; e t, sdo os tempos até falha dos modos de falha. As constantes A4, A, sdo parametros do
modelo que representam, respectivamente, a taxa de ocorréncia de cada uma das falhas. O
parametro A, caracteriza a correlagao entre os tempos para as falhas dos modos 1 e 2. Na Figura
2 é mostrada a funcio densidade de probabilidade da distribuicao bivariada de Gumbel para A; =
1,4, =0,8eA;, =0,5.

Figura 2 — Distribuicdo de Gumbel

0.4

fit, t,)

Fonte: Elaboragéo dos autores (2022).

Para encontrar a fungdo acumulada de probabilidade de falhas, fez-se o complementar da
fungéo de confiabilidade, isto é, F(t) = 1 — R(t).

4. Resultados

Utilizando a distribuicdo de Gumbel nos modelos de garantia apresentados na Secao 3,
pode-se encontrar formulas para estimar o custo de garantia de itens com dois modos de falha e
cujos tempos de falha sao correlacionados. A partir deste ponto, supde-se que os dois modos de
falha estao sujeitos a mesma politica de garantia e, a ocorréncia de qualquer uma das duas falhas
submete o produto a exigéncia de reparo total ou substitui¢ao.

Para a garantia com politica de compensacao integral, o custo estimado dado pela
Equacao (7) e pela distribuicdo de Gumbel é dado pela Equacgao (16):

_ co(1—exp (—Mt1—Aatp =2ty tp))?
ElC.] = exp (—A1t1 =22tz —Aq2tyt2) (16)

Sejam t; e t, iguais a gy, pois qualquer um dos dois modos de falha esta submetido a
mesma garantia. Logo, tem-se a Equacgao (17):

E[C.] = Co(l—exp(—hgo—?\zgo—Klz(go)z))z. 17
[Cal exp (—M180—A280—212(80)%) (7)
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Para a garantia segundo politica pro-rata dada pela Equacao (8), o custo esperado segue
conforme Equacgao (18):
E[CB] _ Co(l —exp (—Mty — 7\2'(2—7\12'(1'[2))
82 exp (— Aty — Atp—Agptyty)
fogz fogz (82 — t1 — 2)[(Az + A12t) (A + A12tp) — Agp] exp (— A1ty — Aota—Apptytp) dtydt;. (18)

Se t; e t; sdo iguais a g;, tem-se a Equacao (19):

co(1 —exp (—218;) — exp (— A282) —exp (—A12(82)% — A2 — M182) ) y
g2 exp (— A8 — A28, —7\12(&’2)2)

2
S LF (= g + A282) (A + Mi2g2) — Apzlexp (— Mgz — Aaga—A1a(82)?) dgadga.  (19)

A garantia com politica mista - cujo custo é dado pela Equacéo (12), sob a distribuicdo de

E[Cg] =

Gumbel possui o custo esperado de acordo com a Equacgao (20):

E[c,] = co(1 —exp (= A1ty) —exp (= 2Atp) —exp (= Aptit, — At —Aity) ) o
Y (82 — g1 (exp (— Mty — Aot —Apptity) )

fgglz fgglz 1—exp (—A1t;) —exp (—Axty) —exp (= Apptity — Aty — Aqty) dtydts. (20)

Se t; e t; sdo iguais a g;, tem-se a Equacao (21):

E[c,] = co(1 —exp (—A182) —exp (—2z82) —exp (—A12(82)% — A8 —Mi82)) y
(82— 81)(€‘XP (— Mgy — 7\282—7\12(&)2) )

fgglz fgglz 1—exp (—M82) —exp (—2A282) —exp (—A2(g82)° — A28z — Aq82)dg,dg,. (21)

Sob o intuito de expandir as ferramentas de analise via simulacdo computacional, é
importante que se possa gerar numeros aleatérios oriundos da distribuicdo de probabilidade
suposta, dado que nem sempre sao possiveis solugdes analiticas para certos modelos. O MTTF e
a funcao de renovacgao sao tipicos exemplos de modelos sem solucéo analitica que necessitam de
aproximacdes por métodos numéricos para o devido calculo (ELSAYED, 2021).

Um algoritmo foi desenvolvido para gerar os tempos de falha t;e t, para a distribuicao de
Gumbel, cuja fungcao densidade de probabilidade é dada pela Equacgao (14). Gerou-se nimeros
aleatérios uniformemente distribuidos num cubo de tamanho (B—A) x (D—-C) x M, de modo a
verificar quais numeros aleatérios constavam abaixo da funcdo. O conjunto de parametros
(A, B, C,D, M) é escolhido de modo a cobrir 0 maximo espago possivel nas trés dimensdes onde a
distribuicdo de probabilidade toma valores. Desta forma, gera-se um conjunto de numeros
aleatdrios, aproximadamente distribuidos de acordo com a distribuicdo de Gumbel. O
procedimento é eficaz e € uma alternativa para quando métodos mais eficientes, como o método
da transformada inversa (ROSS, 2012) ndo sdo matematicamente possiveis. Essa operagao é
mostrada no cédigo Matlab (2022) do Quadro 1.
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Quadro 1 — Algoritmo desenvolvido para gerar os tempos de falha t para a distribuicdo de Gumbel
function [A T] = MC_area(f, M, a, b, ¢, d, n)

cc = 0;
for i=1:n
x=a+rand(1)*(b-a);
y=c+rand(1)*(d-c);
z =rand(1)*M;
if z<=f(x,y)
cc=cc+l;
T(cc,:) = [x yl;
end
end
A=M*(b-a)*(d-c)*cc/n;
% hist(T)
% title('Arrhenius-NTA random numbers');
% xlabel('Failure time') ;
% ylabel('Frequency') ;
end

Fonte: Elaboragao dos autores (2022).
Na Figura 3 sdo mostrados 100 mil numeros aleatérios gerados a partir da distribuicao
bivariada de Gumbel com A; =1, A, = 0,8, A1, = 0,5, impostos arbitrariamente. Adotou-se também
a=0,b=6,c=0,d=6 e M= 0,4, de modo que ndo mais que 0,1% dos valores da distribuicao

se encontrassem fora do volume deste cubo.

Figura 3 — Numeros aleatérios da Distribuicao de Gumbel

S
S

Fonte: Elaboragéo dos autores (2022).
Com a simulacao acima, calcula-se o tempo médio para a falha (MTTF). De acordo com o
sistema/equipamento abordado nas seg¢des anteriores em que ha dois modos dependentes de
falha, considerou-se que cada falha do equipamento é dada por min(t;,t;). O MTTF é dado pela

média dos tempos de falha observados. E importante ressaltar que qualquer um dos dois modos
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de falha sao classificados como falha do produto. O valor aproximado pela simulagcdo para o
MTTF é igual a 0,46 unidades de tempo.

Com os dados de falha da distribuicio de Gumbel simulados, encontra-se uma
aproximacao da quantidade meédia de falhas durante um dado periodo de garantia. Sob os
mesmos parametros da simulacdo anterior e fazendo t = 0,742 com um milhdo de ndmeros
aleatérios simulados, encontrou-se que a média de falhas durante esse periodo foi de 4,04.

Com as solugdes analiticas da Secgao 3, fixando t = 0,742, o numero de falhas esperado
dado pela Equagédo (5) com A; =1, A, =0,8, Ay, = 0,5 é igual a E[K] = 4. O resultado analitico
confirma a eficacia da simulagao e vice-versa.

Supondo uma politica de garantia pro-rata linear e fazendo c, =1 com g, = 0,742, tem-se
que o custo esperado da garantia por produto dado pela Equagéo (8) € igual a E[Cg(0,742)] = 1,92.
No caso de uma politica de compensacao integral cujo custo é dado pela Equacéo (7), tem-se que
E[C,(0,742)] ] = 3,21. Percebe-se que para este prazo, o custo da politica de compensacao
integral € 66% maior que o custo da politica pro-rata linear.

Para se encontrar o prazo da garantia que iguala o custo da garantia pro-rata linear,

resolve-se a seguinte igualdade conforme mostrado na Equagéao (22):

E[C.] = E[Cg] (22)
C0(1 —exp(— A8z — A28 — 7\12(g2)2))2 _ co(1 —exp (—A18) —exp (—A,8) —exp (—A12(8)% — A8 — Mi8) )X
exp (— 182 — A28~ A12(82)%) gexp (— A8 — Ag—2A12(2)%)

g (8
fo fo (—2)[(A2 + A128) (A1 + A128) — Aq2]X

exp (— M8 — A28—A12(g2)%) dgdg.

Assim, resolvendo a Equacédo (22) para g com g, = 0,615, tem-se que E[C,] = E [CB] =
quando t é igual a 0,742. Como esperado, para 0 mesmo custo a politica de compensacao integral
possui um prazo de garantia menor. Destaca-se que o custo do produto é igual a 1, enquanto o
custo de se manter uma politica de garantia integral pelo tempo de 0,615 ou a politica de garantia
pro-rata linear pelo tempo de t = 0,742 com garantia renovavel a cada falha é quase o dobro.

Na Figura 4 sao ilustrados os custos de garantia para o exemplo anterior em fungao do
prazo. Vé-se que o custo da garantia pro-rata, como esperado, € sempre menor que o custo de
garantia integral para o mesmo prazo. Ainda pode-se destacar que, para que o custo de garantia
nao ultrapasse 10% do custo do produto, o tempo de garantia integral ndo pode ultrapassar t =
0,17. Para este prazo, o custo da garantia pro-rata linear € aproximadamente de 5% do custo do

produto. Para este prazo, o numero de falhas esperado ¢é igual a 0,37.
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Figura 4 — Custos de garantia com relagdo aos prazos de garantia
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Fonte: Elaboragéo dos autores (2022).

Por fim, na Figura 5 € mostrado o efeito do pardmetro de correlagdo. Nota-se que, a
correlagdo tem alto impacto positivo no custo esperado de garantia E[C,]. Isto é, produtos com
maior correlagdo entre os seus modos de falha possuem maior custo de garantia. No exemplo
dado, o custo de garantia triplica para valores de A{; = 1 em relagdo a A, = 0. Além disso, como
esperado, quanto maior o prazo de garantia, maior o seu custo medio.

Figura 5 — Efeito da correlacao entre os modos de falha de um produto
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Fonte: Elaboragao dos autores (2022).
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5. Conclusao

A distribuicao bivariada de Gumbel fornece a modelagem adequada para dois eventos de
falhas que sao correlacionados e exponencialmente distribuidos. A partir da fungdo de
confiabilidade deste modelo, foi possivel encontrar as equagdes para os modelos de custo médio
de garantia para trés diferentes politicas: integral, pro-rata linear e mista. Supondo parametros de
taxa de falhas e tempo de duracido da garantia, pode-se encontrar analiticamente o custo
esperado de garantia para equipamentos sujeitos a dois modos de falha ndo independentes.
Dessa forma, o fabricante do equipamento sob estudo pode planejar seus custos encontrando o
valor justo da garantia.

Neste trabalho também foi desenvolvido um algoritmo para simular numeros aleatérios da
distribuicdo de Gumbel e com isso, estimar o tempo médio para a falha do produto. A simulacao
também foi utilizada para verificar o resultado analitico encontrado para o nimero esperado de
falhas para um dado periodo de garantia. O algoritmo pode auxiliar no célculo de intervalos de
manutencédo preventiva e no dimensionamento de pecas sobressalentes. Além destas, séo
sugestdes de trabalhos futuros a fungdo de renovacao associada a distribuicdo de Gumbel, de

modo a calcular os custos das politicas de garantia ndo-renovaveis para produtos nao-reparaveis.
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