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Resumo: A Teoria da Relatividade Especial, desde seu surgimento em 1905 com o famoso artigo “On the
Electrodynamics of Moving Bodies” de Albert Einstein, tem revolucionado a maneira como 0 mundo é visto.
Neste artigo, estudamos conceitos da geometria do espaco de Minkowski e de como a sua estrutura esta
relacionada com esta teoria. Exibimos alguns dos principais resultados e mostramos as implicagées e as con-
sequéncias fisicas dos enunciados matematicos relativos aos fenémenos relativisticos. Discorremos também
acerca do famoso Paradoxo dos Gémeos, que evidencia a dilatacdo temporal, uma das consequéncias da
Teoria da Relatividade Especial.

Palavras-chave: Relatividade Especial; Geometria de Minkowski; Paradoxo dos Gémeos.

Abstract: The Special Theory of Relativity, since it's emergence in 1905 with the famous paper “On the Elec-
trodynamics of Moving Bodies” of Albert Einstein, has revolutionized the way we see the world. In this paper,
we study concepts of the geometry of Minkowski space and how its structure is related to this theory. We also
exhibit some of the main results and show the physical implications and consequences of the mathematical
statements related to the relativistic phenomena. We also discuss the famous Twin Paradox, which unveils
time dilation, one of the consequences of the Special Theory of Relativity.

Keywords: Special Relativity; Minkowski Geometry; Twin Paradox.

Resumen: La Teoria de la Relatividad Especial, desde su aparicién en 1905 con el famoso articulo “On the
Electrodynamics of Moving Bodies” de Albert Einstein, ha revolucionado la forma de ver el mundo. En este

articulo estudiamos los conceptos de la geometria del espacio de Minkowski y cémo su estructura se relaci-
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ona con esta teoria. Mostramos algunos de los principales resultados y las implicaciones y/o consecuencias
fisicas de enunciados matematicos relacionados con fenémenos relativistas. También discutimos sobre la
famosa Paradoja de los Gemelos, que muestra la dilatacion del tiempo, una de las consecuencias de la Teoria
de la Relatividad Especial.

Palabras clave: Relatividad Especial; Geometria de Minkowski; Paradoja de los Gemelos.
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1 Introducao

A Teoria da Relatividade Especial, ou Teoria da Relatividade Restrita, foi desenvolvida ao
longo do final do século XIX e inicio do século XX. O principal nome responsavel pela criagao desta
teoria foi Albert Einstein (EINSTEIN, 1905). Além dele, Henri Poincaré, Hendrik Lorentz e Hermann
Minkowski foram alguns dos nomes mais intimamente envolvidos com o seu desenvolvimento e

consolidagao (WALTER, 1999; BROS, 2006).

Alguns historiadores alegam que Einstein desenvolveu a Teoria da Relatividade quando ana-
lisou a patente para sincronizacao de dois relégios situados em cidades distintas. Esse foi o primeiro
passo dado em direcao a essa teoria. A dilatacao do tempo, prevista pela Teoria da Relatividade
de Einstein, ja foi observada e medida em um grande nimero de experimentos (HALLIDAY; RES-
NICK; WALKER, 2016). Ela pode ser observada em aceleradores de particulas, relégios atdmicos,
satélites e raios cosmicos, que sao particulas energéticas que entram na atmosfera terrestre vindas

de todas as dire¢des do Universo.

O interesse dos cientistas nesta teoria variou desde o surgimento da relatividade especial,
conforme ilustra a Figura [T}, onde é mostrada a quantidade de artigos publicados que tratavam da
Teoria da Relatividade especial, no periodo de 1905 a 1915, divididos em trés areas: Fisica Nao-
Tedrica, Fisica Tedrica e Matematica. E evidente, pelo grafico, que a partir do surgimento da teoria,
em 1905, a quantidade total de artigos cresceu até o ano de 1911, sobretudo os artigos na area
de Fisica Nao-Tedrica. A partir de 1912, o nimero total de artigos novos passou a diminuir, haja
vista o surgimento da Fisica Quantica e também, ap6s o ano de 1914, o comecgo da Primeira Guerra
Mundial. Entretanto, observamos que a quantidade de artigos em Matematica se manteve razoa-
velmente inalterada ao longo da década representada, o que evidencia um interesse perene dos

matematicos por essa teoria.
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Figura 1 — Artigos sobre a teoria da relatividade especial
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Fonte: Walter (1999, p. 68).

A Teoria da Relatividade Especial tem como base dois postulados (CIPOLATTI; GONDAR,
2016, p. 166):

1. as leis da Fisica sao as mesmas em todos os referenciais inerciais;

2. a velocidade da luz no vacuo, ¢, € a mesma em todas as diregoes, em todos os referenciais

inerciais e independe do movimento da fonte.

E comum se referir ao primeiro postulado como o postulado da relatividade, e ao segundo
como o postulado da invariancia de ¢, sendo ¢ ~ 3 x 108 m/s a velocidade da luz no vacuo (CIPO-
LATTI; GONDAR, 2016, p. 166). Assumindo estes dois postulados, podemos chegar a conclusées

surpreendentes (e muito contra-intuitivas!) que serdao comentadas no decorrer do texto.

2 A geometria do espaco-tempo

Iniciamos definindo o chamado espago de Minkowski, modelo para o mundo real na teoria
da relatividade especial. No contexto da fisica-matematica, este espaco € uma combinacao de um
espaco euclidiano com uma dimensao extra envolvendo o tempo. Apesar de ter sido inicialmente
usado por Minkowski para as equagoes de Maxwell do eletromagnetismo, a estrutura matematica do

espaco de Minkowski se mostrou muito adequada para a teoria da relatividade especial.
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Definicdo 2.1 (Espaco de Minkowski). O espaco (R3,(-,-)1), sendo (-,-)1 a chamada métrica de
Lorentz, dada por
(X, ¥)1 = T1y1 + T2Y2 — T3Ys3, X = (71,72, 73), y = (y1,92,93),

é chamado espaco de Minkowski e denotado R*!' ou R}. Denotaremos a norma de um vetor v
nesta métrica por

(v.v) = Ivli.

A rigor, a métrica de Lorentz ndo € de fato uma métrica, mas uma pseudo-métrica. No
contexto fisico, entretanto, & usual utilizar a terminologia “métrica”, e adotaremos esta convencao.
Além disso, observamos que a notagao R*! é geralmente utilizada por fisicos, enquanto R$ é mais
utilizada por matematicos. Podemos pensar, de modo intuitivo, que R*! nos diz que temos trés
dimensoes, sendo duas espaciais e uma temporal, e que R$ nos diz a dimens&o do espaco (3) e a

assinatura da métrica (1). Ao longo do texto, adotaremos a notagao preferida pelos fisicos.

Em R?!, temos trés tipos de vetores v:

* tipo espaco se (v,v); > 0ouv =0;

« tipo tempo se (v,v); < 0;

s tipoluzse (v,v); =0ev #0.

Exemplos de vetores tipo espaco, tipo tempo e tipo luz sdo, respectivamente, (1, 1,0), (1, 1,2)
e (1,1,v/2). Note que o conjunto dos vetores tipo luz é
C={(z,y,2) eR¥: 2?2 +¢y* — 2% =0, (2,y,2) # 0},
que € chamado de cone de luz; o conjunto dos vetores tipo tempo é
{(z,y,2) € R3: 2%+ - 2% < 0},

ou seja, a regiao “de dentro” do cone; o conjunto dos vetores tipo espago é

2

{(z,y,2) ER? :2? + 9 — 22 >00ux =y =2 =0},

ou seja, a regiao “de fora” do cone acrescida da origem. Com essa métrica, naturalmente surgem
conexdes com geometria hiperbdlica, haja vista que as “circunferéncias” do tipo

Pyt —22=—-a,a>0 e P24+ —22=a,a>0
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formam, respectivamente, hiperboloides de duas e uma folha. A Figura[2 mostra o cone de luz, um
hiperboloide de uma folha e um hiperboloide de duas folhas: o hiperboloide de uma folha “envelopa”

0 cone € o hiperboloide de duas folhas, cujo formato lembra uma bacia.

Figura 2 — Os tipos de vetores no espaco de Minkowski

..a—— Hiperboloide de duas folhas

Hiperboloide de uma folha

Fonte: Elaboracao dos autores.

Uma interpretacao fisica dos tipos de vetores é dada se considerarmos que a origem do
sistema de coordenadas representa um observador num certo instante. O interior do cone de luz
representa o conjunto dos pontos do espago-tempo nos quais o observador poderia chegar viajando
a uma velocidade inferior & velocidade da IuZ'| E comum se referir a esse interior como o conjunto de
pontos do futuro do observador. O cone de luz representa o conjunto de pontos do espago-tempo
para os quais o observador precisaria viajar a velocidade da luz para alcancgar. E o exterior do cone
de luz representa o conjunto dos pontos do espaco-tempo para os quais o observador teria de viajar

a uma velocidade superior a da luz para atingir.

Essa observagao suscita a pergunta: como se da o movimento dos objetos neste espaco?
Esta pergunta € natural, sobretudo do ponto de vista fisico, pois se estamos interessados em des-
crever um modelo para a realidade, é necessario saber como se da a dinamica do movimento dos
objetos neste nosso espaco. Sendo assim, a proxima definicao que precisamos € a de linha-mundo,

que corresponde a trajetéria de objetos no espago-tempo.

'E importante notar que, no nosso contexto, temos um sistema de coordenadas tal que a velocidade da luz é 1.
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Definicao 2.2 (Linha-mundo). A curva composta de pontos do espago-tempo (eventos) que corres-

ponde a histdria de um objeto é chamada linha-mundo do objeto.

Por “histéria” na definigdo acima nos referimos a tudo que ocorre com um objeto ao longo
de sua existéncia (ou ao longo de uma parte de sua existéncia, se quisermos considerar apenas
uma parte da linha-mundo). A Figura [3] ilustra a definigdo com a linha-mundo do planeta Terra,
considerando o espago de Minkowski R?!; nela, consideramos uma Orbita circular para o planeta,

de modo que a linha-mundo do planeta forma uma hélice.

Figura 3 — Linha mundo da Terra

Tempo

Fonte: Elaboracao dos autores.

Convém observar que a Defini¢do [2.1] é facilmente generalizada para dimensbes maiores: o

produto interno de x,y € R™! é dado por

n—1
(x,y)1 = sz‘yi — TnYn-
i=1

Comegamos com a definicao em trés dimensdes porque isso nos permite visualizar o espago
e captar as ideias mais facilmente, como as Figuras 2| e [3|deixam claro. Entretanto, o espago natural
no contexto fisico da relatividade especial é o R*!, com trés dimensdes espaciais e uma dimenséo

temporal}]

2Observamos que a coordenada associada ao tempo poderia ter sido escolhida como sendo a primeira, segunda ou
terceira coordenadas. Desde que o sinal de menos da métrica acompanhe a coordenada escolhida para o tempo, isto nao
acarreta nenhum problema.
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Definidas as trajetorias dos objetos, 0 nosso préximo passo é entender como os fendbmenos
fisicos (eventos) se relacionam. Por exemplo, se o0 evento e; da linha-mundo da Terra corresponde a
formacao do planeta e o evento e; da mesma linha-mundo corresponde a origem da vida no planeta,
precisamos saber falar, de alguma maneira, que o evento e; “veio antes” do evento e,. Dito de outro

modo, precisamos saber formalizar o que entendemos como causa e efeito.

Definicdo 2.3 (Causalidade). Dados dois eventos ei,es € R\, com e; = (v, y;,2,7:),1 = 1,2,

dizemos que e, precede causalmente e; se as seguintes condigdes sdo satisfeitas:

1. T —11 >0/

2. (x1—22)*+ (1 —y2)* + (21 — 22)? — (1 —12)* 0.
Neste caso, escrevemos e; < es.

Adotaremos a notagao da definicdo acima para eventos daqui em diante: z,y, z denotardo
as dimensodes espaciais e T denotara a dimensao temporal. Tendo isso em mente, a interpretagao
da definicao acima & que e; precede causalmente e; se 0 vetor e; — ey € tipo tempo e 75 € maior
ou igual que 7. Pode parecer, a priori, que bastaria que » — = > 0. Entretanto, para que haja
causa e efeito € necessario que o efeito esteja no futuro da causa, ou seja, e; — e; seja tipo tempo,
uma vez que vetores desta classe sao precisamente os pontos no espaco nos quais um observador

consegue chegar viajando a velocidades abaixo da velocidade da luz.

O resultado que mostraremos a seguir afirma que < € uma relacao de ordem parcial. Ele sera
fundamental para mostrarmos que observadores em movimento relativo podem perceber eventos de

maneiras completamente diferentes.

Proposicao 2.1. A relacao de causalidade define uma relagao de ordem parcial.

Demonstragdo. Primeiro, note que e; < e; por definicdo. Ademais, se ej,es € R>! sdo tais que

e; < es € ey < e, temos
2 2 2 2
T — 11 >0, (1 —22)"+ (y1 —y2)" + (21 — 22)° — (11 —72)° <0

e também
71— T2 >0, (g —21)? + (ya — 1) + (22 — 21)* — (. — )2 < 0.

Dai, temos 71 = 7» €, portanto,

(371 — x2)2 + (y1 - y2)2 + (Z1 - 22)2 <0,
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de modo que x1 =z, y1 = Y2 € 21 = 2. LOQO, €1 = ey € Segue que < é antissimétrica.

Para demonstrar a transitividade, vamos provar, inicialmente, que se dois eventos e;,es € R>! sdo
tais que 0 < e; € 0 < e9, entéo

0<ep+eoa. (1)

De fato, como as coordenadas temporais de e¢; € e; sa0 ndo negativas, 0 mesmo ocorre com a

coordenada temporal de e; + e5. Portanto, basta mostrarmos que
le + es§ < 0.
As nossas hipoteses nos dizem que, se e¢; = (z;, v, 2, 7)), entao
>0,  xldyldal <7
Ora, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz (BRADLEY; SANDIFER, 2009, p. 303-304) temos

(e1,€2); = T1T2 + y1y2 + 2122 — T1T2

< m%+y%+zf-\/x§+y§+zg—ﬁ7'2

<0.

Portanto,

2 2 2 2 2
ller + e2fly = flexlly + [lezlly + 2 {e1, e2)y < leally + [leally <0

Dai, segue a transitividade de <: se ey, ez, e3 € R*! séo tais que e; < ez € e3 < e3, €ntdo 0 < e; — e
e 0 < e3 — ey, donde segue, pela relagao em (), que 0 < e3 — e; ou, equivalentemente, e; < es.
OJ

E possivel ter eventos e1, e, tais que e; £ e; mas também e, £ e1. Nesse caso, dizemos que
e1 € e sao causalmente nao relacionados. Essa propriedade sera relevante mais a frente, quando
falarmos de mudancas de referencial. Porém, para chegar neste ponto, precisamos introduzir o que

vem a ser uma isometria no espago de Minkowski.

Definicdo 2.4 (Isometria). Uma transformagéo ¢ : R*»! — R3! é uma isometria se, dados quaisquer
e1,es € R3, vale

p(ea) — p(en)|)F = llez — enl}-

Para podermos tratar a mudancga de referencial de maneira matematicamente precisa, torna-

se necessario definir uma classe especifica de isometrias, chamadas causais.
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Definicdo 2.5 (Isometrias causais). Uma isometria o : R*»! — R*! é causal se preserva causali-

dade, isto €, se e; < ey implica p(e1) < p(e2).

E possivel mostrar que se uma isometria ¢ de R*! ndo é causal, entdo ela inverte a causali-

dade, isto é, p(e1) > p(e2) sempre que e; < eq (cf. LEE, 2020).

Exemplo 2.1. A transformacgédo T, : R*»! — R3! dada por

x x

Yy Yy
T, : —

z z

T T+a

é uma isometria causal. Fisicamente, ela corresponde a andar para frente no tempo (se a > 0) ou
para tras (se a < 0). Para checar que T, é uma isometria, sejam e;,es € R>! quaisquer e observe

que

| Tules) — Tuler)|F = (2 — 1) + (g2 —y1)> + (22 — 21)? — (2 +a — 1 — a)?

= (2o —21)* 4+ (y2 —y1)* + (22 — 21)* — (12 — 71)?

= |lea —eq]} -

Agora, para verificarmos a causalidade, tome ey, e € R>! tais que e; < ey. Entdo T,(e1) =

(x1,y1,21,71 + a) € Ta(ez) = (z2,y2, 22, 72 + a) € temos T,(e1) < T,(e2) ja que
o+a—(rn+a)=m—1>0.
Além disso, temos também
(z1—22) + (1 —12)? + (z1— 22)? — (n+a—T2—a)’ =[lex —er]|; <0

jaquee; < es.

Para o proximo exemplo de isometria causal, vamos precisar do seguinte lema auxiliar.
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Lema 2.1 (TOJO, 2016, p. 578). Dados a,b,t,w € R, temos

m cosh ( In

[ cosh (41n
\/m sinh ($In
~/[a? = P[sinh (3 n

ae*t, sea =b

““" +wt), sea > |b|

a+b‘+wt> se —a > |b|

‘””‘ +wt) seb > |a|
a cosh wt + bsinh wt =

“*b‘ert), se —b>|a

ae “t, sea = —b.

Exemplo 2.2 (Lorentz boost). A transformacgédo B, : R*! — R>! dada por

T x cosh A + 7sinh A
B, : Y — Y

z z

T xsinh A 4+ 7 cosh A

€ uma isometria causal. Fisicamente, esta transformagao corresponde a uma mudanca de referen-

cial, isto é, uma mudanca de observador.

Para verificar que, de fato, esta transformacao é uma isometria causal, usamos o produto
interno (-,-), e a identidade
cosh? \ —sinh? A =1, VA e R

para deduzir que a distancia entre as imagens de dois pontos e, e; € R por By é

|Bx(e2) — Ba(e1)||3 = (1 cosh A + 7y sinh A — 9 cosh A — 75 sinh \)?
+ (1 —92)° + (21 — 22)°
— (z1sinh A 4+ 71 cosh A — x9 sinh A — 75 cosh )\)2
= (21 — x3)% cosh? X\ + (11 — 7)?sinh? A 4+ 2(x1 — x2) (71 — 72) sinh A cosh A
+ () —y2)? + (21 — 22)°
—(z1 — 332)2 sinh? \ — (11 — 72)2 cosh? \ — 2(x1 — x2) (71 — 72) sinh A cosh A
=(z1—22)* 4+ (1 —2)* + (21 — 22)> = (11 — 72)°
= llez — ey

Portanto, B, é uma isometria. A conta acima garante a validade da segunda condicdo da Definigao

. Para verificarmos a primeira condicdo, precisamos mostrar que se e1,e; € R>! sdo tais que
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e1 < ea, entao

T9sinh A + 7 cosh A — 21 sinh A — 7 cosh A > 0,

ou seja, que

(t9 — 71) cosh A + (z2 — 1) sinh A > 0.

Note que a hipotese e; < es nos diz que
To —T1 > |x9 — 21].
Se valer a igualdade, entao pelo Lema temos
(19 — 71) cosh A + (z9 — x1) sinh A = (15 — 71 )e™ > 0.

Se valer a desigualdade estrita, entdo novamente pelo Lema|[2.1| temos

1 _ _
(19 — 71) cosh A + (x5 — 21) sinh A = /(72 — 71)2 — (22 — 21)2 cosh [2 In <: — 2 tiz n ii) + )\] >0,

onde a positividade do argumento do logaritmo vem do fato que t» — 11 > |z2 — z1]|, € a positividade
da combinagéao de sinh e cosh vem do fato que cosh a > 0 para todo a € R. Portanto, concluimos que
B, de fato é uma isometria causal.

Para enunciar a nossa préxima proposicao, precisamos da seguinte defini¢ao.
Definicao 2.6 (Diregao temporal). Dizemos que e; = (z,y, z,7) € R%! é direcionado para o futuro

setT > 0. Set <0, dizemos que e, é direcionado para o passado.

Com arelacao de causalidade entre eventos bem estabelecida e dada a definicdo de direcdo
temporal, temos o seguinte resultado que formaliza o que € comumente chamado de relatividade da

simultaneidade. A demonstracao nao sera apresentada (cf. LEE, 2020, p. 199-200).

Proposicao 2.2 (Relatividade da simultaneidade). Se dois eventos eq,e; € R*! sdo causalmente

nao relacionados, entao existem isometrias causais ¢, p2 € @3 tais que

* pi1(e1) — ¢1(e2) € direcionado para o passado;
* pa(e1) e pa(ea) tm a mesma coordenada temporal;
* ps(e1) — p3(e2) € direcionado para o futuro.
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O significado fisico desse resultado € marcante: estamos dizendo que, se dois eventos nao
tém relagdo causal, entdo é possivel encontrar trés referenciais distintos de modo que cada um
percebe uma ordem diferente de ocorréncia dos eventos. Se, digamos, o evento e; € a formacao de
uma galaxia, como a ilustrada na Figura[d] e o evento e, é a colisdo de dois planetas, e esses dois

eventos nao tém relagao causal entre si, entao

* no referencial 1 a formagao da galaxia ocorre antes da colisdo dos planetas;
* no referencial 2, a formagao da galaxia e a colisao dos planetas ocorrem ao mesmo tempo;

* no referencial 3, a formagao da galaxia ocorre depois da colisdo dos planetas.

Figura 4 — (roda de carruagem, em portugués)

Imagem da galéaxia carthweel

A\

Fonte: NASA’s James Webb Telescope. Disponivel em:

https://www.flickr.com/photos/nasawebbtelescope/52258939646/in/album-72177720301006030.

Até agora, falamos da relagao de causalidade entre eventos de R*!. Sera de nosso interesse
considerar trajetorias no espago-tempo e, por isso, precisamos saber falar de causalidade de curvas,

e nao somente de pontos.
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Definicao 2.7 (Causalidade de curvas). Uma curva é causal se todo par de eventos sobre ela tem
relacdo causal. A parametrizacao mais natural é a “direcionada para o futuro” (respectivamente,

passado), isto €, a parametrizacédo ~(t) = (z(t), y(t), z(t), 7(t)) tal que

dr(t)

dr(t .
7(t) >0 (respect/vamente, o < 0) ,Vt.

dt

Assim como falamos de tipos de vetores, é possivel falar de tipos de curvas.

Definicdo 2.8 (Tipos de curvas). Dada uma curva parametrizada reqular v : I — R>!, dizemos que

* ~ é tipo espaco se /' (t) é tipo espago paratodot € I;
» v é tipo tempo se ~'(t) é tipo tempo para todot € I;
* v étipo luz se +'(t) é tipo luz paratodot € I.

Exemplo 2.3. Sgja~ : R — R*! dada por~(t) = (ht,5,r cosht,rsinht), com h,r > 0. Temos

¥ (t) = (h,0,7sinht,rcosht) = ('(t),7'(t)), = h% — 2.

Tal curva, portanto, pode ser tipo tempo, tipo luz ou tipo espago, a depender se h < r, h = r ou

h > r, respectivamente.

A préxima proposicao apresenta um fato curioso: nao importa como escolhemos parametri-
zar um curva causal, esta parametrizacao sempre sera ou direcionada para o futuro ou direcionada
para o passado (desde que a parametrizagao seja regular). Ela é o primeiro indicio que nos permitira

relacionar curvas causais e linhas mundo.

Proposicao 2.3 (Parametrizagao de curvas causais). A parametrizagdo regular de uma curva causal
ou é direcionada para o passado ou é direcionada para o futuro.

Demonstragéo. Seja v(t) = (z(t),y(t), 2(t), 7(t)) = (a(t),7(t)) uma parametrizacdo de uma curva
causal, sendo a(t) = (x(t),y(t), 2(t)) € R3.

Suponha que existe ¢y € R tal que 7/(tp) = 0. Como a parametrizagao é regular, ou seja, ~'(t) # 0

para todo ¢ € R, segue que pelo menos um entre

«'(to), o (to),  2(to)
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€ nao nulo. Sem perda de generalidade, suponhamos z’(¢y) # 0. Por continuidade, existe ¢ > 0 tal

que
|2"(to)|
2 7
paratodo ¢ € [ty — ¢,to + €]. Pelo Teorema do Valor Médio, existem ¢4, ts € [to, to + €] tais que

(1)) >

(1)) <

z(to +¢) — x(to) . 7(to +¢) — 7(to)

= T,(tg).

Portanto,

2|2 (t0)

la(to + &) = ato)|* = |z(to + &) — x(to)[* = €%/ ()" > £* =]

e também
o |2 (to)[?
—

Agora, observe que (o + ) e y(tp) sao causalmente relacionados e, portanto,

(T(to + ) — 7(tg))? = 2(1(t2))? < €

7 (to + ) = v(to)[IF < 0. ()

Mas das Equacoes (3) e (4) segue que

Iy (to +€) = v (to)lIf = llato +€) — alto) I = (r(to + &) — 7(t0))?

&2 |2’ (to) | _ 62|$/(t0)’2

>
4 4

pu— 07
o0 que contradiz a Equagéo (5). Logo, 7/(t) # 0 para todo ¢ € R e, por continuidade, essa derivada

nunca muda de sinal, sendo sempre positiva ou sempre negativa. O

Com o resultado da Proposicéo seria razoavel concluir que toda curva causal € linha
mundo de um observador, ou seja, que toda curva causal é uma trajetéria no espago-tempo que
alguém poderia realizar. Essa conclusao, apesar de intuitiva, deixa escapar uma nuance: as curvas

tipo luz.

As proximas duas proposigoes caracterizam, respectivamente, as curvas causais e as linhas

mundo e nos permitirdo relacionar estes dois objetos.

Proposicao 2.4 (Caracterizagao de curvas causais). Uma curva parametrizada~ : I — R*! é causal

se, e sO se, 7/(t) ndo é do tipo espago.

Demonstragdo. Suponhamos que ~ é causal. Entao, para qualquer At, temos

ly(t + At) =y (®)]F <0
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e também

Ty @A) -l _
1 At=0 |At|? -

At + A1) = (1)
At

/t 2:1-
W@l = fim

ou seja, +/(t) nao é do tipo espago.

Reciprocamente, suponha que +'(t) ndo é do tipo espago, ou seja, ||7/()||? < 0 para todo ¢ € R.
Escreva y(t) = (x(1), y(t), 2(t), 7(t)) = (a(t), 7(t)).

Afirmamos que 7/(t) ndo muda de sinal em (a,b). De fato, suponha que exista t* € I tal que

7'(t*) = 0. Nesse caso, teriamos
0> [l (t)IIF = lle’(t)I1* = |7 (") = [/ (£")]]* > 0,

ou seja, ||o/(t*)]|? = 0 e, portanto, 7/(t*) = 0, contrariando a regularidade de +. Logo, 7'(t) # 0 para

todo ¢ € I, ou seja, 7’(t) nao muda de sinal em I. Portanto, vale a igualdade

/ab |7/ (t)| dt = /ab ' (t) dt’ :

Além disso, sabemos da geometria euclidiana que o comprimento de « entre a e b deve ser maior

ou igual que a distancia euclidiana entre a(a) e a(b), ou seja,

b
/ lo/ @) dt = ||a(a) — (D).

Por hipétese,
W OIF <0 <= @I = 7O <0 = [l O] < |7'({t)]-

Portanto,

b b b
mw—mwgfrwwws/hwwm:/%mﬂzv@—ﬂw,

que é equivalente a
la(a) = a(®)|” = (r(b) — 7(a))* <0,

ou seja, v é causal. O

A proxima proposicao caracteriza as curvas que podem ser linhas mundo de um observador.
O seu enunciado € intuitivo. De fato, sabemos que a linha mundo de um observador deve ser
uma curva causal, pois, do contrario, ndo haveria causa e efeito na histéria do mesmo. Portanto,
sabemos que ou a linha mundo é tipo luz ou é tipo tempo, pela Proposicao As curvas tipo luz
sao eliminadas porque um curva desse tipo corresponde a um movimento na velocidade da luz, o

que nao € possivel para observadores. Portanto, restam apenas as curvas tipo tempo!
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Proposicgao 2.5 (Caracterizagao de linhas mundo). Uma curva é linha mundo de um observador se,

e so se, ela € do tipo tempo.

A demonstracao desse resultado foge do escopo deste trabalho e, portanto, nao sera abor-

dada aqui, mas pode ser encontrada em Naber (2012).

Além disso, as Proposicoes [2.4] e nos permitem fazer o diagrama esquematico do con-
junto de curvas no espaco de Minkowski como na Figura 5. O interior do retangulo representa o
conjunto de todas as curvas, enquanto que os interiores das elipses representam o conjunto das
curvas causais e o conjunto das linhas mundo. As duas proposi¢des acima nos dizem que as curvas
contidas na regido interior ao retangulo e exterior as elipses sdo precisamente as curvas do tipo
espaco; as curvas contidas no interior da elipse maior e que estao fora da elipse menor sao as tipo

luz e, por fim, as curvas contidas no interior da elipse menor sdo exatamente as curvas tipo tempo.

Figura 5 — Diagrama dos tipos de curva no espaco de Minkowski

Fonte: Elaboragdo dos autores.

Ademais, observamos que se [ € uma reta do tipo tempo, e¢; e e; sao eventos sobre l e p é a

isometria causal associada ao observador cuja linha mundo é I, entao é possivel mostrar que
90_1(61) = (0707077—1)’ 30_1(62) = (OaOaOaTQ) (6)

para algum par 71, » € R (cf. LEE, 2020, p. 201-202). Os eventos e; € e; ocorrem nos instantes r; e
T9, respectivamente, de acordo com o observador. Portanto, o tempo transcorrido para o observador

entre esses dois eventos é |2 — 71|. Note que

—(ra —11)* = || (e2) — 9071(61)”? =|lez — e} <0
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pois ¢ € uma isometria causal associada a uma linha-mundo [/, que € uma curva tipo tempo. Logo,

7 = 11| = /= llea — ex]7. (7)

Essa identidade relaciona o tempo que um observador percebe passar entre dois eventos com a
distancia entre esses eventos e sera usada na demonstracao da préxima proposigao. Antes disso,

precisamos de uma ultima definicao, que nos dara os termos adequados para a proposigao.

Definigdo 2.9 (Comprimento de curvas). Se : [a,b] — R*! é uma curva tipo espago, entéo

o= [ |5

€ o comprimento relativistico de - ; se v é tipo tempo, seu comprimento relativistico é dado por

- [ 5

Quando v é uma curva tipo tempo, como foi o caso da reta | que consideramos acima, é

comum chamar o comprimento relativistico de tempo proprio, ou seja, o tempo que o observador

percebe passar.

Proposicdo 2.6 (Tempo proprio). Seja v : [t1,ts] — R>' uma linha mundo tal que ~(t1) = e; e

v(t2) = ea. O tempo proprio transcorrido entre e, e eq € tal que

lr(Y) < \/— ller — ez, (8)

e a igualdade ocorre se, e so se, v é um segmento de reta entre e; € es.

Demonstragdo. Seja v : [t1,t2] — R>! uma linha mundo com ~(¢;) = e; € y(t2) = es. Vamos
considerar o segmento de reta [ pelos eventos e; € es, de modo a podermos usufruir da relagdo (7).
Sabemos que ! é do tipo tempo e, pela Proposigédo [2.5] existe um observador cuja linha mundo é 1.

Seja ¢ a isometria causal correspondente a este observador. Ora, entdo por (6), temos
90_1(61) = (0303077—1)7 QO_I(GZ) = (070,0’7—2)-

Note, ainda, que
tr(7) = Lr(e™' (7)),

onde a distancia é medida entre t; e t,. Seja
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Entdo, usando a Proposigéo 2.3 e a equagéo (7)), temos

Cr(v) = Lr(¢™ (7))
2 de=L(v(t) ||?
B /t1 \/_ H dt 1 “
- [ V=@ ()2 = (Y ()2 = (Z/(1)2 + (7'(t))? dt

b
< / (1) dt

t1

to
/ 7' (t) dt‘
t1

= |m2 — 7|

=1/ —llexr — eall3,

mostrando a validade da desigualdade em (8).

Para a segunda parte da proposicao, observe que a igualdade sé vale se
' (t) =y (t) =2'(t) =0, Vt € [t1, ta].

Nesse caso, temos z(t), y(t) e z(t) constantes em todo o intervalo ¢, t2] e, portanto,

lr(y) = /= ller — eall = |7 (tr) — 7(t2)],

de modo que v € um segmento de reta. O

Essa proposicao nos diz que um observador em movimento observa seu reldgio andar mais
devagar do que o relégio de um observador em repouso. Essa € uma das primeiras consequéncias

dos postulados da teoria da relatividade especial, chamada dilatacao temporal.

Para ilustrar, considere dois observadores em referenciais S e S’ tais que o observador em
S esta em repouso e o observador em S’ se move com velocidade constante e igual a v, com v < ¢,
em relagao a S’. O observador em S’ carrega consigo um relégio, que esta escondido do observador
em S. No instante ¢}, o observador em S’ deixa o reldégio a mostra para o observador em S, que
anota o instante de tempo ¢; em que isso ocorre. Depois disso, 0 observador em S’ guarda o reldgio
num instante t,, e o observador em S anota o instante ¢ em que isso ocorre. O intervalo de tempo
que o relogio ficou a mostra € o mesmo para ambos os observadores? A resposta é nao! De fato,
vale a igualdade

th — ¢
ty —t] = —2—2 9)
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sendo v a velocidade de S’ e ¢ a velocidade da luz. Uma demonstragdo da identidade (9) pode ser
encontrada em (CIPOLATTI; GONDAR, 2016, p. 164-167). Essa identidade nos mostra que o obser-
vador em repouso percebe o tempo passar mais rapidamente do que o observador em movimento,

ele perceberia o seu relégio se adiantar em relagao ao rel6gio do observador em S’.

Além disso, podemos imaginar uma barra rigida que se encontra em repouso no referencial
S’. Digamos que, para S’, a barra tem comprimento ¢'. E possivel mostrar que o comprimento ¢ da
barra para um observador em S € dado por

02
2

0=0]1— (10)

sendo v a velocidade de S’ e ¢ a velocidade da luz. Dito de outro modo, o observador em S vé a barra
com um comprimento menor do que o medido em S’. Esse fendmeno é conhecido como contragao
de Lorentz-FitzGerald, e uma prova da identidade pode ser encontrada em Cipolatti e Gondar
(2016, p. 164-167).

Esses dois fenbmenos respondem o paradoxo dos gémeos, discutido na secao a seguir.

3 O paradoxo dos gémeos

Vamos tratar, brevemente, do chamado paradoxo dos gémeos. Esse “experimento ideali-
zado” foi proposto pelo fisico francés Paul Langevin (1872 - 1946), que o enunciou durante a Pri-
meira Conferéncia de Solvay, realizada no ano de 1911 em Bruxelas (CIPOLATTI; GONDAR, 2016,
p. 186).

O “experimento” consiste no seguinte: imagine dois gémeos, um na Terra (B) e outro numa
espacgonave (A). O irmao A faz uma viagem até uma estrela a 4 anos-luz de distancia da Terra e
volta, mantendo velocidade constante de v = 0, 8¢ ao longo de toda a viagem. Como cada gémeo

percebe a passagem de tempo?

Primeiro, note que para B a viagem dura um intervalo de tempo Atp dado por
At 4
Ji-%

sendo At4 o intervalo de tempo que a viagem dura para o referencial S’ (A), irmao gémeo na

Atg =

espagonave. Como a distancia de 4 anos-luz € medida em relagao a Terra, o intervalo de tempo Atp
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para o referencial S (B), irmao gémeo na Terra, € dado por

dg 2-4anos -c

Atg = — = 10 anos.
B v 0.8-¢c

Agora podemos usar a férmula de dilatagao temporal para calcular o intervalo de tempo At 4 para o

referencial S’, obtendo

2
Aty = Atpy/1— 2—2 = 10v/1 — 0.64 = 6 anos,

0 que totaliza uma diferenga de 4 anos!

4 Conclusao

Neste trabalho, apresentamos alguns dos principais resultados da Teoria da Relatividade Es-
pecial utilizando conceitos da Geometria do Espaco de Minkowski. Além disso, buscamos evidenciar
as consequéncias e implicacoes fisicas dessa teoria por meio dos enunciados matematicos que de-
correm dos dois postulados que a fundamentam. Mostramos que a causalidade é uma relagao de
ordem parcial, que a ideia de simultaneidade é relativa, que as curvas causais nao podem ser do tipo
espaco, que as linhas mundo de observadores s6 podem ser do tipo tempo e que um observador

em movimento percebe o tempo passar mais devagar do que um observador em repouso.

Abordamos, por fim, o paradoxo dos gémeos, um dos famosos paradoxos da teoria. Sua
explicacao foi usada para mostrar as implicacoes teoricas decorrentes das hipéteses fundamentais
da teoria e para exemplificar como o tempo passa para dois referenciais inerciais distintos em movi-

mento relativo.
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