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Resumo: Neste artigo, fazemos uma explanacao sobre equacdes do terceiro grau (ou alternativamente,
equacdes cuUbicas) e polindmios do terceiro grau, apresentando, assim, uma nova relacdo entre as suas
respectivas raizes, descrita por uma férmula fechada que, em termos de uma raiz simples, permite-nos ex-
pressar as demais raizes. Devemos ressaltar que a féormula supracitada possibilita-nos ainda a introdugao
de um novo discriminante, consequentemente obtemos critérios para identificar o nimero de raizes reais e
complexas nao reais de equacgdes e polindmios do terceiro grau, bem como suas multiplicidades.
Palavras-chave: Equagbes do terceiro grau; Polinbmios do terceiro grau; Raizes; Formula.

Abstract: In this article, we develop an explanation about the third degree equations (or alternatively, cu-
bic equations) and third degree polynomials, presenting a new relationship between their respectives roots,
described by a closed formula that, in terms of one simple root, allows us to express other roots. We must
emphasize that this formula enables the introduction of a new discriminant. Consequently, we obtain criteria to
identify the number of real and non-real complex roots of third degree equations and polynomials, as well as
their multiplicities.

Keywords: Third degree equations; Third degree polynomials; Roots; Formula.

Resumen: En este articulo explicamos ecuaciones de tercer grado (o alternativamente ecuaciones cubicas) y
polinomios de tercer grado, presentando asi una nueva relacion entre sus respectivas raices, descrita por una

formula cerrada que, en términos de una raiz simple, nos permite expresar la otras raices. Cabe senalar que
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la férmula antes mencionada también nos permite introducir un nuevo discriminante, obteniendo asi criterios
para identificar el nimero de raices complejas reales y no reales de ecuaciones de tercer grado y polinomios,
asi como sus multiplicidades.

Palabras clave: Ecuaciones de tercer grado; Polinomios de tercer grado; Raices; Férmula.
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1 Introducao

Durante o século XVI foram descobertas as solugdes da equacao polinomial do terceiro grau
(ou simplesmente equacao do terceiro grau), primeiro obtidas por Scipione Del Ferro (1465—1526)
e, mais tarde, de maneira independente, por Nicolld Fontana (1499-1557), mais conhecido pelo
pseuddnimo de Tartaglia. As mencionadas solugcdes foram publicadas em 1545 no livro Ars Magna
de Girolamo Cardano (1501-1576), elaborado com a contribuicao de Ludovico Ferrari (1522—1565),

que desenvolveu um método de resolucao para a equagao polinomial do quarto grau.

Na época as equagdes eram apenas numéricas e nao havia formulas propriamente ditas,
mas sim métodos e regras explicados com exemplos numéricos, contemplando diferentes formas da
equacao do terceiro grau. Esses métodos podem ser expressos por meio de uma Unica formula,
atualmente conhecida na literatura como a Férmula de Cardano-Tartaglia. Convém ressaltar que a
contribuicdo de Cardano foi mostrar que o estudo da equacéo do terceiro grau na sua forma geral

recai no estudo da forma reduzida, conforme veremos na sequéncia.

Nesse contexto, devemos lembrar que a equacgao do terceiro grau na sua forma geral é

expressa por
az® +bx? + cx +d =0 (forma geral), (1)

com a, b, c,d € R constantes e a ndo nulo. Fazendo a translagdo x = y — 3% e dividindo a equacéao

obtida por a, vamos ter
y? +py +q=0 (forma reduzida), 2)

em que os coeficientes sao dados por

b2 — 3ac o B 263 + 27a2d — 9abe

P=""3.2 1= 2743
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Diante do exposto, tem-se que a formula de Cardano-Tartaglia aplicada a forma reduzida (2)

€ dada por

yzq/—gwms—g_m

no entanto, aplicada a forma geral (1), nos fornece a expressao

x:—?l+i\’/—g+\/5+i\’/—g—\/5, (3)

em que a constante, definida por
- 2 3 g 2
p=(3) +(5)
€ chamada de discriminante (LIMA, 1987; SILVA FILHO; PEREIRA; CASTRO, 2022).

Lembrando que cada raiz cubica em (3) pode assumir até trés valores complexos distintos,

aplica-se a condicao adicional

N N p
~14Vp/-2-vD=-%
-4+ vDis VP-4

para obter exatamente as trés raizes de (1). Podemos assim, expressar as referidas raizes na forma

nas quais adotamos a notagao w = —% + éz (GONGALVES, 2013).

Observacao 1.1. Convém destacar que, por meio do discriminante, obtém-se a caracterizacao das
raizes da equacao do terceiro grau (LIMA, 1987). Nesse sentido, valem as seguintes afirmagées:
(a) Se D é negativo, entdo a equagado possui trés raizes reais distintas.

(b) Se D é nulo, entdo a equagdo possui uma raiz real ndo simples.

(c) Se D é positivo, entao a equagao possui uma raiz real e duas complexas nao reais.

Sabemos que a formula de Cardano-Tartaglia possui uma grande importancia histérica na
introdugao dos numeros complexos (BOYER, 2012), porém essa férmula nao é muito pratica, princi-
palmente em equacdes do terceiro grau com discriminante negativo, que correspondem as equacoes
do terceiro grau que possuem trés raizes reais distintas, conhecido como caso irredutivel. Nesse
caso, costuma-se recorrer a fungdes trigonométricas inversas e a férmula de De Moivre ou aplica-se
algum método numeérico iterativo para obter aproximagdes decimais de cada raiz.
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Nessa conjuntura, deve-se destacar a interessante abordagem histérica que apresenta os
detalhes sobre a resolugao da equagao do terceiro grau e sobre a formula de Cardano-Tartaglia,
constante no trabalho de Lima (1987). Ainda, encontra-se em Silva Filho e Pereira (2019) uma
formula que permite expressar duas raizes de um polinémio do terceiro grau em termos de uma raiz
real previamente conhecida. Mais recentemente, Silva Filho, Pereira e Castro (2022) introduziram
uma nova forma reduzida para polinbmios e equacoes do terceiro grau e apresentaram uma nova

formula que simplifica a expressao das raizes de equacgdes do terceiro grau.

No presente trabalho, vamos estabelecer uma relagao direta entre as raizes de polinémios do
terceiro grau, através de uma nova férmula que permite expressar, em termos de uma raiz simples
(ou seja, raiz de multiplicidade um), as demais raizes do polinémio. A referida férmula nos permite
ainda introduzir um novo discriminante, que possibilita a obtengcao de estimativas para raizes reais e
facilita a caracterizacao das raizes de polindmios e equagdes do terceiro grau, isto é, a identificagao

do numero de raizes reais e complexas nao reais e suas multiplicidades.

2 Preliminares e resultados chave

Nesta secdo, introduzimos algumas notacbes e apresentamos os resultados chave sobre
polinbmios do terceiro grau com coeficientes reais, que serao utilizados nas demonstragoes dos

resultados principais.

Primeiramente, consideramos um polinbmio do terceiro grau que possui coeficientes reais

(ou simplesmente, polinbmio do terceiro grau sobre os reais), dado por
P(z) = az® + ba® + cx + d,
em que a, b, c,d € R, com a ndo nulo. Para simplificar notagées, introduzimos as constantes
Q=0>—-3ac, A=c—-3bd e X =bc—9ad,

definidas a partir dos coeficientes de P(z).

Em analogia ao conceito de derivada de funcdes, estaremos usando os polinbmios
P(z)=3az® +2bx+c e P'(x)=6ax+2b

para definir as derivadas de P(x) e P'(x), respectivamente (LIMA; CARVALHO; WAGNER; MOR-
GADO, 2012, p. 188).
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Diante das notacgdes introduzidas, vejamos a primeira proposicao que estabelece algumas
identidades relacionadas a polinbmios do terceiro grau. Embora as referidas identidades sejam de

facil verificagdo, nao encontram-se na literatura.

Proposicdo 2.1.Seja P(x) = ax®+bx?+ cx +d um polinémio do terceiro grau com coeficientes reais,
entao valem as seguintes igualdades:

(a) P"(z)? = 12aP'(z) + 4Q;

(b) P'(z)? = 3P(z)P"(z) + Qz® + Sz + A;

(c) P'(x)P"(z) = 18aP(x) + 2(2Qx + X).

Demonstragdo. Faremos a prova de cada item, conforme descrito a seguir:

(a) Por um célculo direto, temos que
P"(z)* = 36ax? + 24abx + 4b%,
dai somamos e subtraimos 12ac no 22 membro, obtendo
P"(x)* = 12a(3ax® + 2bx + ¢) + 4(b* — 3ac),
que equivale a igualdade P"(z)? = 12a P’ () + 4.
(b) Novamente, fazemos um calculo direto e assim

P'(2)% - %P(m)P"(m) = (3az® + 2bz +¢)? — %(ax?’ + ba® + cx + d)(6ax + 2b)
= [9a%z* 4 12aba® + (4b% 4 6ac)z® + dbex + ]
—3[3a%2? + 4aba® + (b? + 3ac)z? + (3ad + be)x + bd]
= (b* = 3ac)z® + (bc — 9ad)x + (c* — 3bd),
implicando que P'(z)? = 3P(z)P"(z) + Qa? + Xz + A.
(c) Finalmente, vamos ter
P'(z)P"(z) —18aP(x) = (3az*+ 2bx + c)(6ax + 2b) — 18a(az® + ba® + cx + d)
= [18a%z® 4 18aba® + (4b* + 6ac)x + 2bc] — 18a(az® 4 ba® + cx + d)

= 4(b* = 3ac)z + 2(bc — 9ad),

concluindo que P'(z)P"(xz) = 18aP(z) + 2(2Qx + X). O
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Dando prosseguimento, enunciamos e demonstramos mais um importante resultado sobre
polinémios do terceiro grau a ser aplicado na prova dos resultados principais. Deve-se ressaltar que

o item (a) encontra-se em Silva Filho e Pereira (2019) e o item (b) € uma contribuicao deste trabalho.

Proposicao 2.2. Sejam P(x) = ax® + ba? + cx + d um polinémio do terceiro grau sobre os reais e
w € C uma raiz de P(x), entdo valem as igualdades:

(a) P(z) = (z — w)[az?® + (aw + b)x + (aw? + bw + ¢)];

(b) P'(w)?[aP'(w) — Q] = 3(Z% — 4QA).

Demonstracdo. Passamos a demonstracao de cada item separadamente:

(a) Procedendo com um célculo direto e lembrando que P(w) = 0, vamos ter

P(x) = P(x) — P(w) = a(z® — w®) + b(z* — w?) + c(z — w),
entao colocamos = — w em evidéncia, obtendo a expressao

P(z) = (z — w)[a(z® + wz + w?) + b(x + w) + d],
equivalente a P(z) = (z — w)[az® + (aw + b)x + (aw? + bw + ¢)].
(b) Usamos o segundo item da Proposi¢ao 2.1 para obter
P'(w)? = Qu? + Zw + A,

consequentemente,

P'(w)?[aP'(w) — Q] = (Quw? + Zw + A)[a(3aw? 4 2bw + ¢) — Q],

ou ainda,

P(w)*[aP' (w) — Q] = 3a?Qu* + a(26Q + 3aX)w? + [(ac — Q)Q + 2abX + 3a*AJw?

+ [(ac — Q)X + 2abAJw + (ac — Q)A.
Por outro lado, observa-se a relagao
cQ + 3aA = ¢(b? — 3ac) + 3a(c® — 3bd) = b(be — 9ad) = b,
que nos permite escrever a penultima igualdade na forma

P (w)*[aP (w) — Q] = 3a*Qu* + a(20Q + 3aX)w?® — (Q? — 3ab%)w?

+[(ac — )T + 2abA]w + (ac — Q)A.
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Sabendo que w é raiz de P(x), segue-se que
aw +bw? = —cw—d e 3a*Qu' = —3aQu(bw? + cw + d),
que substituidas na pendultima igualdade nos fornece
P'(w)*[aP'(w) — Q] = (3aX — bQ) (aw® + bw?) + [(ac — Q)X + 2abA — 3adQw + (ac — Q)A,
bem como,
P'(w)*[aP'(w) — Q] = (b — 3aX) (cw + d) + [(ac — Q)X + 2abA — 3adQ)w + (ac — Q)A.
Desenvolvendo a ultima identidade, temos que
P'(w)*[aP'(w) — Q] = 2a(3dQ + bA — cX)w + [(ac — Q)A + d(bQ — 3a)],
no entanto,
3dQ + bA = 3d(b* — 3ac) + b(c? — 3bd) = c(be — 9ad) = X, (4)
implicando em
P'(w)*[aP (w) — Q] = (ac — Q)A + d(bQ — 3aX).
Decorre da igualdade anterior que
3P'(w)*[aP'(w) — Q] = 3(ac — Q)A + 3bdQ — Yady,
entdo usamos (4) para deduzir o seguinte
3P (w)*[aP'(w) — Q] = 3(ac — QA + beE — b*A — 9ad¥ = —(b* — 3ac)A — 3QA + (be — 9ad)¥,
mas como Q = b? — 3ac e ¥ = bc — 9ad, chegamos a identidade
P/(w)[aP!(w) - 0] = (5% — 400),

conforme queriamos provar. O

Combinando as Proposicdes 2.1 e 2.2 podemos facilmente deduzir expressdes das raizes
de polindbmios do terceiro que admitem uma raiz dupla (ou seja, raiz que possui multiplicidade dois),
que nao encontram-se na literatura.
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Corolario 2.3. Seja P(z) = az?® + bx? + cx + d um polinémio do terceiro grau com coeficientes reais

que admite uma raiz dupla, entdo suas raizes sdo dadas por

1

1
—EE (raiz dupla) e x9=—(aX —08) (raizsimples),

Tr1 =
af?

em que ) = b?> — 3ac e ¥ = bc — 9ad.

Demonstragdo. Sabendo que P(x) admite uma raiz dupla x1, entdo segue da Proposi¢ao 2.2(a) que
P(z) = (z — 21)Q(w),
com Q(x) = az? + (ax1 + b)x + (az? + bxy + ¢) € Q(z1) = 0. Verifica-se ainda que
Q(x1) = 3az? 4 2bxy + ¢ = P'(x1),
portanto P’(z1) = 0.

Substituindo P(z1) = P’(x1) = 0 na igualdade da Proposig¢ao 2.1(c), obtemos

1
—X
2077

rl = —

entdo deduz-se das relagdes de Girard (LIMA; CARVALHO; WAGNER; MORGADO, 2012) que a raiz
simples de P(x) é dada por

b 1
— 9% = — (a2 — b0
) p Tl aa(a b )7

concluindo a demonstragao. O

Observacao 2.4. De forma um pouco mais trabalhosa, podemos deduzir o Corolario 2.3 a partir da

formula de Cardano-Tartaglia.

De fato, usando a hipotese de que P(z) possui uma raiz dupla, segue da Observacéo 1.1

. - 3 2 .
que o discriminante D = (§)” + (%)~ é nulo e assim

q 27¢

2" 8

portanto as raizes clbicas de —Z s&o dadas por

3 3 3
—q, —qw e —qw2, (5)
2p° 2p 2p
2_ 3 29 .
comp =t 3@?;(10, _ 2 +2;$ag 9abe gy — _% + @Z_
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Substituindo D = 0 e as raizes cubicas obtidas em (5) na formula de Cardano-Tartaglia (3),

tem-se as raizes de P(x) expressas na forma

b 3 . b 3 .
1 =——— o4 (raizdupla) e zo=-——+ 24 (raiz simples), (6)
3a 2p 3a  p

no entanto, podemos escrever

1 2660 — 3aX
e J—

P="3a2 1= "ota

com Q = b2 —3ace X = be — 9ad.

Finalmente, substitui-se (7) em (6) para chegar as expressoes

1 . 1 o
T =—55% (raizdupla) e @y =—o(aX—bQ) (raizsimples),

que correspondem as mesmas expressoes enunciadas no Corolario 2.3.

3 Resultados principais

Neste momento, apresentamos os resultados principais do trabalho que consiste em rela-
cionar diretamente as raizes de polinbmios do terceiro grau por meio de uma féormula fechada e
fornecer alguns novos critérios destinados a caracterizacao das raizes dessa classe de polinémios,
bem como aplicacdes dos resultados supracitados. Deve-se esclarecer que os resultados constan-

tes nesta secao sao autorais e nao constam na literatura, exceto o Corolario 3.5.

Nosso primeiro teorema estabelece uma nova relagao entre as raizes de polindbmios do
terceiro grau com coeficientes reais e nos permite partir de uma raiz simples para determinar as

demais raizes.

Teorema 3.1. Sejam P(z) = ax>+bx? +cx +d um polinémio do terceiro grau sobre os reais e 1 € C

uma raiz simples de P(x), entao as demais raizes sdo dadas por

(axy +b) £ P'(z1)"'WVA

T23 = —
’ 2a

onde A = —3[22 — 40A].
Demonstragdo. Sabendo que z; é raiz de P(x), aplicamos a Proposigao 2.2(a) para obter
P(z) = (z — z1)[az® + (ax1 + b)x + (axi + bz1 + ¢)),
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que pode ser reescrita na forma
P(z) = (z — 21)Q(),

onde Q(z) = az? + (az1 + b)x + (az? + bxy + ).

Na sequéncia, observe que o discriminante de Q(x) é dado por

Ag = (axy +b)? — 4a(ax? 4 bry + ¢) = —3a*2? — 2abx; + b* — 4dac,
ou simplesmente,
Ag =Q—aP'(z).

onde P’(x) denota a derivada de P(z).

Como z; é uma raiz simples, tem-se Q(xz1) nao nulo e, assim,

Q(z1) = azi+ (ax1 + b)x1 + (axi + bx1 + ¢)

= 3ax? + 2bx1 +c = P'(x1),
implicando que P’(x1) é nao nulo.
Como P’(x1) é nao nulo, basta aplicar a Proposigao 2.2(b) para obter

Ag=Q—aP(z1) = (X2 — 4QA),

 3P'(11)2
e, portanto, segue da formula de Bhaskara que as raizes de Q(x) sao dadas por

(azy +b) + P'(z1) VA
2a ‘

2,3 = —

Entéo, concluimos por (8) que essas sao as duas outras raizes de P(x).

O]

Observacao 3.2. No artigo de Silva Filho e Pereira (2019), encontra-se outra formula que relaciona

as raizes de um polinémio do terceiro grau, onde os autores partem da existéncia de uma raiz real e

expressam as demais raizes em termos dessa primeira raiz.

Agora vamos usar o Teorema 3.1 para deduzir um corolario que fornece novas estimativas

para as raizes reais de polindmios do terceiro grau, importantes na escolha de valores iniciais de

métodos numéricos iterativos.
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Corolario 3.3. Sgjam P(z) = az®+bx?+ cz +d um polinémio do terceiro grau com coeficientes reais
er € R uma raiz real de P(z), entdo temos as seguintes afirmagées:

(a) Se Q2 <0, entdo A < 0 e vale a desigualdade

120r + 3| < V-3A.
(b) Se A <0 e >0, entdo vale a desigualdade

120 + 3| > V-3A.
(c) Se A >0, entdo Q2 > 0 e vale a desigualdade

b 2
T+ Va.

< =
Ba‘ ~ 3lal

Demonstragao. Utilizando a Proposigao 2.1(b), deduzimos a igualdade
4027 +4Q%r + 4QA = 4QP'(r)?,
que pode ser reescrita na forma

(20r + £)% — (22 — 4QA) = 4QP'(r)2.

Levando em conta a notacao dada por
1 2
observa-se que a igualdade anterior torna-se
(2Qr + %)% + 3A = 40P/ (r)?, (9)
dai passamos a demonstrar cada item separadamente.
(a) Considere os casos, descritos a seguir:
1° Caso: 2 = 0.
Por um calculo direto, verifica-se que
1 2 1 2
A=——(2%—40A) = —=-X* <0,
3 3
bem como

12rQ 4+ 3| = || = VE2 = /X2 — 40A = V-3A,
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confirmando o resultado para o primeiro caso.
2° Caso: 2 < 0.
Decorre da igualdade (9) que
0 < (20 + %) = —3A +4QP'(r)? < —3A,
implicando que A < 0 e, ainda,
12Qr + %] < V=34,
concluindo o primeiro item.
(b) Sabendo que 2 é nao negativo e A é negativo, deduzimos da igualdade (9) que
20r + %)% > —3A >0,
que nos fornece
2Qr + | > V=34,
concluindo a prova do segundo item.
(c) Supondo por absurdo que Q2 < 0, combinamos a hipétese A > 0 com a igualdade (9) para obter
P'(r) = 3ar* + 2br + ¢ =0,
consequentemente,
0< <7“—|—32>2:9229<0,
que € uma contradigao.

Agora vamos supor por absurdo que

r+ 3ba‘ > ?)Za\\/ﬁ’
que nos fornece a desigualdade
3a*r? + 2abr — (b* — 4ac) > 0. (10)
Por outro lado, temos pela Proposicao 2.2(a) que
P(x) = (x — r)[az® + (ar + b)z + (ar® + br + ¢)],
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ou simplesmente,

onde Q(z) = ax? + (ar + b)x + (ar® + br + c).
Observe ainda que o discriminante de Q(x) € dado por
Ag = —3a*r? — 2abr + (b? — 4ac),
implicando por (10) que
Ag = —3a*r* — 2abr + (b? — dac) < 0,
logo, Q(x) e P(x) possuem duas raizes complexas nao reais.

Desde que P(x) possua duas raizes complexas nao reais, segue que r € uma raiz simples

(conforme a Observagao 1.1), portanto, o Teorema 3.1 garante que

(ar +b) + P'(z1)" VA
2a

w12 = —

sao raizes complexas nao reais de P(x), contrariando a hipétese A > 0. O

Nosso proximo resultado traz uma forma alternativa de caracterizar as raizes de polindmios
do terceiro grau com coeficientes reais, possibilitando conclusdes mais detalhadas que as obtidas a

partir do discriminante constante na formula de Cardano-Tartaglia (conforme a Observagao 1.1).

Teorema 3.4. Seja P(x) = ax® + bx? + cx + d um polinémio do terceiro grau com coeficientes reais,
entdo valem as seguintes afirmagoes:

(a) Se X2 < 40A, entdo P(x) possui trés raizes reais distintas.

(b) Se %2 > 4QA, entdo P(x) possui uma raiz real e duas raizes complexas nao reais.

(c) Se ¥2 = 4QA com Q = 0, entdo P(x) possui uma raiz real com multiplicidade trés.
(

d) Se X2 = 4QA com Q # 0, entdo P(x) possui duas raizes reais de multiplicidades um e dois.

Demonstragdo. Sabendo que todo polindmio do terceiro grau com coeficientes reais admite raiz real
(conforme a Observagao 1.1), entdo seja x; € R uma raiz de P(x). Conforme consta na Proposi¢ao

2.2(a), podemos escrever

P(z) = (z — 1)Q(x), (12)
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com Q(z) = ax? + (axy + b)x + (ax? + bz + c). Por outro lado, observa-se que
Q(x1) = 3az? + 2bxy + ¢ = P'(x1), (13)
onde P'(z) = 3ax? + 2bx + c.
Neste momento, passamos a demonstracao de cada um dos itens:

(a) Decorre da Proposigao 2.2(b) e da hipdtese X2 < 4QA que P’(z1) é ndo nulo, implicando por (13)
que Q(z1) € nao nulo e que z; é uma raiz real simples. Diante do exposto, aplica-se o Teorema 3.1
para concluir que

(az1 +0b) + P'(21)"'VA
2a ’

T23 = —
sdo as demais raizes de P(z) e, como
1 2
A= —5[2 —4QA] > 0,
conclui-se que as trés raizes de P(x) sao reais e distintas.

(b) De modo analogo, usamos a Proposicao 2.2(b) e a hipétese ©2 > 4QA para deduzir que P'(z1) é
nao nulo. Entao, segue da igualdade (13) que Q(x1) € ndo nulo e, assim, x; € uma raiz real simples.
Nessas condicdes, aplicamos o Teorema 3.1 para concluir que

(axy +b) £ P'(21)" WA
2a ’

T23 = —
sdo as demais raizes de P(x) e como
1 2
conclui-se que P(z) possui uma raiz real e duas complexas nao reais.
(c) Combinando as hipdteses ¥ = 4QA e 2 = 0 com a Proposicao 2.2(b), obtemos
Pl(.’El) = 0,
entdo segue da Proposicao 2.1(a) que P”(x1) = 0 e, consequentemente,
xr1 = —g,
visto que P”(z) = 6ax + 20.
Desde que X2 = 4QA e 2 = 0, entdo X = 0 e assim
¥ =3ac e be=9ad,
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dai obtemos

b b3 b\°
P(x) Zax3+bx2+£m+m :a<x+3a> )
portanto x; possui multiplicidade trés.
(d) Suponha por absurdo que x; € R possui multiplicidade trés, entdo podemos escrever
P(z) =a(x —x1)°,

ou ainda,

P(x) = az® — 3ax12” + 3axiz — ax?,
implicando que €2 = 0 e contradizendo uma das hipdteses.

Por outro lado, decorre da Proposicao 2.2(b) que
P'(z1)?[aP'(z1) — Q] =0,

por conseguinte,

1
P,(Cﬂl) =0 ou Pl(l'l) = EQ

No primeiro caso, obtém-se das igualdades (12) e (13) que

Pz)=(z—-71)Q(z) e Qx1)=0,

que nos permite escrever

2 b
P(z) = a(z — x1)? <:L‘ + W) ,
a
entdao x; é uma raiz de multiplicidade dois e x5 = —2“le+” € uma raiz simples.

No segundo caso, obtém-se das igualdades (12) e (13) que

Pr)=(z-21)Q(z) e Qz1)#0,

logo x1 € uma raiz simples e pelo Teorema 3.1, deduzimos que as demais raizes sao dadas por

axry+b
€rTo =g = ———
2 3 2, ’
concluindo que x; € uma raiz simples e x5 = ——“@f" € uma raiz de multiplicidade dois. O
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Como aplicacao do Teorema 3.4, apresentamos uma prova alternativa de um resultado que
pode ser encontrado em Silva Filho, Pereira e Castro (2022) e que corresponde a uma versao apri-

morada do Teorema 3.2 de Pereira (2017).

Corolario 3.5. Sgja P(z) = ax® + bx® + cx + d um polinémio do terceiro grau sobre o0s reais que

satisfaz a condi¢do b*> # 3ac. Admitindo que s € R é a constante dada por

valem as sequintes afirmacgées:
(a) Se aP'(s) < 0, entdo P(x) possui trés raizes reais distintas.
(b) Se aP'(s) > 0, entdo P(x) possui uma raiz real e duas complexas nao reais.

(c) Se P'(s) =0, entao P(x) possui duas raizes reais, uma simples e outra de multiplicidade dois.

Demonstragdo. Sabendo que P'(x) = 3ax? + 2bx + ¢, temos que

3a b 3aX? — 4bQY + 4c?
/ = — 2 _ =
P(s)—4922 QE+C 102 ,
ou ainda,
2 _ _
Pl(s) = 3a%? — 40(b% — Q).

40?2
Desde que Q = b% — 3ac, A = ¢ — 3ad e ¥ = bc — 9ad, obtemos
3aX? — 4Q[b(bc — 9ad) — c(b? — 3ac)]

P/(S) = 402
3aX% — 12aQ(c?* — 3bd)  3a
— o = 492(2 —4QA7),
consequentemente,
/(s) = 3L (52 _
aP'(s) = TP (X2 — 40A). (14)

Nesse momento, procedemos com a prova de cada item separadamente:

(a) Supondo que aP’(s) < 0, temos pela igualdade (14) que X2 < 4QA, portanto o item (a) do

Teorema 3.4 garante que P(z) possui trés raizes reais distintas.

(b) Supondo que aP’(s) > 0, temos pela igualdade (14) que ©2 > 4QA, dai usamos o item (b) do

Teorema 3.4 para deduzir que P(x) possui uma raiz real e duas complexas nao reais.

(c) Supondo que P’(s) = 0, temos pela igualdade (14) que X2 = 4QA, entdo decorre do item (d) do

Teorema 3.4 que P(x) possui duas raizes reais, uma simples e outra com multiplicidade dois. O
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Encerrando a segao, enunciamos e demonstramos nosso ultimo resultado que também é

uma consequéncia do Teorema 3.4, tendo sido inspirado no Corolario 3.5.

Corolario 3.6. Segja P(z) = ax® + bx? + cx + d um polinémio do terceiro grau sobre os reais que

satisfaz a condi¢do b # 3ac. Admitindo que s € R é a constante, dada por

1

——¥
207

S =

valem as seguintes afirmacgées:

(a) Se P"(s) =0, entdo P(x) possui trés raizes distintas.

(b) Se P(s)P"(s) < 0, entdo P(x) possui trés raizes reais distintas.

(c) Se P(s)P"(s) > 0, entdo P(x) possui uma raiz real e duas complexas nao reais.

(d) Se P(s) = 0 e P"(s) # 0, entdo P(xz) possui duas raizes reais, uma simples e outra com

multiplicidade dois.
Demonstragdo. Decorre diretamente da Proposi¢ao 2.1(c) que
18aP(s) = P'(s)P"(s),
entdao, combinando com a igualdade (14) do Corolario 3.5, obtemos
240%P(s) = (X% — 4QA)P"(s), (15)
que sera usada na demonstracao de cada item.
Diante do exposto, passamos a demonstracao de cada item enunciado:

(a) Suponha por absurdo que X2 = 4QA, entdo deduzimos de (14) e (15) que P(s) = P'(s) = 0,
implicando pela Proposicao 2.1(a) que Q2 é nulo e contrariando uma das hipdteses. Sendo assim,
conclui-se que X2 < 4QA ou X? > 4QA, portanto segue dos itens (a) e (b) do Teorema 3.4 que P(x)

possui trés raizes distintas.
(b) Usando a igualdade (15) junto com a hipdtese P(s)P"(s) < 0, temos que
(22 — 4QA)P"(s)* = 24Q%P(s)P"(s) < 0,
logo ¥2 < 4QA, implicando pelo item (a) do Teorema 3.4 que P(x) possui trés raizes reais distintas.
(c) Da igualdade (15) e da hipotese P(s)P"(s) > 0, obtemos
0 < 2402P(s)P"(s) = (X% — 4QA) P (s)?,
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portanto ¥2 > 4QA, entéo segue pelo item (b) do Teorema 3.4 que P(x) possui uma raiz real e duas

complexas nao reais.

(d) Combinando as hipdteses P(s) = 0 e P"(s) # 0 com a identidade (15), vamos ter ¥2 = 4QA e
dai aplicamos o item (d) do Teorema 3.4 para concluir que o polinémio P(x) tem duas raizes reais,

uma simples e outra de multiplicidade dois. O

Na proxima segao do trabalho, encontram-se alguns exemplos nos quais serao aplicados os
Teoremas 3.1 e 3.4 no calculo de raizes (ou aproximagdes decimais de raizes) de polinbmios do

terceiro grau.

4 Aplicacoes dos resultados principais

Nesta ultima secao, estaremos aplicando os resultados principais na resolugao de exemplos,
enfatizando a férmula enunciada no Teorema 3.1 e no Teorema 3.4 (Segao 3). O primeiro exemplo
mostra que se uma das raizes simples de um polinémio do terceiro grau for previamente conhecida,

podemos aplicar diretamente o Teorema 3.1 para determinar as demais raizes.

Exemplo 4.1. Calcular as raizes do polinémio do terceiro grau P(z) = 23 — 72? + 19z — 21.

Solucao: Usando o Teorema das raizes racionais (GONCALVES, 2013), temos que as possiveis

raizes racionais de P(z) pertencem ao conjunto
{z cQ;p2le qy1} = {1,437, 421},
entdo um calculo direto nos mostra que
P(+£1),P(-3),P(£7),P(£21) #£0 e P(3)=0,
portanto x; = 3 é uma raiz de P(x).
Usando os coeficientes de P(x), dados por
a=1, b=-7, ¢=19 e d=—21,
obtemos 2 = -8, A=-80 e 3 =56,logo

A= —%(22 —40A) = —3[3136 —4-(=8)-(—80)] = —192,
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implicando pelo Teorema 3.4 que x; = 3 € uma raiz simples.

Nessas condig¢des, segue-se do Teorema 3.1 que

(Ba+b) £ P'(3)""WA = —4+3V—192
2a T 2 ’

T23 = —
donde concluimos que z2 = 2 — v/3i e x3 = 2 + +/3i sdo as demais raizes de P(z).

Caso nao conhegamos nenhuma raiz do polinbmio, podemos utilizar um método numérico
para obter aproximagdes decimais de uma raiz real simples. Em seguida, aplica-se o Teorema 3.1

para deduzir aproximacdes decimais das demais raizes.

Exemplo 4.2. Calcular aproximagdes decimais das raizes do polinémio P(z) = Tz — 4z + 1.

Solucao: Usando o método de Newton-Raphson (RUGGIERO; LOPES, 1997), devemos construir

uma sequéncia que convirja para uma raiz real de P(x). Esta sequéncia é definida por

ou equivalentemente,

k, sen=20

Ynt1 = 1493 — 1 ; (16)
! yni, sen>1
21y2 — 4

onde k£ € R é uma constante (a saber) suficientemente préxima de uma raiz real.
Observacao 4.3. Para esse exemplo, verifica-se que o Teorema das raizes racionais ndo permite

obter nenhuma das raizes.

Por outro lado, observe que 2 = 84, A = 16 e ¥ = —63, portanto
1 2
A= —2[(-63)* — 4-84-16] = 469,

implicando pelo Teorema 3.4 que P(z) possui apenas raizes simples (irés raizes reais distintas).

Usando o Corolario 3.3(c), obtemos ainda

4
1] < 57 V21 =0,872871561...,

onde z; denota uma raiz real arbitraria de P(z).
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Diante da ultima desigualdade, escolhemos k = 0 em (16) para chegar as aproximagoes

y; = 0; yo =0,25...; y3 = 0,290697674 . . .;

ys = 0,294817142...;  ys =0,294865003... € yg=0,294865010...,

ou seja, uma das raizes reais de P(x) é aproximadamente z; = 0, 29486501.

Sabendo que P(z) admite apenas raizes simples, podemos substituir z; ~ 0,29486501 na

formula do Teorema 3.1, concluindo que
r9 ~ 0,56405856 e x3=~ —0,85892357

sdo as aproximacgoes decimais das outras duas raizes de P(x).

O ultimo exemplo ilustra um caso bem interessante, no qual o polindmio P(z) possui raizes

complexas nao reais e ndo conhecemos sua raiz real.

Exemplo 4.4. Determinar as raizes do polinémio do terceiro grau P(x) = x3 — 32% + 4z — 1.

Solucao: Novamente, usamos o método de Newton-Raphson para construir a sequéncia

k, sen=20
Yn+1 = 3 _ 2 ; (17)
" M, sen>1

3ya — 6y, + 4

onde k € R é uma constante (a saber) suficientemente préxima de uma raiz real. Por outro lado,

observe que 2 = -3, A =7¢e X = -3, logo
A=—2l(-3)" —4-(-3) -7 = =31,
entao segue do Teorema 3.4 que P(x) possui apenas raizes simples.

Decorre ainda do Corolario 3.3(a) que

| — 621 — 3| < V93,
ou ainda,
—2,107275126... < z1 < 1,107275126... (18)

onde x; denota uma raiz real de P(z).
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Devido a desigualdade (18), escolhemos k£ = 0 em (17) para obter as aproximacdes

y1 = 0; y2 = 0, 25; y3 = 0,313953488.. . .;

ys = 0,317660417...; y5 =0,317672196... e yg=0,317672196...,

entdo uma das raizes reais de P(x) é aproximadamente z; =~ 0, 31767220.

Como P(x) admite apenas raizes simples, podemos substituir 21 = 0,31767220 na formula

obtida no Teorema 3.1, concluindo que
r9 ~= 1,34116390 — 1,16154140¢ e a3~ 1,34116390 + 1,16154140¢

sdo as aproximagoes decimais das demais raizes de P(z).

5 Consideracoes finais

No presente trabalho, deduzimos uma nova formula que estabelece uma relagao direta entre
as raizes reais e/ou complexas nao reais de polinémios e equacoes do terceiro grau, possibilitando
o calculo de duas raizes a partir de uma raiz simples (ou seja, raiz que possui multiplicidade um),
previamente conhecida (Teorema 3.1). Como uma aplicagao inicial da formula supracitada, apresen-
tamos desigualdades que nos fornecem estimativas para as raizes reais de polinbmios e equacoes
do terceiro grau (Corolario 3.3), facilitando a escolha do valor inicial em métodos numéricos utilizados
no calculo de aproximagdes decimais de raizes desse tipo de polinémio e de equagao polinomial. A
formula apresentada no Teorema 3.1 possibilitou ainda introduzir um novo discriminante e estabe-
lecer novos critérios para caracterizar raizes de polindmios e equagoes do terceiro grau (Teorema
3.4).
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