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Resumo: Nestas notas consideramos um subconjunto dos números naturais chamado de números ondulan-

tes. Neste subconjunto numérico, nosso interesse está centrado em propriedades relacionadas a mudança

de base, critérios de divisibilidade e primalidade. Utilizamos o software matemático Octave para escrever um

código com o objetivo de listar os números primos suavemente ondulantes menores que 1013.
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Abstract: In these notes we will consider a subset of the natural numbers called undulating numbers. In this

numerical subset our interest is centered on properties related to base change, divisibility and primality of un-

dulating numbers. We use the mathematical software Octave to write a code in order to list the prime smoothly

undulating numbers smaller than 1013.
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Resumen: En estas notas consideramos un subconjunto de los números naturales llamados números on-

dulantes. En este subconjunto numérico, nuestro interés se centra en las propiedades relacionadas con el

cambio de base, los criterios de divisibilidad y la primalidad. Usamos el software matemático Octave para

escribir un código que enumere los números primos ondulando suavemente menores que 1013.
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Data de submissão: 25 de abril de 2022.

Data de aprovação: 13 de setembro de 2022.
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1 Introdução

Neste trabalho apresentamos nosso estudo sobre propriedades relativas a critérios de divisi-

bilidade e mudança de base na classe de números chamados de ondulantes. Observa-se que em

todo o texto, a referência a número é direcionada aos elementos do conjunto dos números inteiros

positivos (números naturais). Por exemplo, se os algarismos (ou dı́gitos) de um número oscilam para

maior ou menor do que os dı́gitos adjacentes a eles, tais como, 2021 e 253612, então o número é

chamado de inteiro ondulante. Já o termo suavemente ondulante, refere-se aos números cujos alga-

rismos adjacentes se alternam apenas entre dois algarismos, como em 7676767 ou 858585. Uma

definição formal é apresentada a seguir:

Definição 1.1. Seja D = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} o conjunto de dı́gitos ou algarismos no sistema

posicional decimal.

(a) Dizemos que um número natural N , com n > 2 algarismos é ondulante quando,

N = a1a2 · · · an−1an, com a1 ̸= 0 e ai ∈ D, para i = 1, 2, ...n, (1)

e alternadamente a1 < a2, a2 > a3, ... ou a1 > a2, a2 < a3, ..., ou seja, após o primeiro dı́gito os

próximos dı́gitos alternadamente aumentam e diminuem ou diminuem e aumentam. No entanto, os

valores da diferença absoluta entre dois dı́gitos adjacentes podem diferir.

(b) Dizemos que um número natural N , formado por n > 2 algarismos é suavemente ondu-

lante (ou alternado) quando,

N = aba · · · ab︸ ︷︷ ︸
n par

ou N = aba · · · ba︸ ︷︷ ︸
n impar

, com a, b ∈ D, a ̸= b e a ̸= 0 . (2)

Observe que, os números inteiros 317, 2021, 523265 e 90634360 são ondulantes, enquanto

que os números 3535353 e 9494 são suavemente ondulantes. É fácil notar que, nos números

suavemente ondulantes o valor absoluto da diferença entre dois dı́gitos adjacentes é constante.

No trabalho de Costa e Costa [2, 2021], é apresentado um estudo sobre a primalidade

dos números suavemente ondulantes formados apenas pelos algarismos 1(um) e 0(zero), no qual

mostra-se que dentre esses números, apenas o número 101 é primo. Nosso interesse pela primali-

dade desses números é motivada pela leitura de Ribenboin [9] .

Aqui, mostraremos nosso estudo e os resultados obtidos acerca dos números suavemente

ondulantes. Neste contexto, consideramos critérios de divisibilidade já bem conhecidos na litera-
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tura. Os objetivos principais se concentram em estabelecer relações entre os valores a, b e n, de

acordo com a Definição 1.1(b). Apresentamos também, propriedades relativas à mudança de base

e critérios de divisibilidade, destacando as dificuldades em encontrar números primos na classe de

números suavemente ondulantes.

A partir de agora, será considerada apenas a classe de números suavemente ondulantes.

Por simplicidade, (e conveniência) indicaremos por AB o conjunto dos números suavemente ondu-

lantes da Definição 1.1(b) e diremos apenas que N é um número (com n > 2 algarismos) suave-

mente ondulante do tipo AB, se N ∈ AB.

Exemplo 1.2. Os números 10101, 232323 e 5353535, são pertencentes ao conjunto AB. E também,

os números primos 101, 151, 191, 313, 373, 727, 787, 919, 1212121 e 929292929, entre outros,

são do tipo AB.

Usaremos a notação N = ab[n], em que n indica a quantidade de dı́gitos do número N ∈ AB,

para n > 2. Por exemplo, 10[5] = 10101 e 23[8] = 23232323. Assim, os números suavemente

ondulantes podem ser escritos na forma:

ab[n] =


a
∑n−1

2
i=0 102i + b

∑n−1
2

i=1 102i−1, se n é ı́mpar,

a
∑n

2
i=1 10

2i−1 + b
∑n

2
−1

i=0 102i, se n é par .

(3)

2 Primalidade dos números suavemente ondulantes

Nesta seção, nosso intuito é estudar a primalidade dos números no conjunto AB, motivados

e inspirados em estudos e tópicos já apresentados (ou consagrados) na literatura, relacionados aos

números primos e primos repunidades [1, 4, 9].

A primeira caracterização acerca dos números suavemente ondulantes, ocorre quando b = 0

em ab[n], obtendo o resultado a seguir:

Proposição 2.1. Nenhum número suavemente ondulante ab[n] é primo, se a > 1 e b = 0.

Demonstração. Basta notar que,

a0[n] = a · (10[n]) .

Logo, a0[n] é um número composto, divisı́vel por a e também por 10[n]. Portanto, a0[n] não é primo.
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Proposição 2.2. [7, 8] Para quaisquer algarismos a e b, se n > 3 é par, então ab[n] nunca é primo.

Demonstração. Considerando n > 3 par, tem-se n = 2k, para algum k inteiro positivo. Agora, basta

ver que, ab[n] = ab[2k] é da forma,

ab[2k] = ab︸︷︷︸ ab︸︷︷︸ · · · ab︸︷︷︸︸ ︷︷ ︸
k vezes

= ab · 102k−2 + ab · 102k−4 + · · ·+ ab · 102 + ab

= ab · (102(k−1) + 102(k−2) + · · ·+ 102 + 1)

= ab · (10[2k − 1]) .

Portanto, ab[n] não será um número primo, se n > 3 é par.

Um caso especı́fico, que usaremos mais adiante:

Corolário 2.3. Se n = 6, então ab[6] = 3 · 7 · 13 · 37 · ab, para quaisquer a, b ∈ D.

Demonstração. Segue da Proposição 2.2 que, ab[6] = ab · (10[5]), como 10101 = 3 · 7 · 13 · 37, segue

que,

ab[6] = 3 · 7 · 13 · 37 · ab .

Além disso, sabe-se que:

Proposição 2.4. [2] Para todo n > 3, nenhum 10[n] é primo.

A demonstração deste fato, pode ser obtida em [2]. Destacar que, o número 10[3] = 101 é

primo. Agora vale a pena relembrarmos um resultado auxiliar, o critério de divisibilidade por 3, que

pode ser consultado em [5].

Lema 2.5. [5] Um número inteiro é divisı́vel por 3 se, e somente se, a soma dos seus algarismos é

um múltiplo de 3.

De agora em diante, consideramos ab[n] os números do tipo AB, com n ı́mpar. Apresentamos

outros resultados que obtivemos acerca dos números suavemente ondulantes.

Proposição 2.6. Se a ∈ {2, 4, 5, 6, 8} e n é ı́mpar, então ab[n] não é primo.
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Demonstração. Basta observar que, se a ∈ {2, 4, 5, 6, 8} e n é ı́mpar, então o número suavemente

ondulante ab[n] é par ou múltiplo de 5. Portanto, não é um número primo.

Proposição 2.7. Se a é igual a 3 ou 9 e n é ı́mpar, com n ≡ 1 mod 3, então ab[n] não é primo.

Demonstração. Sendo n ı́mpar, observa-se que a quantidade de vezes que o algarismo b aparece é
n−1
2 . Como n− 1 é par e n− 1 ≡ 0 mod 3, segue que n− 1 = 6t para algum inteiro positivo t, assim

n− 1

2
=

6t

2
= 3t ,

ou seja, n−1
2 ≡ 0 mod 3. Temos ainda que, a ≡ 0 mod 3, logo a soma dos algarismos de ab[n] é

múltiplo de 3. Portanto, pelo Lema 2.5, conclui-se que ab[n] não é primo.

Proposição 2.8. Se b ∈ {3, 6, 9} e n é ı́mpar, com n ≡ 2 mod 3, então ab[n] não é primo.

Demonstração. Sendo n ı́mpar, a quantidade de vezes que o algarismo a aparece é n+1
2 . Como

n+ 1 é par e n+ 1 ≡ 0 mod 3, segue que n+ 1 = 6t, para algum t inteiro positivo, assim

n+ 1

2
=

6t

2
= 3t ,

ou seja, n+1
2 ≡ 0 mod 3. Temos ainda que, b ≡ 0 mod 3, logo ab[n] é múltiplo de 3. Portanto, ab[n]

não é primo (Lema 2.5).

Proposição 2.9. Se n = 3k é um inteiro ı́mpar e a+ b+ a ≡ 0 mod 3, então ab[n] não é primo.

Demonstração. O caso em que k = 1, como a+ b+ a ≡ 0 mod 3, segue que ab[3] é múltiplo de 3.

Sendo n = 3k > 3 ı́mpar, teremos

ab[n] = ababab · 10n−6 + ababab · 10n−12 + · · ·+ ababab · 103 + aba .

Segue do Corolário 2.3 que, 3 divide o número ababab. Logo, ab[n] é uma soma de parcelas de

números múltiplo de 3. Portanto, não é primo (Lema 2.5).

De acordo com as Proposições 2.2 e 2.6, para que seja possı́vel encontrar um número primo

no conjunto AB, devemos procurar dentre os números ab[n], com n > 2 (ı́mpar) e a = 1, 3, 7 ou

9. Utilizando o software Octave, escrevemos um pequeno código para encontrar todos os números

primos da forma ab[n] < 1013. Os números primos encontrados estão relacionados na Tabela 1.
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Tabela 1 – Números primos ab[n] < 1013

a ab[n]

1 10[3], 13[3], 15[3], 18[3], 19[3], 18[5], 12[7], 16[7], 12[11], 14[11]

3 31[3], 35[3], 37[3], 38[3], 32[5], 35[5], 32[9], 38[9], 32[11]

7 72[3], 75[3], 78[3], 79[3], 72[5], 74[5], 78[5], 72[9]

9 91[3], 92[3], 94[5], 95[5], 91[9], 92[9], 97[9], 98[9], 91[11]

Fonte: Dados da pesquisa (2022).

Observa-se que, para certas combinações dos algarismos a e b, poucos números primos do

tipo AB são encontrados, ou até mesmo podem não existir. Por exemplo, na Proposição 2.4, vimos

que, exceto 101, nenhum número da forma 10[n] é primo. E ainda,

Exemplo 2.10. Para qualquer n ≥ 2, o número 76[n] é sempre um número composto. De fato, da

Proposição 2.2, temos que, se n > 3 é par, então qualquer número suavemente ondulante ab[n] é

composto. Assim, consideremos n ≥ 3 ı́mpar e a divisão euclidiana do número natural n por 3, ou

seja, existem k e r naturais, tais que n = 3k + r. Dividindo em 3 casos, teremos que:

• Se n = 3k, então 13 é um divisor;

• Se n = 3k + 1, então 7 é um divisor;

• Se n = 3k + 2, então 3 é um divisor .

No primeiro caso, isto é, n = 3k, veja que o número 767 = 59 · 13 e, pelo Corolário 2.3, temos

que 13 divide 767676. Assim, para qualquer inteiro ı́mpar n > 3,

76[n] = 767676 · 10n−6 + 767676 · 10n−12 + · · ·+ 767676 · 103 + 767 ,

ou seja, o número 76[n] é uma soma de parcelas de múltiplo de 13.

Para o caso em que n = 3k + 1, novamente pelo Corolário 2.3, tem-se que 7 divide 767676.

Logo, para qualquer inteiro ı́mpar n > 3,

76[n] = 767676 · 10n−6 + 767676 · 10n−12 + · · ·+ 767676 · 10 + 7 ,

ou seja, o número 76[n] é uma soma de parcelas de múltiplo de 7.

Se tivermos n = 3k + 2, como n é ı́mpar, segue que n = 6t+ 2, donde obtemos que, 76[n] é

múltiplo de 3 (Proposição 2.8).
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Exemplo 2.11. Listamos outras combinações de algarismos a e b que não serão números suave-

mente ondulantes primos, para qualquer n ≥ 3 ı́mpar, com n = 3k + r, k e r naturais:

• Se n = 3k, então 17[n] é um múltiplo de 3;

• Se n = 3k + 2, então 17[n] é um múltiplo de 7;

• Se n = 3k, então 34[n] é um múltiplo de 3;

• Se n = 3k + 1, então 34[n] é um múltiplo de 3;

• Se n = 3k, então 71[n] é um múltiplo de 3;

• Se n = 3k + 1, então 71[n] é um múltiplo de 7;

• Se n = 3k + 1, então 73[n] é um múltiplo de 3;

• Se n = 3k + 2, então 73[n] é um múltiplo de 7;

• Se n = 3k + 1, então 79[n] é um múltiplo de 7;

• Se n = 3k + 2, então 79[n] é um múltiplo de 3.

3 Números suavemente ondulantes duplos

Números suavemente ondulantes, podem ser escritos em qualquer base d > 1. É utilizada

a notação ab[k]d, em que k > 1 indica a quantidade de dı́gitos do número escrito numa base d > 1

fixada. Por exemplo, 12[6]3 = (121212)3 e 25[9]7 = (252525252)7, representam números suavemente

ondulantes nas bases 3 e 7, respectivamente. Bem como 10[5]2 = (10101)2 é um número suave-

mente ondulante na base 2, ou seja, um número binário suavemente ondulante . Alguns números

suavemente ondulantes trivialmente pequenos (dois dı́gitos), por exemplo o 21 tem representação

binária 10101 suavemente ondulante. Pickover [6] chamou um número inteiro de suavemente on-

dulante duplo se ele for suavemente ondulante na base 10 e na base 2 e questionou se tal número

existe para k > 2 dı́gitos, esta questão tem resposta negativa, veja Robinson [10]. Shirriff[11] gene-

raliza números suavemente ondulantes duplo para números inteiros que são suavemente ondulantes

em quaisquer duas bases, por exemplo, 2529 = 13113. E por meio de recurso computacional exibe

alguns deles.
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De forma geral, para a, b ∈ {0, 1, . . . , d−1} , a ̸= b e a ̸= 0, um número suavemente ondulante,

com n ≥ 2 algarismos na base d, será representado por

ab[n]d =


a
∑n−1

2
i=0 d2i + b

∑n−1
2

i=1 d2i−1, se n é ı́mpar,

a
∑n

2
i=1 d

2i−1 + b
∑n

2
−1

i=0 d2i, se n é par .

(4)

É possı́vel notar que, um número suavemente ondulante em uma base d (representado por

ab[n]d), não será necessariamente ondulante em uma base d′ ̸= d. Porém, existe uma relação entre

números suavemente ondulantes e números monodı́gitos. Destaca-se que, números monodı́gitos,

são formados por k algarismos iguais a n na base d′ e são representados por,

(nn...n︸ ︷︷ ︸
k

)d′ = (n · 11...1︸ ︷︷ ︸
k

)d′ = n · d
′k − 1

d′ − 1
= n · (Rk)d′ ,

em que (Rk)d′ é um número repunidade, isto é, a repetição da unidade ou um monodı́gito de alga-

rismo 1 na base d′, para maiores detalhes veja [1, 4, 3].

Por exemplo,

10[8]2 = 2[4]4 = 2 · (R4)4,

12[10]3 = 5[5]9 = 5 · (R5)9,

12[14]4 = 6[7]16 = 6 · (R7)16.

Diante do exposto pelos exemplos, apresentamos uma demonstração para o resultado:

Proposição 3.1. Para todo n par, se ab[n] é um número suavemente ondulante na base d, então

ab[n] será um monodı́gito na base d2.

Demonstração. Considere d′ = d2, c = (a · d+ b) e n = 2k e para algum k ∈ Z . Observe que,

ab[n]d = a · d2k−1 + b · d2k−2 + ...+ a · d1 + b

= c · d2k−2 + c · d2k−4 + ...+ c · d0

= c · (d′)k−1 + c · (d′)k−2 + ...+ c · (d′)0

= c · d
′k − 1

d′ − 1
= c · (Rk)d′ ,

sendo (Rk)d′ uma repunidade na base d′ = d2.
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Shirriff[11] afirma que, “para alguns pares de bases, há um número infinito de soluções” e

ainda exibe os seguinte exemplos: (1010 . . . )2 = (2525 . . . )8 ou (1010 . . . )2 = (5252 . . . )8. E justifica

com o seguinte argumento: as bases d e dk tem um número infinito de soluções para k ı́mpar, uma

vez que k dı́gitos na base menor se combinam para formar dı́gitos na base maior. Assim, um número

ondulante de 2kt dı́gitos na base d, formará um número ondulante de 2t dı́gitos na base d. Shirriff[11]

também exibe o número 494949 como suavemente ondulante nas bases 10 e 15.

4 Considerações finais

Como dissemos, Shirriff [11] exibe o número 494949 como suavemente ondulante duplo e

lista (apresenta) outros “grandes” números suavemente ondulantes duplos, que envolvem a base

10 e outra base não binária. Pickover [8] afirma que, a razão (justificativa) para que os números

suavemente ondulantes duplos mais longos envolvam a base 10 e alguma outra base, ainda é des-

conhecida e anuncia que, “este continua sendo um problema mı́stico para as gerações futuras” .

Ainda em Pickover[8], outras afirmações sem justificativas, também interessantes sobre os

números suavemente ondulantes ab[n], com n ≤ 13, são mencionadas, a saber : (a) em qualquer

base d, o número suavemente ondulante 121d é um quadrado perfeito, basta observar que, 121d =

(d + 1)2; (b) na base 10 existem apenas 4 números suavemente ondulantes menores do que 1031

que são quadrados perfeitos, mais precisamente, 121 = 112, 484 = 222, 676 = 262 e 69696 = 2642;

(c) na base 10, até o momento, é conhecido apenas um número suavemente ondulante que é uma

potência com expoente maior que 2, o número 73 = 343. A sentença (a) é facilmente verificável;

quanto a (b) e (c), esperamos que fomentem uma motivação adicional para outros estudos sobre

esta classe de números.
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