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Resumo: Este trabalho explora a geometria do plano hiperbdlico e, mais geralmente, de planos neutros,
por meio de construgdes com retas e circunferéncias executadas no disco de Poincaré através do software
GeoGebra. Verificam-se no plano hiperbdlico os Teoremas de Ceva e de Euler, além de relacbes métricas
associadas a baricentros e ortocentros. A técnica usual de se dobrar e desdobrar trajetérias de bilhar, em
regides poligonais, é estabelecida no plano neutro, motivada pelo tragado de poligonais minimizantes como,
por exemplo, no problema de Fagnano. Essa ferramenta viabiliza descri¢des de bilhares em faixas e par-
cialmente em triangulos acutangulos, mostrando como suas propriedades se relacionam com o plano ser
euclidiano ou hiperbdlico. E feita uma demonstragdo elementar de uma propriedade de unicidade da trajetéria
ortica em triangulos hiperbdlicos acutangulos, e sao apresentadas provas completas acerca de triangulos
orticos em planos neutros.

Palavras-chave: Construgoes Geométricas; Plano Hiperbdlico; Plano Neutro; Relagées Métricas; Bilhares.
Abstract: This paper explores the geometry of hyperbolic and, more generaly, neutral planes, through straigh-
tedge and ruler constructions executed in the Poincaré disk in the software GeoGebra. The Theorems of Ceva
and Euler are verifyed in the hyperbolic plane, besides metric relations associated to centroids and orthocen-
ters. The usual technique of folding and unfolding billiards trajectories in polygonal regions is established in the
neutral plane, motivated by the drawing of minimizing polygonal paths as, for example, in Fagnano’s problem.
This tool makes possible to describe billiards in stripes and, partially, in acutangle triangles, showing how its
properties relate with the plane being euclidean or hyperbolic. An elementary proof is provided of an unique-
ness property of the orthic trajectory in hyperbolic acutangle triangles, and complete proofs are given about

orthic triangles in neutral planes.

'Curriculo sucinto: Licenciada em Matematica pela Universidade Federal do Para. Contribuigao de autoria: Andlise Formal, Escrita
— Primeira Redacao, Investigagao, Metodologia, Software, Validagao e Visualizagao. Contato: isabelle.costa®@icen.ufpa.br.

2Curriculo sucinto: Doutor em Matematica pela Universidade de Sao Paulo. Docente Adjunto da Universidade Federal do Para.
Contribuigao de autoria: Administragcdo do Projeto, Andlise Formal, Conceituagéo, Escrita — Primeira Redagao, Escrita — Revisdo e
Edigao, Investigacao, Metodologia, Software, Supervisao, Validagao e Visualizagdo. Contato: marcelvb@ufpa.br.

COSTA, Isabelle Siqueira da; BERTOLINI, Marcel Vinhas. Construgdes hiperbdlicas interativas: relagdes
|@ G} | métricas e bilhares. REMAT: Revista Eletronica da Matematica, Bento Gongalves, RS, v. 8, n. 2, p. €3002, 21 de

dezembro de 2022. https://doi.org/10.35819/remat2022v8i2id5889.




REMAT: Revista Eletronica da Matematica 2
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Resumen: Este trabajo explora la geometria del plano hiperbdlico y, mas en general, de los planos neutros,
a través de construcciones con lineas y circulos ejecutadas en el disco de Poincaré utilizando el software
GeoGebra. Se verifican los Teoremas de Ceva y Euler en el plano hiperbélico, ademas de relaciones métricas
asociadas a baricentros y ortocentros. La técnica habitual de plegar y desplegar trayectorias de billar, en
regiones poligonales, se establece en el plano neutro, motivada por el trazado de poligonales minimizantes,
como, por ejemplo, en el problema de Fagnano. Esta herramienta permite descripciones de billares en ban-
das y parcialmente en triangulos agudos, mostrando como sus propiedades se relacionan con si el plano es
euclidiano o hiperbdlico. Se hace una demostracion elemental de una propiedad de unicidad de la trayectoria
ortica en triangulos hiperbolicos agudos y se presentan demostraciones completas sobre triangulos 6rticos en
planos neutros.

Palabras clave: Construcciones Geométricas; Plano Hiperbdlico; Plan Neutro; Proporciones Métricas; Billar.
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1 Introducao

Certas construgoes com retas e circunferéncias, amplamente conhecidas na geometria eu-
clidiana plana, mantém-se véalidas quando consideradas no plano hiperbélico. E suficiente para isso
que a validade seja estabelecida por um conjunto de axiomas de geometria plana neutra, uma vez
que eles sao verdadeiros em ambos os casos. Por exemplo, a mediatriz de um segmento dado é
tragada como a reta determinada pelos pontos de interse¢ao de um par de circunferéncias centradas
nas extremidades do segmento. E, dados uma reta » € um ponto X, o reflexo de X, com relacdo a
r, € determinado pela intersecao de quaisquer duas circunferéncias distintas, com centros em r, e
passando por X. Em Goodman-Strauss (2001), protocolos de construgao basicos foram formulados
e realizados no disco de Poincaré, por meio de um software, a fim de esclarecer o tragcado de certos
ladrilhamentos hiperbdlicos. Isto também pode ser visto em Colombo e Sousa (2019). Este trabalho
prossegue nessa linha, reunindo construgdes neutras ou hiperbolicas e realizando-as por meio de

uma implementacao do disco de Poincaré no GeoGebra.

As construcdes apresentadas possuem finalidades diversas. Algumas investigam centros de
triangulos hiperbolicos, conforme proposto em Venema (2013), e verificam relagdes métricas tais
como os Teoremas de Ceva e de Euler hiperbdlicos. Analogos como esses de Teoremas euclidia-
nos classicos parecem estar esparsos na literatura, mesmo que provavelmente sejam conhecidos
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ha muito tempo. Sao construidas também, no plano neutro, poligonais minimizantes em faixas; e
é resolvido o problema de Fagnano, de se inscrever em um triangulo acutangulo um triangulo de
perimetro minimo. As solucdes desses problemas determinam trajetérias de bilhar nas respectivas
regides. Sao analisados bilhares em faixas delimitadas por retas disjuntas, e é estabelecido sin-
teticamente um tipo de unicidade da trajetéria o6rtica de um triangulo acutangulo hiperbodlico. Em
ambos os casos reconhece-se o impacto das diferentes geometrias na analise. O principal recurso
técnico utilizado sdo as isometrias de um plano neutro. E o artigo inclui uma demonstragao (com
base nelas) da propriedade de reflexdao do triangulo 6rtico de um triangulo acutangulo, bem como

da determinacao de seu ortocentro como ponto de encontro das alturas.

Quaisquer instrumentos utilizados para se tracar retas e circunferéncias euclidianas sao o
bastante para o tracado de suas contrapartes hiperbdlicas no disco de Poincaré. O software Geo-
Gebra pode entédo ser utilizado no estudo dessa geometria, conforme promovido em Ribeiro e Gra-
vina (2013). Nesse software, uma vez implementado um conjunto de ferramentas basicas, 0 nimero
de passos de cada construgao é reduzido, agilizando sua realizagdo com relagao ao que poderia
ser feito com régua e compasso no papel. Ganha-se também a interatividade, sendo possivel variar
os dados de uma construcao durante e apds sua realizacao. E é facilitada a verificagao de relagoes
meétricas, que na geometria hiperbdlica, via de regra, se expressam por meio de fungdes transcen-
dentes. A opgao pelo GeoGebra se deu também por conta de sua ampla adogao, tendo em vista
que efetivamente se realizem as construcdes apresentadas. Todavia, ndo ha nada nas construcoes
que as restrinjam a um software especifico e a implementacido das ferramentas pode ser feita de
diversas outras maneiras — por exemplo, veja em Millman e Parker (1991) a mengao a um software
com finalidades similares um tanto anterior ao utilizado aqui. Esse modo de se familiarizar com
a geometria hiperbodlica deve contribuir para sua popularizacao, de interesse devido a importancia
dessa geometria na matematica contemporanea, que extrapola sua relevancia nos fundamentos da
geometria. Além disso, a apresentacao de bilhares em um contexto de construcdes geométricas,

tende a favorecer sua introdugdo a um publico mais amplo.

Preferencialmente a leitura deste artigo deve ser acompanhada pela execugao das construgoes.
Em algumas demonstragdes optamos por argumentos mais longos a fim de desenvolvé-los constru-

tivamente. Comegamos fixando notagdes e sumarizando resultados necessarios.
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1.1 Planos Neutros

Designamos por plano neutro um conjunto M de pontos, munido de: um conjunto de sub-
conjuntos de M chamados de retas, uma funcao distancia d : M x M — R, e uma medida angular, a
respeito dos quais € verdadeiro um conjunto de axiomas dos tipos de incidéncia, régua, separacao
do plano, transferidor e congruéncia de triangulos. Esses axiomas e demais conceitos de geometria
plana encontram-se em Martin (1975) (onde M é dito um plano absoluto), Millman e Parker (1991)
e Harvey (2015). Utilizamos a notagao XY = d(X,Y). Um plano neutro M é euclidiano se, para
quaisquer retas r e ponto X ¢ r, existe uma Unica reta s, tal que X € s e s Nr = (). Caso contrario,
M é hiperbdlico. Em cada um desses casos € possivel provar que M € isométrico a modelos padrao
dessas geometrias planas. Particularmente no caso hiperboélico, a menos de uma mudanca de es-
cala, M é isométrico ao disco de Poincaré. Nao ha prejuizo para nossos propositos em entender que
um plano neutro é simplesmente um plano euclidiano ou hiperbdlico definido analiticamente como

em Beardon (1983), no caso hiperbdlico.

1.2 Isometrias

Seja M um plano neutro, e d sua funcao distancia. Uma isometria de M € uma bijecao
p: M — M, tal que d(p(X),¢(Y)) = d(X,Y) para quaisquer X,Y € M. O conjunto de todas as
isometrias de M, munido da composicao de funcdes, € um grupo que sera denotado Isom M. Na
generalidade da geometria neutra, as propriedades de isometrias encontram-se em Martin (1975).

Observamos que na literatura ndo ha uma definicao padrao de “translagao”.

Definicao 1.1. Para cada reta r, em um plano neutro M, a reflexao baseada em r é a isometria p.
de M definida por: se X ¢ r, entdo p.(X) € o unico ponto, tal que r € a mediatriz entre X e p,.(X);

e p-(X) = X paratodo X € r.

Lema 1.2. Seja p, a reflexdo baseada em uma reta r de um plano neutro. Entao, p, = p,; ' e, se s é

uma reta tal que p,.(s) = s, entdo s = r ou s € perpendicular a r.

Definicao 1.3. Uma translagdo de um plano neutro M é uma isometria r : M — M da forma
T = pr 0 ps, ONdE r € s S40 retas distintas e perpendiculares a uma reta t. Qualquer retat com essa

propriedade é chamada de eixo de 7.

Lema 1.4. Se r é uma translagcao de um plano hiperbdlico, entao seu eixo é tnico, e é precisamente
o conjunto dos pontos X tais que a distancia de X a(X) é minima. Se s é uma reta tal que 7(s) = s,
entdo s =t ou s é perpendicular at. Além disso, 7=' é uma translagdo com o mesmo eixo que t.
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Definicao 1.5. Uma translagdo com reflexao de um plano neutro M é uma isometriat : M — M da
format = p; o p. o ps, ONde r, s e t s4o retas tais que t é perpendicularar eas, er # s. Aretat é

chamada de eixo de .

Lema 1.6. Sejam M um plano neutro e T : M — M uma translagdo com reflexdo como na Definigao
1.5. Entao, o eixo t de T € a Unica reta tal que que 7(t) = t, e € precisamente o conjunto de pontos
X, tais que a distancia de X a 7(X) é minima. Além disso, T = p, o psop; €Tt = p; o psop.. Em

particular, a inversa de T é uma reflexdo com translacdo com o mesmo eixo que .

Definicao 1.7. Isometrias ¢, e 2 de um plano neutro sdo conjugadas se existir uma isometria 1) do

plano neutro tal que:

2 =vopiop . (1)

Para todo subconjunto S do plano neutro, tal que ¢1(S) = S, a equagao (1) implica que:

P2(1(5)) = ¥(5).
1.3 Triangulos Orticos

Definicao 1.8. Seja ABC um tridngulo ndo-retangulo em um plano neutro. O tridngulo drtico de

ABC é o tridngulo cujos vértices sdo os pés das alturas de ABC.

Em um plano neutro, um triangulo 6rtico de um triangulo acutangulo também possui certas
propriedades que sdo bastante conhecidas no plano euclidiano. Entretanto, uma prova parece ser
de dificil localizacao na literatura. A seguir, ela sera feita por meio de propriedades de isometrias,
em uma adaptagao do argumento feito no plano euclidiano em Philippakis (2002). Dele segue a
concorréncia das trés alturas, de um triangulo acutangulo qualquer, que destacamos no Corolario

1.10.

Teorema 1.9. Sejam ABC um tridngulo ndo-retdngulo em um plano neutro, e a, b e ¢ as retas
que contém os lados opostos aos vértices A, B e C, respectivamente. Seja - uma composi¢cdo das
reflexées p,, py € p. Na qual cada uma delas aparece exatamente uma vez. Entao, r é uma translacao
com reflexao e seu eixo contém dois pés distintos de alturas de ABC. Mais especificamente, sendo
Dea, E€belF €cospésdas alturas do triangulo ABC, temos:
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Translacdo com Reflexao Eixo
Pc © Pb O Pas Pa © Pb O Pe DF
Pa © Pc © Pbs Pb © Pe © Pa DE
Pb © Pa © Pe; Pe © Pa © Pb EF

Consequentemente, p,(DE) = DF, p,(DE) = EF e p.(DF) = EF. Se ABC é acutangulo, entao

suas alturas contém as bissetrizes internas de seu tridngulo ortico DEF .

Prova. Comegcamos argumentando sobre T = p. o py o po. Como a e b concorrem em C, py o pg =
py © py S€ a' e b sdo quaisquer retas concorrendo em C' tais que o dngulo orientado de o' a v/
coincide com o de a ab. Tome as retas a’ e b’ tais que b’ é perpendicular a c. Isto é, sendo ¢, a

rotagéo centrada em C' de angulo orientado ACF, a’ = ¢1(a) eb' = ¢1(b). Comisso, T = p.opy o pg:-

Observe que b’ e ¢ concorrem em F, de modo que p. o py = pe © py:, onde b’ pode ser
tomada perpendicular a a’. Isto é, sendo F' a projecao ortogonal de F sobre d’, e ¢o a rotagao de
angulo orientado CFF' centrada em F, b = ps(b') e ¢ = pa(c). Como b" é perpendicular a ¢/,
Per © Pyt = pyr © per. Portanto, T = pyr o pu o per, € T € Uma translacao com reflexao, uma vez que b”

é também perpendicularad’, e ¢ # d'.

E claro que F pertence ao eixo V' de . Para garantir que D € V', aplicamos a construcdo
acimaar~' = p, o py o p., para expressa-la como v~ = pyr o py o p, com D € V. Mas by =V,
pois 0s eixos de uma translagao com reflexao e de sua inversa coincidem. Assim, D € b", eb” é a

reta DF'. As outras duas linhas da tabela do enunciado sao obtidas analogamente.

Com relagdo a afirmacao seguinte, se T € uma translagdo com reflexao, t é seu eixo, e ¢ é
uma isometria qualquer, entdo ¢ o T o p~t é uma translagdo com reflexdo, e p(t) é seu eixo. Em
particular, segue de p, © pe© py = pa © pe O Pr o Pa © p, L que p(DF) = DE. As outras igualdades sdo

analogas.

Para a afirmacgao final, observe, por exemplo, que o angulo ADE é oposto pelo vértice a
imagem do angulo ADF por p, e, portanto, esses dngulos sdo congruentes. As duas outras con-

gruéncias sdo analogas.

A caracterizacao da bissetriz de um angulo, como lugar geométrico dos pontos que equidis-
tam dos lados do angulo, é valida em um plano neutro qualquer. Consequentemente as bissetrizes
internas, de qualquer triangulo ABC, concorrem em um ponto chamado de incentro de ABC. Se
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ABC é acutangulo e DEF é seu triangulo 6rtico, entdo o Teorema 1.9 estabelece a determinagao

do ortocentro de ABC como, por definigao, o incentro de DEF. Fica provado:

Corolario 1.10. As alturas de um tridngulo acutangulo qualquer, em um plano neutro, concorrem em

um ponto.

1.4 Bilhares

Considere uma regido poligonal ® de um plano neutro'. A grosso modo, uma trajetdria de
bilhar em & é um caminho poligonal contido em % com a propriedade de que, ao atingir sua fronteira
em um ponto interior a um de seus lados, 0 caminho prossegue simetricamente com relagao a per-
pendicular ao lado pelo ponto de encontro. Por exemplo, veja as Figuras 3 e 4. Uma definicdo mais
precisa sera dada na secao 2.3. Se uma trajetoria se auto-intersecta em um ponto, voltando a ele
com a mesma dire¢gao com que o tinha deixado, entao a trajetoria é dita periddica. O comportamento
a longo prazo das trajetorias, € um topico de interesse em sistemas dinamicos, tendo uma historia
consideravel no caso euclidiano, conforme citado por Masur e Tabachnikov (2002) e Boldrighini, Ke-
ane e Marchetti (1978), mas também sendo estudado no caso hiperbdlico — por exemplo por Nagar

e Singh (2021) e referéncias ai contidas.

Nas construgdes geométricas o problema do bilhar pede que se trace uma trajetéria de bilhar,
dados dois pontos e uma sequéncia de retas, nas quais a trajetéria deve rebater (YAGLOM, 1975).
Esse problema esta relacionado ao problema da iluminagao (TABACHNIKOV, 2005), no qual nao se
especifica a sequéncia de lados. Uma solugao do primeiro em certas regides corresponde a uma
técnica usual de se dobrar e desdobrar trajetérias de bilhar, bastante valiosa na também analise
de propriedades dinamicas de bilhares poligonais. Basicamente relaciona-se o rebatimento de uma
trajetéria em um lado do poligono com seu prolongamento, através do reflexo da regiao poligonal

relativamente a esse lado. Essa técnica sera detalhada na demonstracdo do Teorema 2.7.

1.5 Disco de Poincaré

O conjunto de pontos do disco de Poincaré € o interior de um disco euclidiano unitario, en-
quanto que as retas do disco de Poincaré sao os diametros e os arcos de circunferéncia abertos

perpendiculares a fronteira (euclidiana) do disco. Dados pontos distintos X e Y, sejam X, € Yo

"Para nossos propésitos ndo é necessario adentrar nas eventuais dificuldades de se definir o que é uma regido
poligonal.
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pontos sobre a fronteira do disco, tais que X, XYY, € um arco de circunferéncia sobre o qual os
pontos estao nessa ordem. Denotando por [XY] a distancia euclidiana, a distancia hiperbdlica entre

X e Y é definida por:
[XooY][ XYoo
(X X][YacY ]

As reflexdes euclidianas baseadas nos diametros, e as inversdes baseadas nas circunferéncias que

d(X,Y)=In 2)

contém os arcos, quando restritas ao disco, definem bijecdes. A distancia hiperbdlica é tal que elas
sao as reflexdes baseadas nas respectivas retas. A menos de uma normalizagao, a distancia €, na
verdade, determinada por essa propriedade. E notavel que circunferéncias no disco de Poincaré sdo

circunferéncias euclidianas, porém com centros e raios em geral distintos (BEARDON, 1983).

Alternativamente pode-se partir de uma definigao analitica da distancia no disco de Poincaré
como infimos de comprimentos hiperbdlicos, a maneira como € feito na geometria diferencial — veja
em Beardon (1983). Nessa abordagem, deduz-se que as retas mencionadas acima sao geodésicas

da métrica hiperbdlica e que as reflexdes sdo como dito acima.

Note que, ainda que a seguir nos concentremos na realizagdo de construgcées no disco de
Poincaré, elas podem ser adaptadas a outros modelos populares do plano hiperbdlico, tais como o

semi-plano superior.
1.6 Ferramentas basicas

A fim de realizar as construgoes apresentadas, utilizamos um kit de ferramentas basicas para
o disco de Poincaré, implementadas no software GeoGebra, tal como o disponivel em GeoGebra
(2022). O kit deve conter os analogos de ferramentas euclidianas como as de estudos introdutérios
de construgoes geométricas (WAGNER; CARNEIRO, 2007). Sao elas os tragados de: retas dados
dois de seus pontos distintos, circunferéncias dados seu centro e um de seus pontos, mediatrizes e
pontos médios de segmentos dados, projecdes ortogonais de pontos sobre segmentos dados, bis-
setrizes de angulos dados, imagens de pontos dados por reflexdes baseadas em retas dadas, além
de transportes de segmentos e de angulos dados. Protocolos de construgao dessas ferramentas
sao sumarizados em Goodman-Strauss (2001) e Colombo e Sousa (2019). Sua implementacao no
GeoGebra pode ser feita, gracas ao recurso de ferramentas customizadas, como indicado em Ve-
nema (2013). Além disso, distancias hiperbodlicas podem ser calculadas no GeoGebra pela formula
(2) e, portanto, € possivel verificar relacdes métricas. Observe, todavia, que a implementagao extra
de ferramentas € apenas uma questao de abreviagao, ja que todas elas se reduzem as ferramentas
euclidianas que ja vém por padrdao no GeoGebra.
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2 Resultados e discussoes

Comecamos apresentando construcoes cujo carater € o de carater de comprovacgao de teore-
mas. Em seguida, resolvemos construtivamente alguns problemas de minimizagdo de comprimento
de poligonais. Para isso, estabelecemos em planos neutros a técnica de se “dobrar”/“desdobrar”

poligonais, possibilitando a analise de alguns bilhares na se¢ao seguinte.
2.1 Relacoes métricas e propriedades de incidéncia em triangulos

Nos enunciados a seguir, por “plano hiperbélico” entende-se um plano neutro isométrico ao
disco de Poincaré. Nos demais planos hiperbodlicos é necessario corrigir a férmula considerando-
se uma mudanca de escala na métrica. Para demonstracées dos Teoremas 2.1 e 2.2, consulte
Papadopoulos e Su (2017). O Teorema 2.3 foi extraido de Bottema (1958), enquanto que o Teorema

2.4 encontra-se em Horvath (2014).

Teorema 2.1 (Teorema de Ceva). Seja ABC um tridngulo no plano hiperbolico e sejam D, E, F
pontos sobre os lados BC, AC, AB respectivamente. Os segmentos hiperbdlicos AD, BE, CF sdo

concorrentes em um ponto se, e somente se:

sinh AF' sinh BD sinhCFE _1
sinh FB sinh DC sinh EA

(3)

Prova (Construcao). A fim de constatar a relacao estabelecida pelo teorema, devemos comecar
determinando o ponto de interse¢do das cevianas AD, BE,CF, como ilustrado na Figura 1. Ultili-
zando a ferramenta distancia hiperbdlica podemos obter as medidas dos segmentos AF, F B, BD,
DC,CE, EA e calcular os respectivos senos hiperbdlicos desses valores. Para verificarmos a vali-
dade da volta do teorema, basta tomar um ponto variavel E' € AC, E' # E, definir as quantidades

relevantes, e notar que a ceviana BE' de fato ndao concorre com as outras duas quando nao vale (3).
1. Tomar pontos D e F sobre o0s lados BC e AB.

2. Tracar as cevianas AD e CF e tomar sua interse¢do, determinando o ponto P.

3. Tracar a reta BP, tomar a intersecao da BP com o lado AC do triangulo, determinando o

ponto E e tracar a ceviana BE.

4. Determinar as medidas hiperbdlicas dos segmentos AF, FB, BD,DC,CE, EA, e calcular o
produto do lado esquerdo de (3), verificando a igualdade.
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5. Tomar um ponto E' + E, E' € AC, e tragar a ceviana BE'.
6. Tomar a intersecdo entre BE', AD e C'F, determinando os pontos L e M.

7. Determinar as medidas hiperbdlicas dos segmentos AF, FB, BD,DC,CE’, E'A, e calcular o

respectivo produto do lado esquerdo de (3), verificando que ndo vale a igualdade.

Figura 1 — Verificacdo dos Teoremas de Ceva e de Euler, a esquerda; e da relagao métrica do bari-
centro, a direita. No inferior temos as respectivas férmulas particularizadas ao triangulo
em questao.

A

sinh1.53 sinh1.27 sinh1.56
sinh1.18 sinh1.52 sinh1.67 _ © " sinh0.52 _sinh0.38 _ sinh0.64 _

Sinh1.53 sinhl.27 sinh2 05" . sinh2.21  sinh1.89 sinh2.43
: s =294

._sinh1.18 sinh1.52 sinh1.18

0.12

Fonte: Elaboragao dos autores.

De modo analogo verifica-se o seguinte, também contemplado na Figura 1.

Teorema 2.2 (Teorema de Euler). Seja ABC um triangulo no plano hiperbdlico e sejam D, E, F
pontos sobre os lados BC, AC, AB, respectivamente. Se as retas AD, BE,CF sdo concorrentes
em um ponto P, ento:

afy=a+pB+v+2 (4)

tanh AP B tanh BP on — tanh C' P
tanh PD’" ~ tanh PE = ' tanh PF

onde o =

Como no caso euclidiano, as trés medianas de um triangulo qualquer possuem um ponto
em comum, que chamamos de “baricentro do triangulo”. Isso € uma consequéncia da reciproca do
Teorema de Ceva, pois o lado esquerdo de (3), claramente € igual a 1, nesse caso. Na geometria
euclidiana, o baricentro G de um triangulo ABC, com mediana AD, determina a razao % = %
entre os segmentos GD e AD. Com a construgdo do baricentro de um triangulo hiperbdlico, po-
demos investigar se a razao entre os segmentos hiperbdlicos GD e AD nos fornece um resultado
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equivalente, conforme sugerido em Colombo e Sousa (2019). Nesse caso, as razdes entre 0s seg-
mentos equivalentes, determinados pelo baricentro de um triangulo euclidiano, e o baricentro de um

triangulo hiperbdlico, nao coincidem. Mas vale o seguinte:

Teorema 2.3 (Baricentro). Dado um tridngulo hiperbdlico ABC, com baricentro G e medianas AD,

BE e CF, é valida a seguinte relacao:

sinh GD B sinh GE B sinh GF ey
sinh AD  sinh BE  sinhCF

cosh BC' + cosh AC + cosh AB) + 3}_%. (5)

Construgdo. Tomar os pontos médios dos lados do tridngulo e tracar suas respectivas medianas,
comprovando que concorrem em (. Calculando as quantidades envolvidas, verifica-se (5). Veja a

Figura 1. O

Por outro lado, no plano hiperbdlico nao necessariamente as alturas ou as mediatrizes de um
triangulo sao concorrentes. Sugerimos que se construam esses objetos da maneira usual e, vari-
ando o triangulo, sejam visualizadas as diversas possibilidades. Uma delas esta na Figura 2. Uma
condicao suficiente para que as alturas sejam concorrentes é que o triangulo seja acutangulo (Co-
rolario 1.10). Todavia, quando isso ocorre, vale a relagao métrica do Teorema 2.4 a seguir, que pode
ser checada de modo analogo a do baricentro. Com relacao as mediatrizes, se elas sao concorren-
tes para um triangulo qualquer de um plano neutro, entao o plano é euclidiano. Uma demonstracao
encontra-se em Martin (1975), e mais detalhes, a respeito dos possiveis casos, podem ser consul-

tados em Greenberg (1993).

Figura 2 — Alturas, em verde, e mediatrizes, em rosa, nao concorrendo (a esquerda). Reta de Euler
nao passando pelo baricentro (a direita).

Fonte: Elaboracao dos autores.
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Teorema 2.4 (Ortocentro). Suponha que as alturas AD, BE e CF, de um tridngulo hiperbdlico ABC,

concorram em um ponto H. Entao:

tanh HA - tanh HD = tanh HB - tanh HE = tanh HC' - tanh HF (6)

Nao ha na literatura um consenso a respeito de o que deve se chamar de reta de Euler
hiperbdlica. De acordo com Strzheletska (2003), essa reta ro do triangulo nem sempre pertence a
essa reta, como ilustrado na Figura 2. Ja em Akopyan (2009), é sugerida uma definicao alternativa
para a reta de Euler, e mostra-se que também a circunferéncia de Euler (ou circunferéncia dos nove
pontos), ao menos com sua definicdo usual, nao possui as mesmas caracteristicas que sua versao

euclidiana.

2.2 Poligonais minimizantes

Comegamos estabelecendo a versao neutra de um conhecido principio de reflexao:

Teorema 2.5. Em um plano neutro, dados pontos A e B, do mesmo lado de uma reta r, sejam p, a

reflexdo baseada em r, B’ = p,(B), e P o0 ponto de interse¢cdo do segmento AB' com r. Entdo:
AP+ PB<AX+XB VXer, (7)

valendo a igualdade somente se X = P. Além disso, a reta perpendicular a r pelo ponto P é a

bissetriz do angulo APB.

Figura 3 — Construgdes dos Teoremas 2.5 e 2.7.

Fonte: Elaboracao dos autores.

COSTA, Isabelle Siqueira da; BERTOLINI, Marcel Vinhas. Construgdes hiperbdlicas interativas: relagdes
|@ @ | métricas e bilhares. REMAT: Revista Eletronica da Matematica, Bento Gongalves, RS, v. 8, n. 2, p. €3002, 21 de

dezembro de 2022. https://doi.org/10.35819/remat2022v8i2id5889.



REMAT: Revista Eletrénica da Matematica 13

Prova. Veja a Figura 3. Note que o ponto P esta bem definido, pois A e B’ estao em lados opostos
de r, uma vez que A e B estdo do mesmo lado. A fim de comparar os lados de (7), tome X € r.
Como p, é isometria e p,(X) = X, AX + XB = AX + XB’. O lado direito dessa igualdade, para
X =P, éiguala AP + PB' = AB’, pois P esta entre A e B'. Enquanto que, se X + P, AXB' é
um tridngulo e, pela desigualdade triangular, AB" < AX + X B'. A afirmacéo final segue de maneira

analoga a do final da demonstragcao do Teorema 1.9.

Definicao 2.6. Sejam ry e r, retas disjuntas de um plano neutro. A faixa delimitada por ry e 1
€ a regido do plano R = ro Ury U (Ho N H1), onde Hy e Hi sdo os semi-planos de r, e de ro,

respectivamente, tais que ro C Hg €1 C H;.

Teorema 2.7. Seja R uma faixa delimitada por retas disjuntas ro e r1 em um plano neutro. Dados
pontos A e B em R, e uma sequéncia finita w = {w; }j-Vzl das retas ry e r; tais que retas sucessivas

s&o distintas, podem ser construidos pontos P; € w;, j =1,..., N, tais que:
AP+ PP+ -+ PyB<AX;+ X1 Xo+---+XNB, \V/XjGCL)j, (8)

valendo a igualdade somente se X; = P; paracadaj =1,...,N. Além disso, a reta perpendicular

a cada w; por P; é a bissetriz do angulo formado pela poligonal nesse ponto.

Prova. Veja a Figura 3 Consideremos uma poligonal I da forma AX; --- Xy B, com X; € wj, deno-
tando por |T'| seu comprimento, isto €, a quantidade a direita de (8). Iremos definir uma poligonal

I" = AX{--- X\B', com |I"| = |I

“desdobrando” I' mediante a aplicagao de uma sequéncia de
reflexées. Sem perda de generalidade, suponha que w; = r1, de modo que X, € r1. Sejam p; = p,,,
ery = p1(ro). Defina X| = X; € r, e X} = p1(X2) € ro. Ou seja, I' tem o segmento inicial AX| em
comum com o segmento inicial AX, deT e, a partir de X1, no lugar de seguir em direcdo de X, I
vai na dire¢do do reflexo desse ponto com relagdo a r1. Dai em diante, " é definida analogamente.
Por exemplo, X, = p2(X3) = p2 0 p1(X3), onde p2 = p,,, €stando portanto X} na reta rs = pa(s1).
Em geral, paracada2 < n < N, r, = pp—1(rn—2), pn. = pr,, € X}, = pn—1 0 -+ p1(Xn). Finalmente,
B' = pyo---p1(B). Uma vez que cada aresta de I é a imagem de uma aresta correspondente de

' por uma isometria, |T"'| = |T|.

Todavia, é claro que |T'| > AB’, valendo a igualdade somente se 1" coincide com o segmento

AB'. Por sua vez, esse segmento coincide com a poligonal Ty = AP; --- P\/B’, onde cada P] € a

intersecdo de AB’ com r;. Note que os pontos P; estao bem definidos devido a propriedades de

separagao do plano por retas. Por fim, “dobramos” I'|, para obter a poligonal Ty = AP, --- PyB

desejada, definindo P,, = pi o --- o p,_1(P}). Comisso, |I'y| = |I'y| < |I'| = |I'|, que é equivalente a
(8). A afirmagéo final do enunciado é garantida por 'y ser minimizante.
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Observe que cada r,, pode ser tragada a partir de ry e r1, assim como B’ e, consequente-
mente, as interse¢coes de AB’ com as r,,. Isso possibilita o protocolo de construgcdo sumarizado a

sequir:

1. Sendo p1 = p.,, trace ra = p1(ro) € By = p1(B). Paracada2 < n < N, trace r, = pp—1(rn—2)

e, sendo p, = pr,, Bn, = pn(Bn—-1). Denote B’ = By.
2. Trace o segmento AB' e tome P, € AB'Nr,, 1 <n<N.

3. Trace os pontos P,, = p1o---0 pp,_1(P)).

No plano euclidiano, o problema de se inscrever em um triangulo acutangulo um triangulo
de perimetro minimo é conhecido como “Problema de Fagnano” (COXETER; GREITZER, 1967). A

seguir garantimos no plano neutro a validade da solugio euclidiana.

Teorema 2.8. Dado um triangulo acutangulo ABC em um plano neutro, seu tridngulo ortico DEF é

o triangulo de perimetro minimo inscrito em ABC.

Prova. Veja a Figura 4. O tracado de DEF' pode ser realizado nos moldes da secdo 2.1, projetando-
se ortogonalmente os vértices de ABC' em seus lados opostos. A construgdo e o argumento a seguir

se prestam a esclarecer que de fato esse tridngulo tem a propriedade enunciada.

Sejam X, Y e Z pontos sobre os lados BC, CA e AB, respectivamente, e denote porT' o
trigngulo XY Z, sendo |T'| = XY +Y Z + ZX seu perimetro. Vamos “desdobrar”T" de modo analogo
ao da Construgdo 2.7. Sejam a, b e c as retas que contém os lados BC, C A e AB, respectivamente.
Tome p1 = pa, denotando: a1 = p1(a) = a, by = p1(b), c1 = p1(c); € X1 = p1(X) = X, Y1 = p1(Y), €
Z1 = p1(Z). Em seguida, tomamos p> = py, € a aplicamos sobre as retas e pontos de indice igual
al para obter as = pa2(a1), Xo = p2(X1), etc. Finalmente, aplicamos a cada um desses objetos a
reflexao ps = p.,. Considere a poligonal T" = XY, 75 X3, de comprimento |I"| = XY] + Y1Zs + Z5 X5.
Como cada p; é isometria (i = 1,2,3), segue que |I'| = |I'|. E claro que |I"| > X X3, a igualdade
ocorrendo somente se os pontos Y, e Z, estao, nessa ordem, sobre o segmento X X3. Portanto, fica

demonstrado que |T'| é pelo menos a distancia de X a sua imagem pela isometria 1) = p3 o p2 o p1.

Vamos utilizar a relagao p, () = ¢ o py o o~ L, e que cada reflexdo é sua propria inversa, para
re-expressar ). Por simplicidade, o simbolo o sera omitido a seguir. Por definicao, p1 = p,, enquanto
que:

P2 = Pby = Ppy(b) = P1PLP1; (9)
P3 = Ppy(c1) = P2Pci P2 = P2Ppy(c)P2 = P2P1PcP1P2 - (10)
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Portanto,

Y = p3p2P1 = P1P6P1P1PP1P2P2P1 = PaPbPe - (11)
De acordo com o Teorema 1.9, 1) € uma translacao com reflexao e seu eixo é a reta FD. Além
disso, pelo Lema 1.6, a distancia de cada ponto W a (W) é minimizada precisamente quando W

pertence ao eixo de v. Logo,
IT| > XX3 > DD3 = DE| + E\Fy + FoD3 = DE + EF + FD. (12)

Isso mostra que o perimetro de DEF é minimo dentre os tridngulos inscritos em ABC'. Para garantir
que é o Unico com essa propriedade, observe que seu perimetro é estritamente menor que X X3 se

X #£ D,o0scasosY # FE e Z #+ I podendo ser tratados analogamente.

Figura 4 — Construgdes do Teoremas 2.8 e Teorema 2.10.

X:?,/

Fonte: Elaboragao dos autores.
2.3 Trajetorias de bilhar

Formalmente, trajetorias de bilhar e seus trechos sao definidos pela seguinte construgao. As
poligonais minimizantes obtidas na sec¢ao anterior sao trechos de trajetérias de bilhar, o triangulo

ortico de um triangulo acutangulo determinando uma trajetéria periédica (Figuras 3 e 4).

Construgdo. Dada uma regido poligonal & em um plano neutro M, e pontos distintos P}, P; € & ndo
sobre um mesmo lado de R, e tais que o segmento P P| esta contido em R, a trajetoria de bilhar T’
de R determinada por P; e P| é definida a seguir. A sequéncia de lados w = {w,}, onde n percorre

um intervalo de inteiros N, nesta construgao é chamada de tipo deT'.

1. Trace a semi-reta P)P;. Se ela esta contida no interior de R, entdo o trecho final de I" é essa
semi-reta. Se nao, existe um primeiro encontro P; com a fronteira de . Se P, nao é interior
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a um lado de %, entdo P, é o ponto final de I, e w; ndo esta definido. Se P; € interior a um
lado de R, entao este lado é Unico. Denote-o por w;. Considere o angulo «; formado em P;
por P, P| e a perpendicular a w; por P;. Transportando esse angulo, trace a semi-reta ; com
origem P, oposta a semi-reta P, P; com relacdo a perpendicular a wy, e formando com ela

angulo igual a o Possivelmente «; = 0. Nesse caso, e somente nele, Pj pertence a ;.

2. Repita o passo anterior utilizando ~; no lugar de PjP;, e assim sucessivamente, possivel-
mente produzindo uma sequéncia de pontos P, sobre lados w, de R, onde n percorre um

intervalo de inteiros positivos.

3. Execute os passos anteriores partindo da semi-reta P|P;, possivelmente produzindo uma
sequéncia de pontos P, sobre lados w,, de R, onde n percorre um intervalo de inteiros nao-

negativos. Caso o processo pare, fica definido um “trecho inicial” de T'.

O]

Exemplo 2.9. Suponha que R é uma faixa do plano neutro delimitada por retas disjuntas ro e r1. Al-
ternativamente, dados pontos em ® como acima, a trajetoria de bilhar T' associada pode ser tracada
“dobrando” como no Teorema 2.7 a reta s determinada por esses pontos. Para tanto, considere o
grupo G = {(py, p1) gerado pelas reflexées p; baseadas em r;, i = 1,2 (isto é, o menor subgrupo de
Isom M que contém py e p1). Note que as isometrias empregadas no Teorema 2.7 pertencem a G,
de modo analogo ao que ocorre no Teorema 2.8. A cole¢cdo {w(R) C M |w € G} tem a propriedade
de ladrilhar M, no sentido de que o decompbéem em faixas isométricas a R dispostas lado a lado.
Como consequéncia, existe uma sequéncia w, € G, com n percorrendo um intervalo N de inteiros,
tal que s = U, (s Nw,(R)). Entdo T = T'(s) = Uyw, (s N w,(R)). Os sucessivos encontros de s
com imagens de ry e de r1 por elementos de G sao registrados no tipo w de I'. Em particular, da-
dos A, B € R, e uma sequéncia w' admissivel pelo Teorema 2.7, a poligonal minimizante associada

determinaI'(s), onde s € a reta passando por A e w(B) para algum w € G.

Se M é euclidiano e s ndo é paralela a ry, entdo N ndo é limitado nem superiormente,
nem inferiormente, e w é da forma ---rory---. Paratodow € G, w # id, e X € R, a reta s que
passa por X e w(X) € perpendicular ary, e ari. Logo, se uma trajetoria se auto-intersecta em X,
ela é perpendicular aos lados de R e, portanto, periddica (Lema 1.4). Ha entao infinitas trajetorias
periddicas distintas em uma faixa e, em um plano neutro, isso é suficiente para que o plano seja
euclidiano, conforme veremos a seguir.
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Se M é hiperbdlico, suponha adicionalmente que existe uma perpendicular s, comum ar, e
r1. Note que s € unica, caso contrario haveria um retangulo em M. EntdoT'(sy) tem tipo - - -rory - -,
e essa reta é a unica esse tipo. Pois, se s # sy, no disco de Poincaré s tem uma “extremidade” A,
na fronteira do disco que ndo é extremidade de sy. Logo, na direcao de A.., s intersecta apenas um
numero finito de ladrilhos w,,(R). Isto é, ou N é limitado superiormente, ou inferiormente; e I'(s) tem
um trecho inicial ou final igual a uma semi-reta com interior contido no interior de ®. Ambos ocorrem
simultaneamente se a outra “extremidade” de s também nao é extremidade s, resultando em T" de
tipo finito. Do contrario, T'(s) encontra cada uma das r; infinitas vezes, em pontos que se acumulam
nas intersecbes de sq com a fronteira de ®. Se um ponto A pertence a sy, entao sy é a reta que
passa por A e w(A) para todo w € G, w # id, pois sp = w(sp). E, se A ndo pertence a sy, essa
reta é distinta de sy. Observe também que o comprimento de I'(sg) € minimo dentre as trajetorias.
Outra distingcdo com relacdo ao caso euclidiano é a existéncia de trajetdrias que ndo encontram
ro € r1, podendo ou ndo separa-las, no sentido de elas estarem ou nao em semi-planos distintos
determinados por I'. A analise do caso em que ry e r1 ndo possuem uma perpendicular comum
segue as mesmas linhas. Nele, ndo ha trajetdrias periddicas, e ha trechos conectando pontos a si

mesmos com comprimento total arbitrariamente pequeno.

Considere agora uma regiao # de um plano neutro M delimitada por um tridangulo acutangulo
ABC. Nesse caso, se GG € o0 grupo gerado pelas reflexdes baseadas nos lados de ABC, a colecao
{w(R) |w € G} ndo necessariamente ladrilha M. Por exemplo, se um dos angulos internos de ABC
nao é comensuravel com 7, entao existem rotagées w € G centradas nos vértices de ABC tais que
os interiores de w(R) e de R se intersectam. Assim, em geral, ha obstru¢des em se aplicar o método
do Exemplo 2.9. Porém, € possivel aplica-lo parcialmente para tirar conclusées a respeito do bilhar

em ABC, como sera feito a seguir.

Seja DEF o triangulo 6rtico de ABC, com D, E e F nos lados opostos aos vértices A, B e
C, respectivamente. Pelo Teorema 1.9, DEF determina uma trajetoria periddica de tipo - --abc- - -,
que se desdobra como no Teorema 2.8 sobre o eixo F'D da translagao com reflexao v = pgpppc- Ao

longo desse eixo, sucessivas imagens de R sao dispostas lado a lado como em um ladrilhamento.

Considere um ponto X no interior do lado a, e um trecho de trajetéria de bilharI' = X _ X X,
X5 X3 de tipo cabca com X35 = X. Nesse caso, I' se desdobra sobre a reta s determinada por X, e
X{ = (Xp), que encontra o lado ¢ no ponto X_;. Reciprocamente, se s tem essa propriedade, seu
segmento de extremidades X_; e ¢/(X,) se dobra sobre I'. Realizando a construg¢ao e variando Xy,
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verifica-se que o trecho I' ndo contém uma trajetéria periodica se Xy, # D. Vamos demonstrar essa

propriedade, que contrasta com o que ocorre no caso euclidiano.

Teorema 2.10. Seja R uma regiao de um plano hiperbdlico delimitada por um triangulo acutangulo
ABC. A trajetdria drtica é a Unica trajetdria periddica do bilhar em R que encontra sucessivamente

os lados a, b e c.

Prova. Iremos mostrar que se um trecho de trajetdria finito se auto-intersecta em Xy # D, apos
encontrar sucessivamente a sequéncia de lados a, b e ¢, entdo ele retorna com uma dire¢ao diferente

da de partida. De inicio a discussdo segue na generalidade neutra.

Por 1) ser uma translagdo com reflexdo de eixo F D, o segmento de extremidades X e 1)(Xo)
encontra F'D em um ponto O. Denote D' = (D), e considere os tridngulos DX,0O e D'X(,0. Seus
angulos internos em O tém uma medida comum [3, pois sao opostos pelo vértice. Considere o caso
em que X, esta entre D e C' — o argumento para o outro caso é similar. Entdo, como X | € AB,
o angulo 6, = X_1X,B é menor que o angulo AXyB, que é inferior a /2 por conta de Xy, # D.
Consequentemente, 0, é angulo externo a D X,0O. Sendo 6, seu angulo interno em D, por > ser uma
translagao com reflexdo, 0, é externo a D' X,0. Finalmente, note que o angulo 6, interno a D' X{,0
é igual a X2 X3B. Pelo Teorema do f\ngulo Externo, 0y + 8 < 61 €02+ B < 6y. Logo, 02 + 26 < 01, €
0 < 28 < 6y — 0y. Em particular, 6, # 05. Assim, fica provado que sio diferentes os angulos com os

quais T chega a Xy na primeira e segunda vezes. No caso euclidiano, 25 = 6, — 0.

Ainda considerando X, sobre o lado a, considere agora um trechoT' = X_1--- Xg com de
tipo cabcabca com X¢ = X. Veja a Figura 4. Seja T = 1 o 1, e denote X, = 7(X,). Nesse caso,
I' se desdobra sobre a reta s determinada por X, e X|,, que encontra ¢ em X_;, valendo aqui uma
reciproca, como no caso anterior. Suponha que X, # X, e observe que T é uma translagdo. Logo,
DD'X{} X, é um quadrilatero convexo. Considere o caso em que X, esta entre D e C, de modo que
a medida 6, do &ngulo interno de DD’ X{ X, em X, é igual a X_, X, B (e inferior aw/2). Sendo 6, o
angulo interno de DD’ X (X, em D, seu dngulo interno em D' é igual an—0,, pois T € uma translag&o.
Ja o dngulo interno em X, é m— 05, onde 0, € o0 angulo X5 X¢B. Portanto, g+ —6y+61+m—60, < 2,
isto é, 61 — 05 < 0. Vale a igualdade se, e somente se, M é euclidiano e, nesse caso, I' é periddica,

paralela a trajetoria ortica, e de tipo abcabe. Portanto, 6, # 62 no caso hiperbdlico.

Uma vez que as composicdes *, k > 1, sdo elas prdprias translacées com reflexées, ou
translagdes, o caso geral segue dos casos k = 1,2 acima. I1sso conclui a prova do Teorema.
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3 Consideracoes Finais

Prosseguindo com as construcoes, diversas outras verificacdes sdo possiveis como quando
se busca trechos de trajetorias de bilhar relativamente curtos, ou auxilio na visualizagdo de argu-
mentos gerais. Por exemplo, faciimente se constr6i um quadrilatero hiperbdlico de lados «, b, ¢, d
com uma trajetéria periédica de tipo - - - abed - - -, independentemente de o quadrilatero ser inscritivel,

que é uma condicao necessaria conhecida no caso euclidiano (TABACHNIKQOV, 2005).

Concluimos mencionando uma consequéncia geométrica interessante do estudo dos bilha-
res em faixas, que € a descricao de geodésicas em superficies hiperbolicas topologicamente equi-
valentes a cilindros. A Figura 5 contém superficies que sao obtidas no contexto do Exemplo 2.9,
identificando-se a reta o com sua imagem por p;, de modo que R U p;(R) se torna um cilindro sobre

o qual as trajetérias se deslocam. Para mais detalhes, consulte Beardon (1983).

Figura 5— Geodésicas em superficies hiperbdlicas.

Fonte: Elaboracao dos autores.
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