Do termo geral a soma de Gauss: uma abordagem olimpica sobre
progressoes aritméticas

From the general term to the sum of Gauss: an olympic approach about

arithmetic progressions

Desde el término general hasta la suma de Gauss: un enfoque olimpico de las

progresiones aritméticas

Erick Caetano Alves do Nascimento'
Universidade Federal de Pernambuco (UFPE), Recife, PE, Brasil

https://orcid.org/0000-0002-4713-6525, n http://lattes.cnpq.br/0975672330526007

Marcos Miguel da Silva Filho?
Universidade Federal Rural de Pernambuco (UFRPE), Recife, PE, Brasil

https://orcid.org/0000-0001-9598-6383, ﬂ http://lattes.cnpq.br/8360093239768815

Thiago Yukio Tanaka®
Universidade Federal Rural de Pernambuco (UFRPE), Recife, PE, Brasil

https://orcid.org/0000-0002-6586-127X, n http://lattes.cnpq.br/3394446426392577

Jogli Gidel da Silva Aratjo*
Universidade Federal Rural de Pernambuco (UFRPE), Recife, PE, Brasil

https://orcid.org/0000-0002-0367-0339, n http://lattes.cnpq.br/4973757767035923

Resumo: O objetivo deste trabalho é abordar a progressao aritmética (PA) de primeira e segunda ordem
no contexto das Olimpiadas de Matematica. Para isso, desenvolvemos os principais resultados envolvendo
as PAs, como as propriedades da razao, as expressoes para os termos geral e generalizado e a soma de
Gauss, no intuito de aplica-los na resolugao de questoes olimpicas. Com o propdsito de complementar essa
formagao, exploramos o contetido das PAs de segunda ordem que nao € tdo abordado na Educagao Basica.

Os problemas foram selecionados das Olimpiadas Matematicas nacionais e internacionais de destague, como
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a Olimpiada Brasileira de Matematica (OBM), a Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OB-
MEP), a American Mathematics Competitions (AMC) e a International Mathematical Olympiad (IMO). Durante
as solucdes desses problemas, procuramos enfatizar o conceito trabalhado de modo a destacar a importancia
deste contelido na preparagao de docentes e discentes envolvidos com treinamentos olimpicos.
Palavras-chave: Progressao Aritmética; Olimpiadas de Matematica; Educacgao.

Abstract: The objective of this work is to approach the arithmetic progression (AP) of first and second order in
the context of the Mathematical Olympiads. For this, we will develop the main results involving the APs, such
as the properties of the ratio, the expressions for the general and generalized terms and the Gauss sum, in or-
der to apply them in the resolution of Olympic questions. In order to complement this training, we explored the
content of second-order APs that is not so addressed in Basic Education. The problems were selected from
prominent national and international Mathematical Olympiads, such as the Brazilian Mathematical Olympiad
(OBM), the Brazilian Mathematical Olympiad of Public Schools (OBMEP), the American Mathematics Compe-
titions (AMC) and the International Mathematical Olympiad (IMO). During the solutions of these problems, we
tried to emphasize the concept worked in order to highlight the importance of this content in the preparation of
teachers and students involved with olympic training.

Keywords: Arithmetic Progression; Mathematics Olympiads; Education.

Resumen: El propésito de este trabajo es abordar la progresién aritmética (PA) del primer y segundo orden en
el contexto de los Juegos Olimpicos de Matematicas. Con este fin, desarrollaremos los principales resultados
relacionados con el PAs, como las propiedades de la razén, las expresiones para los términos generales y
generalizados y la suma de Gauss, para aplicarlas para resolver preguntas olimpicas. Con el propésito de
complementar esta formacion, explotamos el contenido de los PAs de segundo orden que no se aborda tanto
en la Educacién Basica. Los problemas fueron seleccionados de las Olimpiadas Matematicas nacionales e
internacionales, como la Olimpiadas de Matematicas Brasilefia (OBM), Olimpiadas de las Escuelas Publicas
Brasilenas (OBMEP), el American Mathematics Competitions (AMC) y la International Mathematical Olympiad
(IMO). Durante las soluciones de estos problemas, buscamos enfatizar el concepto trabajado para resaltar la
importancia de este contenido en la preparacion de maestros y estudiantes involucrados con la capacitacion
olimpica.
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1 Introducao

Uma sequéncia & uma funcao que tem por dominio o conjunto dos nimeros naturais (sequéncia
infinita) ou o conjunto dos numeros naturais menores do que ou igual a n (sequéncia finita, com n
elementos). Por exemplo, sdo representacoes da mesma sequéncia:

* (an), cOma, =3n,n € N;
an: N — R

* (3n)nen; n = a, = 3n;
* (3,6,9,...,3n,3(n +1),..); * (an) tal que ag1 —ap =3 € a; = 3.
Aqui, diferente da grande maioria dos livros do Ensino Basico de Matematica, estamos consi-
derando o conjunto dos numeros naturais como sendo o conjunto N = {1,2,3,4,... n,n+1,...}, isto
€, nao estamos considerando o 0 (zero) como um numero natural. Porém, em alguns momentos,

sera conveniente denotar o primeiro termo da sequéncia como sendo aquele com indice zero, ay.

No Ensino Basico, podemos observar algumas sequéncias famosas com particularidades
bem determinadas em suas Leis de Formagdes ou que sao obtidas por meio de Recorréncias como
a Progressao Geomeétrica (PG), a sequéncia de Fibonacci e também a Progressao Aritmética (PA).
Destacamos que as PAs tém seu cunho histérico firmado desde os povos antigos, como os egipcios,
que nos mostram em alguns problemas no papiro de Rhind' a necessidade e o dominio de PA,
perpassando por outros povos e também mais recentemente por Gauss (responsavel pela formula
da soma de finitos termos de uma PA) (VARGAS, 2019).

Figura 1 — Papiro de Rhind.

Fonte: Belluck (2010).

"Também conhecido como Papiro de Ahmes, em homenagem ao escriba que o copiou por volta de 1650 a.C. Neste,
encontram-se diversos problemas matematicos de tépicos como geometria e algebra. Em particular, ha o seguinte
problema envolvendo PA: “Divida 100 paes entre 5 homens de modo que as partes recebidas estejam em Progresséo
Aritmética e que um sétimo da soma das trés partes maiores seja igual a soma das duas menores” (LIMA et al., 2004, p.
4).
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De acordo com a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), no Ensino Basico, o estudo
das sequéncias numéricas esta sempre relacionado com a unidade tematica “Algebra” e acontece
desde o0 12 ano do Ensino Fundamental, a partir da identificacdo de padrdes, como podemos ver
na habilidade EFO1MA10: “Descrever, apds o reconhecimento e a explicitagdo de um padrao (ou
regularidade), os elementos ausentes em sequéncias recursivas de nimeros naturais, objetos ou
figuras” (BRASIL, 2018, p. 279). Ja no 2° ano do Ensino Fundamental, espera-se que o estudante
tenha seu primeiro contato com a construcao de sequéncias ordenadas de nimeros naturais, como
indica a habilidade EF02MAO09: “Construir sequéncias de numeros naturais em ordem crescente ou
decrescente a partir de um nimero qualquer, utilizando uma regularidade estabelecida” (BRASIL,
2018, p. 283).

O estudo das progressoes aritméticas, ainda que nao tenham recebido tal nomenclatura,
€ iniciado no 32 ano do Ensino Fundamental, de acordo com a habilidade EFO3MA10: “Identificar
regularidades em sequéncias ordenadas de nimeros naturais, resultantes da realizacao de adicoes
ou subtragoes sucessivas, por um mesmo ndmero, descrever uma regra de formacao da sequéncia
e determinar elementos faltantes ou seguintes” (BRASIL, 2018, p. 287). Por fim, a primeira vez que
vemos a relacao entre sequéncias numéricas e expressoes algébricas, essencial para o estudo das
PAs, € no 72 ano do Ensino Fundamental, a partir da habilidade EFO7MA15: “Utilizar a simbologia
algébrica para expressar regularidades encontradas em sequéncias numéricas” (BRASIL, 2018, p.
307).

O estudo das progressoes aritméticas propriamente ditas s6 acontece no Ensino Médio,

como podemos ver, ainda na BNCC, na Competéncia Especifica 5, que diz:

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propri-
edades matematicas, empregando estratégias e recursos, como observacao de
padrdes, experimentagoes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade, ou
nao, de uma demonstragao cada vez mais formal na validacao das referidas conjec-
turas (BRASIL, 2018, p. 540).

Ja a habilidade em que as PAs sao citadas € a EM13MAT507: “Identificar e associar pro-
gressoes aritméticas (PA) a fungdes afins de dominios discretos, para analise de propriedades,

deducao de algumas férmulas e resolugao de problemas” (BRASIL, 2018, p. 541).

No Ensino Superior, estuda-se o contelido de sequéncias, em geral, em uma unidade tematica
nas disciplinas de Calculo Diferencial e Integral ou Analise na Reta (ou no RY). A primeira disciplina
esta preocupada, em sua maior parte, com aspectos computacionais relacionados a técnica, ou seja,

os calculos dos procedimentos envolvidos. Por outro lado, a segunda preocupa-se em fundamentar
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esses resultados, isto €, demonstrar de maneira rigorosa as propriedades ou resultados que sao uti-
lizados. Os conteudos trabalhados sao centrados nas propriedades gerais, como monotonicidade,
limitacdo, operacdes e regularidade e nos critérios de convergéncia, como o Critério de Cauchy, o
Teorema da Convergéncia Monoétona e o Teorema de Bolzano-Weierstrass. Porém, pouco ou quase

nenhum tratamento é direcionado para as PAs em si.

As Olimpiadas Matematicas, além de reunir grandes nomes de matematicos de todas as
idades, também tém como objetivo encontrar grandes talentos para a Matematica, a exemplo do
matematico Terence Tao, medalhista Fields (2006), que, ainda no inicio de sua adolescéncia, em
1988, conseguiu medalha de ouro na International Mathematical Olympiad (IMO), sendo, até a atu-
alidade, o mais jovem a receber trés medalhas na histéria da Olimpiada. Também temos como
exemplo o jovem pernambucano Pedro Gomes Cabral que, aos 18 anos, na IMO 2020, alcangou
uma medalha de ouro. No Brasil, existem algumas Olimpiadas Matematicas, como a Olimpiada Bra-
sileira de Matematica (OBM), iniciada em 1979, e a Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas
Publicas (OBMEP), criada em 2005. Ambas sao aplicadas a partir do 6° ano do Ensino Funda-
mental e tém como objetivo em comum estimular e promover o estudo da Matematica em prol da
melhoria do ensino da Matematica no Brasil, além de incentivar o aperfeicoamento dos professores
pela participacdo na Olimpiada. A OBM, em particular, também apresenta o objetivo de selecionar

estudantes para representar o Brasil em competi¢cdes internacionais.

Estudos apontam resultados positivos para a realizacdo dessas competicdes nas escolas,
nao s6 com os alunos, mas também para professores de Matematica. Biondi, Vasconcellos e
Menezes-Filho (2009, p. 3) evidenciam que “O estimador resultante € classificado como dupla-
mente robusto e apontou para um impacto positivo e estatisticamente significativo nas notas médias
de matematica dos estudantes de 82 série na Prova Brasil 2007”. Assim, podemos concluir que
as escolas que participam da OBMEP tendem a evoluir no desenvolvimento escolar e ter melhores
notas nos sistemas de avaliagcdo da educacado no Brasil. Mais ainda, os dados estudados no ar-
tigo citado anteriormente mostram que, quanto mais vezes as escolas participavam das olimpiadas,
mais positivos eram os resultados. Biondi, Vasconcellos e Menezes-Filho (2009, p. 11) afirmam que
“Todas as estimativas do ATT apontam para resultados de impacto estatisticamente significativos e
positivos, e sinalizam que quanto maior o niumero de participacdes nas edicdes da Olimpiada, maior

0 impacto na nota”.

Essas melhorias devem-se principalmente a questées olimpicas serem aplicadas na forma

de problemas que fazem o aluno ter que pensar de maneira ativa na situagao apresentada, por
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meio da criacdo de estratégias para chegar na solugao e que envolvem contelidos que nem sempre
sao vistos no Ensino Basico, mas que podem ser adquiridos por meio de treinamentos olimpicos.
Podemos ver que a propria BNCC evidencia a importancia do ensino ser proposto principalmente

por meio da resolucao de problemas.

Os processos matematicos de resolugao de problemas, de investigacao, de desen-
volvimento de projetos e da modelagem podem ser citados como formas privilegi-
adas da atividade matematica, motivo pelo qual séo, ao mesmo tempo, objeto e
estratégia para a aprendizagem ao longo de todo o Ensino Fundamental. Esses
processos de aprendizagem sdo potencialmente ricos para o desenvolvimento de
competéncias fundamentais para o letramento matematico (BRASIL, 2018, p. 266).

Além da BNCC, alguns artigos também defendem a resolucao de problemas como metodo-

logia de ensino.

Assim, o conhecimento matematico ganha significado quando os alunos se de-
frontam com situagbes desafiadoras e trabalham para desenvolver estratégias de
resolugdo. Dai a importancia de tomar a resolugao de problemas como ponto de
partida da atividade matematica e nao mais como uma série de exercicios para afe-
rir se 0s alunos apreenderam determinado conteudo ou nao (LEITE; ARAUJO, 2010,

p. 3).
Portanto, é a partir de questoes olimpicas que envolvem Progressao Aritmética que vamos
construir este artigo, utilizando-se de suas respectivas resolugdes como exemplos para a compre-

ensao do assunto abordado.

Diversos trabalhos versam sobre Progressoes Aritméticas e Olimpiadas de Matematica. Car-
valho (2008) e Vargas (2019) abordam o ensino das PAs para estudantes do 1° ano do Ensino
Médio. Carvalho (2008) apresenta uma pesquisa qualitativa para investigar em quais condigoes €
possivel fazer com que alunos generalizem termos de uma PA e constatou que, apés momentos de
observagao e com o auxilio de sequéncias (numéricas ou representadas por figuras), foi possivel
fazer com que os alunos identificassem somas de termos das PAs ou até a generalizagao de seus
termos, mas que isso nao implicava diretamente na construcao de suas respectivas formulas de-
vido as dificuldades dos alunos com notagbes algébricas. Vargas (2019) investiga o ensino e a
aprendizagem das PAs através da resolugao de problemas, concluindo que a técnica de resolucao
de problemas como metodologia possibilitou que os alunos assimilassem os contetdos de PA de

maneira menos abstrata.

Maroski (2017) e Didgenes e Lima (2020) abordam as PAs com seu devido rigor matematico

e apresentam o conceito de progressoes aritméticas de ordem superior. Araujo e Monsores (2017),
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por sua vez, fizeram uma coleta de respostas de professores, de quase todas as unidades federati-
vas, sobre suas percepgdes a respeito dos objetivos da OBMEP e se esses estao obtendo sucesso
na escola em que cada professor atua, a fim de determinar em que medida a OBMEP induz um apri-
moramento do ensino da Matematica. Ja Souza e Amaro (2017) trazem um relato de experiéncia
sobre os impactos do treinamento olimpico de Matematica para alunos da Educagao Basica e con-
cluem que a oferta de aulas com esta metodologia resulta em um melhor rendimento dos alunos
participantes nao s6 na Matematica como também em outras matérias, por estimular o raciocinio e

a criatividade do estudante.

A divulgagao das competi¢des olimpicas colabora para a ampliagao da participagao dos alu-
nos nesses eventos. Este artigo, por outro lado, traz uma abordagem inovadora por trabalhar com
questoes de Olimpiadas de Matematica, nacionais e internacionais, que estao relacionadas com o
conceito das PAs, PAs de segunda ordem e PAs aplicadas em outras areas da Matematica como
Geometria e Teoria dos Numeros. Espera-se que este trabalho sirva como material de ensino e pes-
quisa para estudantes interessados no assunto e para professores que desejam trabalhar o contetido

de PA através da metodologia da resolugao de problemas olimpicos.

Este trabalho foi desenvolvido a partir da sondagem e selecdo de questdes de Olimpiadas
de Matematica que abordassem o tema de Progressbes Aritméticas. Para tanto, buscamos em
olimpiadas nacionais (OBM e OBMEP), internacionais, como a American Mathematics Competitions
(AMC), a Olimpiada Matematica Espanola (OME) e seus respectivos materiais, como o Banco de
Questdes da OBMEP, notas de aula dos treinamentos dos Polos Olimpicos de Treinamento Intensivo
(POTI-IMPA) e do Programa de Iniciagao Cientifica Jr. (PIC-OBMEP). Apos a escolha dos problemas
olimpicos, estudamos todo o referencial tedrico sobre PA para resolver uma parte das questdes se-
lecionadas. Uma outra parte dessas questdes foi direcionada para compor uma se¢éo de problemas
complementares, a fim de proporcionar uma extensao do conteudo trabalhado no decorrer do artigo.
O objetivo deste trabalho € servir como fonte de estudos para estudantes e docentes que desejam
se preparar para competicoes, olimpiadas ou provas de Matematica que exploram as progressoes
aritméticas. Para isso, desenvolvemos uma sequéncia légica que aborda os principais resultados e
formulas que envolvem progressdes desde a construgao até a aplicagao em provas olimpicas. Nos
exemplos, trouxemos a resolucado de questdes de olimpiadas nacionais e internacionais, de modo
a apresentar os resultados com linguagem clara para cumprir com o objetivo proposto. Além disso,

adicionamos uma segao com problemas complementares que enriquecem este material.
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Dividimos o trabalho em algumas secdes para facilitar o entendimento do leitor sobre o
assunto proposto. Primeiramente, na segao de nuimero 2, definimos precisamente as sequéncias
conhecidas como Progressoes Aritméticas e resolvemos questdes olimpicas relacionadas com as
propriedades iniciais. Através de um argumento conhecido como Somas Telescépicas, obtemos a
Férmula Generalizada do Termo Geral e, consequentemente, a conhecida Formula do Termo Ge-
ral. Na terceira secao, iniciamos com as somas de PAs, desde sua curiosidade histérica acerca
do matematico Gauss, até as demonstracdes e aplicacdes da formula geral da soma em questdes
de olimpiadas. Na sec¢ao de numero 4, sdo vistas PAs de segunda ordem, ou seja, as PAs dentro
de PAs, que consistem em obter uma PA através das diferencas dos termos consecutivos de uma
dada sequéncia. Por mais que seja incomum ver esse assunto ao se estudar PA, a secao dispoe
de definicoes e demonstragées e nos traz questoes provenientes de competicbes matematicas.
Na secao de numero 5, buscamos trazer uma série de problemas complementares oriundos de
Olimpiadas Matematicas e outras de criacao dos autores, para, de maneira geral, complementar e
fixar os conteludos abordados. Finalizando, na se¢do de niumero 6, trazemos a conclusao do traba-
Iho.

2 Fundamentos Iniciais

E evidente que voceé leitor ja teve contato com questdes e problemas que envolviam PAs
e pediam aplicacao direta de alguma férmula que talvez vocé nem soubesse o motivo de funcio-
nar, tanto na técnica envolvida quanto na intuicdo do que estava acontecendo. Mostraremos que
esse conteudo pode ser explorado de diversas formas e relacionando diversos outros temas de
Matematica, como divisibilidade, congruéncia modular e manipulacées com desigualdades que, a
priori, nao parecem se relacionar com o tema central. Reforcamos que nossa intengao € apresentar
como as PAs sdo abordadas em Olimpiadas de Matematica. Para isso, precisamos antes definir

formalmente uma PA e entdo apresentar alguns resultados pertinentes para a nossa discussao.

Apresentaremos agora a definicdo central deste trabalho e provaremos algumas de suas

propriedades a partir da defini¢ao.

Definicao 2.1. Uma sequéncia (a,,),cp € dita uma progressao aritmética se existe alguma constante

r tal que

Ap+1 — A =T, (1)
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para todo k € D, onde D é um subconjunto de N e r é dita a razdo da PA. Se D = N, a progressao

aritmética é infinita. Se D = {1, 2,...,n}, a progressao aritmética é finita, com n termos.

Observacao 2.2. Ressaltamos que, na definicdo de PA acima, estamos considerando tanto as

sequéncias finitas (com quantidade finita de termos) quanto sequéncias com infinitos termos.

Ja sabemos que uma sequéncia, em particular uma PA, é uma fungao cujo dominio é o
conjunto dos nimeros naturais (ou subconjunto dele). O curioso aqui é que, dada qualquer funcao
polinomial de grau 1 (ou fungao afim) f : R — R, podemos encontrar uma PA a partir desta fungao
fazendo a restricao f|n, onde denotaremos os termos da sequéncia por a,, € definiremos por a,, =
f(n), para cada n € N. Por exemplo, se tomarmos a fungéo f : R — R dada por f(z) = 3z, temos

que f|y € uma progressao aritmética. Graficamente, temos (Figuras 2 e 3):

Figura 2—-f:R—>R Figura 3—f:N—>R
18 18 L
16 ]
/ .
14 14

[}
'
[}
@

o
@
L ]

Fonte: Elaboracéo dos autores. Fonte: Elaboracao dos autores.

Nosso primeiro exemplo, relaciona conhecimentos de PA com Teoria dos Numeros e depende
somente da definicdo da razdo de uma PA. A questao foi selecionada do Programa de Iniciagao Ci-
entifica Jr. (PIC-OBMEP), que convida participantes premiados da OBMEP a trabalhar com proble-
mas matematicos e oferece atividades ministradas por estudantes e professores universitarios para

ampliar o conhecimento cientifico dos participantes.
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Exemplo 2.3 (PIC-OBMEP/2021). Podem os numeros v/2,/3 e \/5 compor trés termos consecuti-

vos de uma progressao aritmética?

Solugdo: Suponha, por absurdo, que (v/2,v/3,v/5) seja uma progressao aritmética. Dessa forma,

existe uma razao r tal que

VE-V3=r=v3-v2 & V5+v2=2V3

Elevando ambos os lados da ultima igualdade ao quadrado, obtemos
)
5+2V65V2+2=4.3 — 2/10=12-7 & ﬁ:i,

0 que é um absurdo, uma vez que /10 € um ndmero irracional. [ |

Perceba que, até entao, apresentamos uma PA apenas como uma sequéncia que respeita a
condicado (1). Isso significa que, para descobrir um a2 de uma PA com primeiro termo a; = 5+ /3
e razdo r = —2 + 5v/3, precisariamos ir somando a razdo sucessivas vezes até chegar ao termo de
posicao 2022. Entao, uma primeira pergunta que nos deparamos e que muitos de vocés sabem a
resposta é: “Sera que conseguimos determinar rapidamente o termo a,, em uma posigao n qualquer
desta sequéncia?”. A resposta € positiva e ha duas maneiras. Sendo (a,),eny Uma PA, entdo seu

n-ésimo termo, a,,, pode ser obtido pela seguinte formula:
an, =a; + (n—1)r, (2)

em que a; € o primeiro termo e r € a razdo da PA. Essa expressao € conhecida como Formula do
Termo Geral. Outra maneira de encontrarmos o termo geral € conhecida por Formula Generalizada

do Termo Geral:

an = ax + (n — k)r, (3)

com a; sendo o k-ésimo termo ou termo da posicao k. Em algumas circunstancias, é favoravel o
uso de uma das duas formulas (2) ou (3), a primeira quando ja tivermos o primeiro termo e a razao,
e a segunda quando queremos estabelecer uma relacao entre dois termos quaisquer da sequéncia.
Tao importante quanto saber estas formulas iniciais é saber como encontra-las. O procedimento que
mostraremos a seguir € fundamental no estudo de sequéncias olimpicas e consiste no procedimento

chamado Somas Telescopicas. Por definicao, ay — a1 = r para todo k > 2. Assim, escrevendo

NASCIMENTO, Erick Caetano Alves do; SILVA FILHO, Marcos Miguel da; TANAKA, Thiago Yukio; ARAUJO,
@ Jogli Gidel da Silva. Do termo geral a soma de Gauss: uma abordagem olimpica sobre progressoes aritméticas.
REMAT: Revista Eletronica da Matematica, Bento Gongalves, RS, v. 9, n. 1, p. €3001, 3 de janeiro de 2023.

https://doi.org/10.35819/remat2022v9i1id5727.




REMAT: Revista Eletrénica da Matematica 11

todas as diferencas desde a,, — a,,—1 até a1 — ax, vamos obter:

Gp — An—1 = T
an—-1 —Aap-2 = T,
Qg+2 — Qg1 = T,

Ap+1 — Ak = 7.

E facil ver que temos (n — k) expressdes acima, pois é a quantidade de termos entre a;1 €

a,. Somando todas as equacgdes, obtemos:

Ap —0p—1+ Q1 —Gp-2+ Ap-2 — ... —Qy2 + Qg2 —Aq1 + app1 —ap = (0 — k)7 (4)

0 0 0 0

Perceba que, no somatério anterior, todos os termos intermediarios se anulam e, portanto,
do lado esquerdo da igualdade resta apenas a,, — a;. Agora, somando a, em ambos os lados da
igualdade, obtemos a férmula dada em (3). Para obtermos a formula em (2), basta fazer k = 1, pois

isso equivale a repetir todo o processo anterior, desenvolvendo até a diferenga as — a; = 7.

Somas como (4), em que os termos intermediarios sao cancelados, restando apenas o pri-
meiro e Ultimo termo, sao as citadas Somas Telescopicas. Faremos uso deste método novamente

quando lidarmos com Progressdes Aritméticas de segunda ordem.

Observacao 2.4. Agora que sabemos destas formulas, faremos uma observacgao interessante so-
bre o Exemplo 2.3. Na verdade, os nimeros v/2, \/3 e /5 ndo podem nunca pertencer a uma
mesma PA e isso independe da posicdo desses numeros na sequéncia! Curioso, nao? Suponha,
por contradi¢do, que exista uma tal PA com primeiro termo a., razdo r e contendo \/2, \/3 e v/5 como
termos dessa sequéncia. Dessa maneira, suponha que /2, v/3 e \/5 ocupam as posi¢cées p+1, g+1
e s+ 1 (adicionamos um apenas para facilitar os calculos). Como os termos sao distintos, entao p, q

e s também séao distintos entre si. Pela expressao do termo geral,

\/§:a1 +pT7
V3 =a1+qr, (5)
\/gzal -+ sr.

Usando as duas primeiras equagdes de (5), podemos encontrar as expressoes para a, € r em fungao

dev2,V3,peq
poV3oV2 s VB2
’ q—p

- (6)
q—p
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Combinando (6) e a terceira equacao de (5),

Vi = fpx/i:;@+5\/§—ﬁ:ﬂ(q—p)—p\/g+pﬂ+sx/§—sﬂ

q—p q—p
2q — — 52 — —
_ V2¢-pV3+5sV3 Sf_<q 8)\/§+<8 p)\/i
q—p q—p -
de onde concluimos que podemos escrever
Vs=av2+ov3 com a=1"° ¢ p=2"PL 7)
q—p q—p

Elevando a identidade (7) ao quadrado e organizando a expressao, obtemos

5 — 2a2 — 3b?
5= 2a% +2abV6 + 302 = \/ézg—b’
a

0 que é um absurdo, pois escrevemos \/6, que é irracional, como quociente de nimeros racionais.

No contexto olimpico, uma questao que vai se utilizar da Férmula do Termo Geral (2) pode
aparecer de varias formas, algumas vezes mais diretamente e em outros momentos de forma que

vocé necessita identificar que a questao se trata de uma PA, como € o caso do exemplo a seguir.

Exemplo 2.5 (Adaptado OBMEP, Banco de Questdes, 1° ano do Ensino Médio, Médulo de Pro-
gressao Aritmética: Definicao e Lei de Formagao, Problema 5). A sequéncia dos nimeros pentago-

nais esta ilustrada na Figura 4:

Figura 4 — Sequéncia pentagonal

DT

Fonte: Elaboragao dos autores.

Sendo a; 0 numero de pontos na borda externa do pentagono I, a; 0 nimero de pontos
na borda externa do pentagono Il e assim sucessivamente, determine quantos pontos possuem na

borda externa do pentagono XX, isto €, determine asy.

Solugao: Perceba que, em uma competicao olimpica, nao teriamos tempo habil de resolver esta
questao desenhando cada um dos pentagonos até chegarmos no XX e contar todos os pontos,

sendo assim, desenvolveremos uma estratégia de contagem a qual veremos estar relacionada com
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uma PA. Contando os pontos da borda externa dos pentagonos presentes na Figura 4, vemos que
ay = 5,a2 = 10 e ag = 15. Essa construgao tem um certo padrao; perceba que cada pentagono é
construido através do seu antecessor, adicionando um ponto a cada borda externa, assim podemos
notar que o numero de pontos, em cada etapa, formam uma PA cuja razao é 5. Dai, sendoa; =5 €
r = 5, podemos encontrar facilmente o termo do pentagono XX que corresponde a vigésima posicao.

Assim, utilizando a férmula (2):

asp =5+ (20 — 1)5 = 100.
[ |

E valido observar que, nesta questdo, trabalhamos apenas com os pontos na borda ex-
terna da sequéncia dos pentagonos. Se considerarmos também os pontos internos na sequéncia,
teriamos um outro tipo de regularidade, descrito em termos de uma PA de segunda ordem, tépico a
ser discutido mais a frente. Ficara como Problema Complementar 12 descobrir 0 asy considerando

também os pontos internos.

O problema trabalhado a seguir foi selecionado da OME, que é a fase nacional da Espanha
das Olimpiadas internacionais, isto €, os melhores classificados nessa prova podem representar a
Espanha em competi¢des internacionais. Perceba que, para solucionarmos o problema, iremos usar

a Férmula do Termo Geral (2).

Exemplo 2.6 (OME, 1994, Fase Nacional, Problema 1). Demonstre que se entre os infinitos ter-
mos de uma progressao aritmética de inteiros positivos existe um quadrado perfeito, entdo existem

infinitos quadrados perfeitos na mesma progressao.

Solucdo: Por hipbtese, a PA é composta por termos positivos, assim podemos considerar a; > 0 0
primeiro termo da PA e » > 0 sua razdo. Como a PA contém um quadrado perfeito, considere = > 0

tal que 2 é um termo da PA; dessa forma existe k € N tal que = = a; + kr. Note agora que

(@ +7)2 = 2% + 200 + 7% = ay + kr + 201 + 12 = a1 + (k + 22 + )7

Logo, encontramos um novo quadrado perfeito maior que x> que também pertence & mesma

PA. Perceba que poderiamos afirmar que (x + 2r)? também pertence a PA, pois

(z+2r)? = 2% + dar + 412 = ay + kr + 4dor 4+ 47° = ay + (k + 4z + 4r)r.
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Analogamente, repetindo 0 mesmo argumento, podemos afirmar que a PA contém todos os
termos do conjunto infinito {(z + nr)%;n € N}, o que mostra que a PA contém uma infinidade de

quadrados perfeitos. [ |

No exemplo a seguir, selecionado de um material de Algebra do projeto Polos Olimpicos de
Treinamento Intensivo (POTI) do Instituto de Matematica Pura e Aplicada (IMPA), vemos como a

utilizagao da férmula (3) pode ser eficiente.

Exemplo 2.7 (POTI, 2012, Algebra, Nivel 2, Aula 4, Problema 15). Em uma PA, temos a, = q €

aq = p, comp # q. Determine a; € a,q.

Solugao: Usando diretamente a Férmula do Termo Generalizado (3)
ap =aq+ (p—q)r.

Como a, = q e a4 = p, segue que

P—q
g=p+p—-qr = q-p=pP-9dr = p—q=—-pP-9gr = r= “oq r=-1L
Sendo r = —1 a razao, podemos utilizar novamente (3), usando a, ou a, (usaremos o primeiro), e

obter
aprg = ap+ [(p+q) —plr = ¢+ q(=1) = 0.
Por fim, novamente por (3), utilizando a,, ou a, (usaremos a,)
ag=a;+1—-qr = a=p+(1-¢(-1) = a=p+qg-—1.
|

Perceba que, no Exemplo 2.7, a utilizagao da Formula Generalizada do Termo Geral na
primeira etapa nos permite encontrar rapidamente a razédo e, em seguida, o termo a,,. Por outro
lado, o uso da Férmula do Termo Geral nos daria um sistema, representado pelas expansoes de a,

€ aq.

3 A famosa Soma de Gauss

Quando estamos lidando com uma sequéncia, podemos nos questionar sobre o valor da

soma de uma quantidade finita de seus termos. A critério de curiosidade, este problema torna-se
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verdadeiramente interessante quando somamos uma quantidade infinita de termos, que é o que
conhecemos por convergéncia de séries numéricas. Para exemplificar, hd o caso da soma dos
infinitos termos de uma Progressao Geométrica (PG) cuja razao € um nimero que em valor absoluto
é menor do que um, mas ha diversos outros casos? de tais somatorios, 0s quais nao abordaremos
aqui. Essa questao é pertinente até mesmo no nosso dia a dia, como quando queremos saber
0 quanto nos deslocamos ao total de um més durante uma sequéncia de corridas de bicicleta ao
longo de uma semana ou mesmo em descobrir o montante total quando fazemos investimentos
com aportes mensais. Problemas envolvendo a soma dos termos de uma PA sao recorrentes em
diversas olimpiadas. O resultado que nos permite calcular essas somas rapidamente é conhecido

como Soma de Gauss.

Reza a lenda que Gauss, aos 10 anos de idade, para resolver um exercicio proposto por sua
professora, utilizou uma técnica que viria a ser exatamente o passo a passo da demonstracao desse
resultado: sua professora estaria, a principio, ocupada querendo resolver algumas pendéncias du-
rante a aula e pediu para que a turma encontrasse o valor da soma dos cem primeiros numeros
naturais, 1 +2+3+4+5+...4+ 98 4+ 99 + 100, pois assim levariam um bom tempo ocupados em
siléncio tentando resolver, mas em poucos minutos o0 menino Gauss deu sua resposta: 5050. A pro-
fessora, incrédula pois havia gasto demasiado tempo procurando pela solugao, perguntou ao jovem
como ele chegou em tal resultado. Em sua resposta, ele afirmou que a soma do primeiro e ultimo
termo ou a soma de quaisquer dois termos equidistantes, como o segundo e o penultimo, tinha sem-
pre como resultado o niumero 101, e de 1 a 100 haviam 50 pares de somas desse tipo, dessa forma, o
resultado seria igual a 50 - 101 = 5050. Para ficar claro que este procedimento funciona, usaremos o

recurso da escrita matematica. Sendo S o valor de tal soma, vamos reescrever S de duas maneiras.

— 1 4+ 2 4+ ...+ 99 + 100,
= 100 + 99 + ... + 2 + 1.

2Em uma PG com primeiro termo a, e razdo ¢ satisfazendo |¢| < 1, a soma dos infinitos termos denotada por S.. é

dadapor Seo =a1+as+...+ax+agr1+...= IL. O numero de Euler e nimero Pi (7) também podem ser expressos
—q
comosomasinfinitasasaberefl+l+l+ +l+#+ *mlew—4fé+ + 11 +...=
’ o2t TR (kDT &l T3 7 2%k—1 2k+1 T
(oo}
4
,11
Z( )2z+1
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Como a soma dos termos alinhados € sempre igual a 101, e como ha 100 termos em cada

linha, segue que

101 - 1
25 =101-100 = 5:¥:101-50:5050.

E visivel que este procedimento engenhoso é muito menos trabalhoso do que o calculo da
soma inicial termo a termo. Sugerimos o Problema Complementar 1 para um melhor entendimento

desta estratégia.

Antes de demonstrar o resultado principal, provaremos dois resultados auxiliares que tratam

sobre soma de dois termos equidistantes.

Proposicao 3.1. Seja (a,)neny uma PA de razdo r com r # 0, entao

apt+aqg=az+ay << ptqg=z+y.

Demonstraggo: Utilizando a Férmula Generalizada do Termo Geral (3) para a, em fungdo de a, e a4

em fungao de qa,, temos que
ap, =ay; + (p — x)r,

ag = ay+ (¢ —y)r
Somando as duas linhas do sistema acima, obtemos
ap +ag =az +ay+(p+q—z—yr,

e daqui segue o resultado. [ |

Segue imediatamente o seguinte corolario:

Corolario 3.2. Seja (a,,)n,eny uma PA de razdo r com r # 0, entéo vale que

a4k +app=a1+a,, VVk>1len>k.

Demonstragdo: Perceba que os indices satisfazem a relacao
(14+k)+(n—k)=14n, Vk>1len>k.

O resultado segue entao pela Proposigao 3.1. [ |
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Observacao 3.3. Esta propriedade descrita na Proposicdo 3.1 pode ser generalizada para uma
maior quantidade de termos somados, mas obviamente ndo temos mais a nog¢do de termos equi-
distantes. Por exemplo, utilizando a mesma ideia é possivel mostrar que em uma PA de razao nao
nula,

a; +aj +ap = a; +ay + a,,

desdequei+j+k=x+y+z.

Proposicao 3.4 (Soma dos termos de uma PA ou Soma de Gauss). Dada (a,)neny uma PA de razdo
r e sefa

Sp=a1+as+ ...+ an_1+ an,
a soma dos seus n primeiros termos. Entdo, vale que

n(ai + ap)

Sp = 5

Demonstragéo: Note que
S,=a1+ar+...+ap_1+an (9)
e, inspirado na histéria da soma de Gauss, considere esta mesma soma na ordem invertida
Spn=ap+ap_1+...+a2+aj. (10)
Somando (9) e (10) e, em seguida, utilizando o Corolario 3.2, obtemos

28, = (a1 + an) + (a2 + an_1) + ... + (an-1 + a2) +(an + a1)
— —
=ai+an =ai1+tan (11)

= (a1 +ap) + ...+ (a1 + an) = nlay + ayn),

n vezes

donde

n(a; + ap)

Sn = 5

As questdes de Olimpiadas dificilmente vao pedir para calcular diretamente a soma dos n
primeiros termos de uma PA, mas o conhecimento geral dessa soma pode acabar nos auxiliando na
resolucao dessas questdes, como podemos ver no exemplo a seguir, selecionado de uma prova de

nivel 3 da OBM, que utiliza os conceitos de PA para solucionar um problema da Teoria dos Numeros.

Exemplo 3.5 (OBM, 2007, 1° fase, Nivel 3, Problema 8). Qual dos inteiros positivos abaixo satisfaz
a sequinte equacio:
4 5 6 n*—6 n*—-5 nt-4

+ g+t +——— = 3097
n n

nt  nd
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(a) 2007 (b) 309 (c) 155 (d) 25 (€) 5

Solugao: Tentar encontrar um inteiro n que satisfaga o que € pedido, de forma analitica, seria muito
trabalhoso. Também nao é aconselhavel calcular esta soma diretamente para cada alternativa dada
no enunciado, uma vez que n* seria um nimero grande e, consequentemente, haveriam muitas
parcelas. Entretanto, utilizando os conhecimentos de soma de PA, podemos resolvé-la com menos
trabalho e, consequentemente, em menos tempo, ja que nas Olimpiadas o tempo € importante.

1 A ~ . .
Colocando —; em evidéncia na equagao do enunciado, ficamos com:
n

1
—(4+54+6+...+n" —6+n" —5+n' —4)=309. (12)
n

Percebemos que as parcelas da soma dentro dos parénteses formam uma PA
(4,5,6,...,n* —6,n* — 5,n* — 4) de razdo r = 1 com a; = 4 . Considere ¢ a quantidade de ter-

mos dessa PA, logo a, = n* — 4. Entéo, por (2) temos

ag=a1+(@-1)r = n'-4=4+(¢-1) = n*-T7=q

Além disso, da equacao (12), utilizando a férmula da soma (8) para os ¢ termos dessa PA e

o valor de ¢ em funcao de n, obtemos

1 1 g(a1 +ay) 1 (n*—=7)(4+n*—4) 1 (n*—7)n?
-6 =2 - 4 — =309 = ——FF— =309
n4 Sq n4 2 309 = n4 2 n4 2
= nt—-7=618 = n=625=>5.
A resposta correta € o item (e). |

Questoes olimpicas quase nunca serao solucionadas com a mera aplicagao de uma féormula,
pois quase sempre envolvem diversos argumentos l6gicos e dedutivos até que seja possivel utiliza-
la. Além disso, ha questdes que envolvem mais um de um conteldo dentro da propria Matematica.
Veremos no exemplo a seguir, selecionado do Banco de Questdes da OBMEP, um problema que
envolve a soma dos termos de uma PA e também o tema das desigualdades. O Banco de Questdes
da OBMEP e o Portal da OBMEP sao fontes ricas em materiais contendo problemas olimpicos, suas

solugdes e material tedrico para quem pretende participar das Olimpiadas.

Exemplo 3.6 (Portal da OBMEP, 2022, 1° ano do Ensino Médio, Médulo de Progressao Aritmética:
Soma dos Termos de uma PA, Problema 12). Qual deve ser o nimero minimo de termos consecu-
tivos que devemos somar, a partir do primeiro, da sequéncia (—133,—126, —119,—112,...) para que

a soma seja positiva?
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Solugéo: Note que a; = —133 e r = 7. Dessa forma, utilizando (2) e (8), temos que

n(ar +a,)  n(=133+ (=133 + (n —1)7))  n(7n — 273)‘

Sn = 2 - 2 - 2

Dai, para S,, > 0 devemos ter 7n? — 273n > 0, que € equivalente a 7n > 273, e isso nos mostra que

n > 39. Portanto, o menor inteiro positivo que satisfaz o que é pedido é n = 40. |

Observacao 3.7. Uma curiosidade interessante que podemos extrair da formula da soma dos n
primeiros termos de uma PA (a,,) de razdo r é a relagdo entre média aritmética e mediana® dos seus

termos. Isso pode ser feito da seguinte forma: se n é impar, podemos escrevé-lo como n = 2k + 1
S2k+1
2k +1
termos. De fato, das equacédes (3) e (8), temos

para algum k € Z, logo = axy1, onde a1 € a mediana e a fragdo a média aritmética desses

Sokv1 2k +1)(a1 +ageq1) (a1 +agkr1)  ar+ar+ (2k+1-1)r  2a3 + 2kr

2%k + 1 2(2k + 1) 2 2 2

=a1+ kr =apy1.

O caso paran par € um bom exercicio para o leitor e se encontra proposto no Problema 3.

Faremos uso da férmula provada na observagao anterior para solucionar o problema a se-
guir, que foi selecionado da American Mathematics Competitions (AMC). A AMC é um programa da
Mathematical Association of America (MAA) baseado em exames e materiais curriculares a fim de
desenvolver, nos alunos do Ensino Fundamental e Médio, as habilidades de resolugcao de problemas

e 0 conhecimento matematico necessario para alcanga-las. E também uma seletiva para a IMO.

Exemplo 3.8 (AMC, 2005, 10A, Problema 17). Na estrela abaixo, as letras A, B, C, D e E serdo
trocadas pelos numeros 3, 5, 6, 7 € 9, ndo necessariamente nessa ordem. As somas dos numeros
nos extremos dos segmentos AB, BC, CD, DE e EA formam uma PA, outra vez, nao necessariamente

nessa ordem. Qual o termo médio dessa PA?

3 Valor central de uma sequéncia numérica ordenada. Se a sequéncia tiver uma quantidade impar de termos, a mediana
é o termo central. Se tiver uma quantidade par, a mediana é a média aritmética dos dois termos centrais.
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Figura 5 — Estrela exemplificando a situagao

Fonte: Elaboragao dos autores.

Soluggo: Chame de a,, o termo médio (mediana) da sequéncia. Por hipotese, temos que A+ B, A+
E,B+C,C+ D, D+ E estao em PA, ndo necessariamente nesta ordem. Perceba que tentar resolver
de forma direta seria impraticavel, uma vez que nao sabemos a ordem em que os ndimeros estao.
Contudo, pela observacgao 3.7, a,, pode ser encontrado por

 A+B+A+E+B+C+C+D+D+E 2A+2B+2C+2D+2E

5 5
2
_ (3+5+56+7+9):65():12 =

am

Um bom exercicio seria tentar resolver este problema sem a utilizagdo da Observacéo 3.7.

Na questao a seguir, selecionada da International Mathematical Olympiad, utilizamos os co-
nhecimentos de aritmética modular. Caso o leitor ndo esteja familiarizado com o assunto, favor

consultar Matos (2017).

Exemplo 3.9 (IMO, 1991, Primeiro Dia, Problema 2). Seja n > 6 um numero inteiro positivo e seja
a1 < az < ... < ai @ sequéncia de todos os inteiros positivos menores que n. que sao relativamente
primos com n. Prove que se a sequéncia ay, as, . ..,a; € uma progressao aritmeética, entdo n é um

numero primo ou uma poténcia de 2.

Solugao: Primeiramente, note que a1 = 1 e a, = n—1, jdque 1 e n—1 sao inteiros positivos menores
do que n, que sao relativamente primos com n. Dai, considerando r a razdo dessa progressao

aritmética:

* Se r = 1, n é relativamente primo com 1,2,...,n — 2,n — 1 dai, pelo sistema reduzido de

residuos, isto é equivalente a dizer que n € primo;
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« Se r = 2, em particular, n é relativamente primo com todos os primos impares menores do
que ele, ou seja, na decomposicao primaria de n aparece apenas o primo 2, logo n € uma

poténcia de 2.

Considerando agora o caso r > 3, podemos notar que a; = 1 e ax = 1 + r > 4, dai é facil ver que

3| n, ja que nao é relativamente primo com n. Utilizando a congruéncia modulo 3, temos:

1. r = 0 mod 3. Como n = 1+ ag, € pela formula do termo geral, n =1+ 1 + (k — 1)r, entdo

n = 2 mod 3, 0 que implica que n deixa resto 2 na divisdo por 3, contrariando o fato de 3 | n;

2. r = 1mod 3. Dai ag = 1+ 2r = 0 mod 3, logo 3 é divisor comum de a3 e n, contrariando o

fato de a3 ser relativamente primo com n;

3. r =2 mod 3. Entdo as = 1 + r = 0 mod 3, obtendo a mesma contradi¢cao do item anterior.

Desta forma, para todos os casos com r > 3, chegamos em uma contradi¢cdo. Portanto » = 1 ou

r = 2 e, consequentemente, n € primo ou poténcia de 2. |

4 PAs dentro de PAs

A nivel de curiosidade, vamos entrar agora no mundo das PAs de segunda ordem, que nada
mais sao do que sequéncias cujas diferencas dos seus termos consecutivos formam uma PA. O
questionamento natural que podemos fazer é se existem férmulas do termo geral e para a soma dos

n primeiros de termos de uma PA de segunda ordem, assim como fizemos nas se¢des anteriores.

Definicao 4.1 (Progressao Aritmética de Segunda Ordem). Uma progressao aritmética de segunda
ordem é uma sequéncia (a,,) na qual as diferencas a,+1 — a,, entre cada termo e o termo anterior,

formam uma progressao aritmética com razao ndo nula.

Observacao 4.2. Assim como no caso das PAs, também podemos ver as PAs de segunda ordem
como a restricdo de uma fungao polinomial do segundo grau de numeros reais no conjunto dos
ndmeros naturais. Por exemplo, tome a fungdo f : R — R dada por f(x) = 2% + 2z — 6 e considere
fln. Vemos que f(1) = =3, f(2) = 2, f(3) =9, f(4) = 18 e assim por diante, e entdo, observando
as primeiras diferengas, f(2) — f(1) =5, f(3) — f(2) =7 e f(4) — f(3) = 9, podemos perceber que
estas diferencas formam uma PA, pois fazendo a diferenca entre valores consecutivos obtidos acima

(do maior para o menor) temos que 7 — 5 = 9 — 7 = 2. Também seria verdade que (f(n) — f(n —
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1))—(f(n—1)— f(n—2)) =2, para todo n > 3, 0 que garante que f|y € de fato uma PA de segunda

ordem. Graficamente, temos (Figuras 6 e 7):

Figura 6 -f:R—R Figura 7— f :N—>R

—\ 25 -
20
\

@

=

Fonte: Elaboragao dos autores. Fonte: Elaboragao dos autores.
Deixamos como um desafio para o leitor provar a propriedade mais geral para o fato apre-
sentado na observacao anterior: que a restricdo de qualquer funcao quadratica ao conjunto dos

numeros naturais define uma PA de segunda ordem. Isto pode ser visto no Problema 10.

Vamos agora buscar pelas férmulas do termo geral e generalizado. Seja entao (b,,) uma PA

de segunda ordem. Dessa maneira, a sequéncia formada pelas diferencas sucessivas
(b2 — b1,b3 — b2, bs _b37"'7bk+1 _bk’7)

forma uma PA de primeira ordem (a,,) com ay = b1 — by, Cujo primeiro termo € a; = by — by € razao

é r. Perceba que

bp —bp_1 = an—1=a1+(n—2)r
bp—1—bp—2 = an_o=a+ (TL — 3)7“, (13)
bpr1—br = ap=a+ (k—1)r

Das equagbes acima, podemos perceber trés relagoes importantes (a terceira como consequéncia

da segunda):
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» Se a PA de segunda ordem é finita e tem n elementos, a PA (de primeira ordem) associada a

ela terd n — 1 elementos;

+ Somando todas as equacgoes de (13) e observando que a soma do lado esquerdo da igual-

dade é telescépica, obtemos

bp—by = ap+agt1+...+ap1=(@+k—-1r)+...4+ (a1 + (n—2)r)
= (n—klai+[(k—1r+kr+...4+(n—-3)r+(n—2)r] (14)
= (n—k)a; + (n—l—k—;)(n—k)r,

na qual, na ultima igualdade, utilizamos a soma de Gauss. Isolando b,, em (14), obtemos a
Formula Generalizada do Termo Geral da PA de Segunda Ordem,
(n+k—3)(n— k)r

by, =bp + (n—k)a; + (15)

2
Fazendo k = 1, obtemos a Formula do Termo Geral da PA de Segunda Ordem,
— -1
bp =01+ (n—1)ag + %r, (16)

0 que nos mostra que, para encontrar o termo geral da PA de segunda ordem, sao ne-

cessarios, além do primeiro termo by, 0 primeiro termo a; e a razao r da PA associada.

» Do item anterior, temos que o termo geral b,, de uma PA de ordem 2 pode ser expresso como

uma funcao quadratica em n.

Podemos encontrar uma PA de segunda ordem em algumas questoes vistas em diferentes
olimpiadas matematicas, onde pode ser necessario identificar se realmente € uma PA de segunda

ordem, encontrar o termo desta PA, dentre outras situagoes.

Exemplo 4.3 (AMC, 2000, 10, Problema 12). As figuras 0, 1, 2 e 3 abaixo consistem de 1, 5, 13 e 25
quadrados ndo sobrepostos. Se esse padrao permanecer, qual devera ser o numero de quadrados
da figura 1007

Figura 8 — Sequéncia dos quadrados

[ | |

Figura 0 Figura 1 Figura 2 Figura 3

Fonte: Elaboracao dos autores.
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(a) 10401 (b) 19801 (c) 20201 (d) 39801 (e) 40801

Solucdo: Primeiramente, note que 5 — 1 = 4, 13 — 5 = 8, 25 — 13 = 12 e assim sucessivamente.
Logo, o numero de quadrados das figuras nos dao um indicio de uma PA de segunda ordem, ja que
4, 8, 12,... € uma PA de primeira ordem de razdao » = 4. Iremos resolver este problema de duas

maneiras.

A primeira maneira consiste em utilizar a expressao dada pela equacao (16) para determinar
0 centésimo termo. Vamos denotar por (b,,) e (a,,) as PAs de segunda ordem e primeira ordem
associada, respectivamente. Note que, diferente dos problemas anteriores, o indice inicial da figura
€ zero. Sendo assim, o termo b,, corresponde ao numero de quadrados da figura n—1. Dessa forma,
temos que by = 1 e a; = r = 4. Portanto, devemos nos preocupar em calcular o b1 através da
formula (16):

(101 — 2)(101 — 1)

biogr =1+ (101 — 1)4 + 5

4 =1+ 400 + 19800 = 20201.

A segunda maneira consiste em determinar a PA de segunda ordem através da fungao
quadratica:

f(n) =an® +bn +c.

Aqui estamos assumindo como verdade o resultado do Problema 10. Do enunciado, temos que
f(0) =1, o que implica diretamente que ¢ = 1. Dai, sendo f(1) =5 e f(2) = 13, obtemos o seguinte

sistema:
a+b = 4,

4a+2b = 12,
cuja solugdo é a = b = 2. Portanto, a fungcdo quadratica é da forma f(n) = 2n? 4+ 2n + 1 e,
(

consequentemente, f(100) = 20000 + 200 + 1 = 20201. A resposta € o item (c). |

Seria inviavel desenvolver a solugao deste problema aplicando os resultados conhecidos nas
progressoes aritméticas ou geométricas. Tampouco seria possivel solucionar atrasos de construcoes
recorrentes até a figura 100. Dessa forma, apenas percebendo que trata-se de uma PA de segunda
ordem e sabendo que seu termo geral se escreve como uma fungao quadratica, a resolugao do

problema se torna mais simples.

Observacao 4.4. E vélido afirmar que, dada uma sequéncia, denotamos tal sequéncia uma Pro-

gressao Aritmética de Ordem n, quando a diferenca de seus termos consecutivos formam uma nova
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PA de ordem n — 1, que analogamente nos leva a uma PA de ordem n — 2 e assim, sucessivamente,
até obtermos uma PA da forma como comumente vemos. E assim, como comentado nos casos
anteriores, também é possivel obter PAs de ordem n a partir da restricao ao conjunto dos numeros

naturais de fungées polinomiais reais de grau n.

Neste ponto, ja desenvolvemos as duas férmulas para encontrar o termo geral de uma PA
de segunda ordem. Podemos nos indagar se existe uma féormula analoga para a Soma de Gauss

considerando PAs de segunda ordem. Vamos em busca da resposta para este questionamento.

A fim de abordar diferentes tépicos presentes nas olimpiadas, vamos provar a soma de uma
quantidade finita de termos de uma PA de segunda ordem através das propriedades de somatorios
e de resultados conhecidos que podem ser provados por inducdo®. Este método de manipulacéo é
famoso e bastante utilizado na resolucao de problemas olimpicos; ver Silva (2015) para uma leitura

complementar sobre indugao.

Vimos em (16) que o termo geral de uma PA de segunda ordem (b,,), associada a uma PA

de primeira ordem (a,,) com razao igual a r, pode ser expresso como:

b =b1+ (n—1)a; + M;Tl_l)r.

Portanto, somando os k primeiros termos de ambos os lados, seguindo o sentido da igual-

dade, obtemos:

“Asaber: 1+2+...+n=37 i="0re12 492 4 4p? =0 2= nodCedl)
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k k
S b, = z(b1+<n1>a1+<”—2>2<”—1>r>

n=1 n=1

k
1+Zn_1a1+zn —3n—|—2
k k k
Zl+alzn_za1+ Z 52 ]
n=1 n=1 =1
+1

2
= n=1

k(k+1)_kal+[k(k J2k+1) k+ ]T

=kb
1+ ar 5 12 1

— kby + g(al(k 1) 2a1) + L’; ((k+1)(2k +1) — 9(k + 1) + 12)} r

rk
:kb1+l2€(a1k—a1)—|—f[2k2+3k‘+1—9k 9+12]

12
:kb1+‘“k(’;_1) T;(k? 3k +2)
-1
:kb1+‘“k(’;)+7"6k(k—1)(k_z).

Sugerimos os problemas complementares 9, 10 e 11, que abordam questées com PAs de

segunda ordem.

5 Problemas Complementares

Esta secao é especial, pois propomos problemas olimpicos e outros, criados pelos autores, a
respeito dos temas abordados nas secdes anteriores a fim de dar continuidade aos estudos do leitor

e servir como um pequeno banco de questdes para auxiliar o professor em suas aulas.

Voltamos a ressaltar, como ja dito na introdugao, que a resolugao de problemas como meto-
dologia de ensino se mostra muito eficiente na construgao dos conhecimentos para qualquer assunto
matematico, o que € reforcado pelos Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) de Matematica
(BRASIL, 1998). Na BNCC (BRASIL, 2018), a metodologia de resolugao de problema é vista como
um objeto e uma estratégia de aprendizagem durante o Ensino Fundamental, por isso € entendido

como forma privilegiada na atividade matematica. O documento ainda aponta que:

Esses processos de aprendizagem sdo potencialmente ricos para o desenvolvi-
mento de competéncias fundamentais para o letramento matematico (raciocinio,
representacdo, comunicacado e argumentacao) e para o desenvolvimento do pen-
samento computacional (BRASIL, 2018, p. 266).
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Dessa forma, € de fundamental importancia que o leitor solucione os problemas propostos

para uma maior contemplagao do assunto.

Problema 1 (Elaboragao dos autores). Encontre a soma dos n primeiros numeros naturais:

(a) Pares (b) Impares (c) Multiplos de 5
De duas maneiras:

(i) Por meio do processo dedutivo, utilizando o argumento da soma de termos equidistantes.

(i) Utilizando a férmula da Soma de Gauss.

Problema 2 (Adaptado de OBMEP, Banco de Questdes, 1° ano do Ensino Médio, Médulo de Pro-
gressao Aritmética: Exercicios de Fixagao, Problema 10). A soma dos primeiros termos de uma PA

é dada por S,, = 4n? — 2n comn € N. Qual 0 10° termo dessa progressdo?

Problema 3 (Elaboracao dos autores). Mostre que a relagao entre a média aritmética e a mediana
dos termos de uma PA (a,) ainda é satisfeita quando a quantidade de termos é par. Isto €, dado
algumn = 2k, mostre que

Sok _ g+ ap

2k 2 ’
(Dica: Siga as mesmas ideias do que fizemos no caso n impar).

Problema 4. (ThinklIT), Se a, b, c estdo em PA e a — ¢ = b, encontre o valor de a em fungao de b.

A
Problema 5. (ThinklIT) Se a, A1, Ao, b estado em PA, entao encontre A—l
2

Problema 6 (Adaptado de OBMEP, Banco de Questdes, 1° ano do Ensino Médio, Mddulo de Pro-
gressao Aritmética: Definigao e Lei de Formagao, Problema 11). Na progresséao aritmética (aq, az, as,
as o

a4, as), sabe-se que as + a5 = 9 e as — a3 = 16. Entdo, quanto vale —
a

Problema 7 (PIC-OBMEP/2021). Quantos s&o os inteiros positivos que estao entre 1 e 1000 e que

sao multiplos de 2 e de 3 simultaneamente, e qual é a soma destes nimeros?

Problema 8 (Adaptado de PIC-OBMEP/2021). Considere uma fungéo afim, f(x) = ax + b, e uma

progressao aritmética (x,,). Mostre que (f(x,)) também € uma progressao aritmetica.

Problema 9 (AMC, 2016, 10A, Problema 10). Um tapete foi confeccionado de acordo com a figura
abaixo. As trés areas de cores diferentes esta em PA. O retangulo interno tem 1 metro de largura e
cada uma das duas regides sombreadas tem 1 metro de largura em todos os quatro lados. Qual é o

comprimento em metros do retdngulo menor?
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Figura 9 — Tapete exemplificando a situagao

Fonte: Elaboracao dos autores.

Problema 10 (Elaboracao dos autores). Considere uma fungao polinomial do segundo grau f : R —
R dada por f(x) = ax?® + bx + c. Prove, por indugdo, que f|n, ou seja, (f(n)) comn € N é uma

progressao aritmética de segunda ordem.

Problema 11 (Elaboracao dos autores). Considere uma fungao polinomial do segundo grau f : R —
R dada por f(x) = ax?® + bx + ¢ € uma progressao aritmética x,, = x1 + (n — 1)r. Mostre que (f(x,))

€ uma progressao aritmética de seqgunda ordem. (Generalizacao do problema 10.)

Problema 12 (Elaboracao dos autores). Considere a construgcdo desenvolvida no Exemplo 2.5.

(a) Considerando tanto os pontos externos quanto os pontos internos, determine o numero de
pontos no pentagono XX. (Dica: Note que os pontos em cada etapa possuem uma regulari-
dade.)

(b) Suponha que vocé utilizou feijbes para montar um esquema dos pentagonos em cada uma
das etapas. Quantos feijdes vocé utilizou para montar todos os pentagonos desde a etapa |
até a etapa XX?

Problema 13 (Elaboracdo dos autores). Sejam (c,,) uma PA de primeira ordem com razao s e (by,)
uma PA de segunda ordem cuja PA de primeira ordem associada, (a,), tem razgo r. Prove que a
sequéncia (d,), definida por dy, = by, + ¢, k > 1, também é uma PA de segunda ordem. Explicite d,

e a razgo da PA de primeira ordem associada a (d,,).

6 Consideracoes Finais

Neste trabalho, abordamos os principais topicos a respeito das Progressdes Aritméticas por
meio de problemas olimpicos. Trabalhamos com os conceitos iniciais da teoria, como a Férmula do
Termo Geral de uma PA, dados o termo inicial e a razao, e a Férmula Generalizada do Termo Geral,

que relaciona quaisquer dois termos distintos de uma PA de razao r. Também foi vista a Formula
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Geral da Soma dos primeiros termos de uma PA, a famosa Soma de Gauss. Por fim, passamos
pelas PAs de segunda ordem, cujas diferengas de seus termos consecutivos formam uma PA de
razao r, e, entao, foram vistas versdes analogas das Formulas do Termo Geral e da Soma para as
PAs de segunda ordem. Todos esses conceitos foram associados com questdes olimpicas nacionais
e internacionais, a fim de exemplificar como essas competigées abordam o assunto, deixando claro,

em cada uma das solugdes, a importancia dos tépicos apresentados anteriormente.

Vimos a importancia de trabalhar com problemas matematicos como metodologia de ensino
e apoiamos todo o conteddo em volta das solugoes desses problemas. Além disso, através das
pesquisas citadas anteriormente, incentivamos e percebemos o quao importante é a participagao
das escolas nas Olimpiadas Matematicas, pois, além de encontrar novos nomes para a Matematica,
melhora o rendimento escolar dos alunos, ndo apenas na Matematica como também em outras dis-

ciplinas, e, consequentemente, aumenta as notas das escolas nos sistemas nacionais de avaliagao.

Esperamos que o trabalho sirva de material tedrico, uma referéncia de ensino e pesquisa
para estudantes e professores que desejam trabalhar as PAs em um contexto olimpico ou baseado
na metodologia de resolucao de problemas. Por isso, criamos uma se¢cao com problemas comple-

mentares para reforcar os estudos dos tépicos apresentados no trabalho.
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