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Érick Caetano Alves do Nascimento1

Universidade Federal de Pernambuco (UFPE), Recife, PE, Brasil

https://orcid.org/0000-0002-4713-6525, http://lattes.cnpq.br/0975672330526007

Marcos Miguel da Silva Filho2

Universidade Federal Rural de Pernambuco (UFRPE), Recife, PE, Brasil

https://orcid.org/0000-0001-9598-6383, http://lattes.cnpq.br/8360093239768815

Thiago Yukio Tanaka3

Universidade Federal Rural de Pernambuco (UFRPE), Recife, PE, Brasil

https://orcid.org/0000-0002-6586-127X, http://lattes.cnpq.br/3394446426392577

Jogli Gidel da Silva Araújo4
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Resumo: O objetivo deste trabalho é abordar a progressão aritmética (PA) de primeira e segunda ordem

no contexto das Olimpı́adas de Matemática. Para isso, desenvolvemos os principais resultados envolvendo

as PAs, como as propriedades da razão, as expressões para os termos geral e generalizado e a soma de

Gauss, no intuito de aplicá-los na resolução de questões olı́mpicas. Com o propósito de complementar essa

formação, exploramos o conteúdo das PAs de segunda ordem que não é tão abordado na Educação Básica.

Os problemas foram selecionados das Olimpı́adas Matemáticas nacionais e internacionais de destaque, como
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a Olimpı́ada Brasileira de Matemática (OBM), a Olimpı́ada Brasileira de Matemática das Escolas Públicas (OB-

MEP), a American Mathematics Competitions (AMC) e a International Mathematical Olympiad (IMO). Durante

as soluções desses problemas, procuramos enfatizar o conceito trabalhado de modo a destacar a importância

deste conteúdo na preparação de docentes e discentes envolvidos com treinamentos olı́mpicos.

Palavras-chave: Progressão Aritmética; Olimpı́adas de Matemática; Educação.

Abstract: The objective of this work is to approach the arithmetic progression (AP) of first and second order in

the context of the Mathematical Olympiads. For this, we will develop the main results involving the APs, such

as the properties of the ratio, the expressions for the general and generalized terms and the Gauss sum, in or-

der to apply them in the resolution of Olympic questions. In order to complement this training, we explored the

content of second-order APs that is not so addressed in Basic Education. The problems were selected from

prominent national and international Mathematical Olympiads, such as the Brazilian Mathematical Olympiad

(OBM), the Brazilian Mathematical Olympiad of Public Schools (OBMEP), the American Mathematics Compe-

titions (AMC) and the International Mathematical Olympiad (IMO). During the solutions of these problems, we

tried to emphasize the concept worked in order to highlight the importance of this content in the preparation of

teachers and students involved with olympic training.

Keywords: Arithmetic Progression; Mathematics Olympiads; Education.

Resumen: El propósito de este trabajo es abordar la progresión aritmética (PA) del primer y segundo orden en

el contexto de los Juegos Olı́mpicos de Matemáticas. Con este fin, desarrollaremos los principales resultados

relacionados con el PAs, como las propiedades de la razón, las expresiones para los términos generales y

generalizados y la suma de Gauss, para aplicarlas para resolver preguntas olı́mpicas. Con el propósito de

complementar esta formación, explotamos el contenido de los PAs de segundo orden que no se aborda tanto

en la Educación Básica. Los problemas fueron seleccionados de las Olimpiadas Matemáticas nacionales e

internacionales, como la Olimpiadas de Matemáticas Brasileña (OBM), Olimpiadas de las Escuelas Públicas

Brasileñas (OBMEP), el American Mathematics Competitions (AMC) y la International Mathematical Olympiad

(IMO). Durante las soluciones de estos problemas, buscamos enfatizar el concepto trabajado para resaltar la

importancia de este contenido en la preparación de maestros y estudiantes involucrados con la capacitación

olı́mpica.

Palabras clave: Progresión Aritmética; Olimpiadas de Matemáticas; Educación.
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REMAT: Revista Eletrônica da Matemática, Bento Gonçalves, RS, v. 9, n. 1, p. e3001, 3 de janeiro de 2023.
https://doi.org/10.35819/remat2022v9i1id5727.

https://doi.org/10.35819/remat2022v9i1id5727


REMAT: Revista Eletrônica da Matemática 3

1 Introdução

Uma sequência é uma função que tem por domı́nio o conjunto dos números naturais (sequência

infinita) ou o conjunto dos números naturais menores do que ou igual a n (sequência finita, com n

elementos). Por exemplo, são representações da mesma sequência:

• (an), com an = 3n, n ∈ N;

• (3n)n∈N;

• (3, 6, 9, ..., 3n, 3(n+ 1), ...);

•
an : N → R

n 7→ an = 3n;

• (an) tal que ak+1 − ak = 3 e a1 = 3.

Aqui, diferente da grande maioria dos livros do Ensino Básico de Matemática, estamos consi-

derando o conjunto dos números naturais como sendo o conjunto N = {1, 2, 3, 4, . . . n, n+1, . . .}, isto

é, não estamos considerando o 0 (zero) como um número natural. Porém, em alguns momentos,

será conveniente denotar o primeiro termo da sequência como sendo aquele com ı́ndice zero, a0.

No Ensino Básico, podemos observar algumas sequências famosas com particularidades

bem determinadas em suas Leis de Formações ou que são obtidas por meio de Recorrências como

a Progressão Geométrica (PG), a sequência de Fibonacci e também a Progressão Aritmética (PA).

Destacamos que as PAs têm seu cunho histórico firmado desde os povos antigos, como os egı́pcios,

que nos mostram em alguns problemas no papiro de Rhind1 a necessidade e o domı́nio de PA,

perpassando por outros povos e também mais recentemente por Gauss (responsável pela fórmula

da soma de finitos termos de uma PA) (VARGAS, 2019).

Figura 1 – Papiro de Rhind.

Fonte: Belluck (2010).

1Também conhecido como Papiro de Ahmes, em homenagem ao escriba que o copiou por volta de 1650 a.C. Neste,
encontram-se diversos problemas matemáticos de tópicos como geometria e álgebra. Em particular, há o seguinte
problema envolvendo PA: “Divida 100 pães entre 5 homens de modo que as partes recebidas estejam em Progressão
Aritmética e que um sétimo da soma das três partes maiores seja igual à soma das duas menores” (LIMA et al., 2004, p.
4).
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De acordo com a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), no Ensino Básico, o estudo

das sequências numéricas está sempre relacionado com a unidade temática “Álgebra” e acontece

desde o 1º ano do Ensino Fundamental, a partir da identificação de padrões, como podemos ver

na habilidade EF01MA10: “Descrever, após o reconhecimento e a explicitação de um padrão (ou

regularidade), os elementos ausentes em sequências recursivas de números naturais, objetos ou

figuras” (BRASIL, 2018, p. 279). Já no 2º ano do Ensino Fundamental, espera-se que o estudante

tenha seu primeiro contato com a construção de sequências ordenadas de números naturais, como

indica a habilidade EF02MA09: “Construir sequências de números naturais em ordem crescente ou

decrescente a partir de um número qualquer, utilizando uma regularidade estabelecida” (BRASIL,

2018, p. 283).

O estudo das progressões aritméticas, ainda que não tenham recebido tal nomenclatura,

é iniciado no 3º ano do Ensino Fundamental, de acordo com a habilidade EF03MA10: “Identificar

regularidades em sequências ordenadas de números naturais, resultantes da realização de adições

ou subtrações sucessivas, por um mesmo número, descrever uma regra de formação da sequência

e determinar elementos faltantes ou seguintes” (BRASIL, 2018, p. 287). Por fim, a primeira vez que

vemos a relação entre sequências numéricas e expressões algébricas, essencial para o estudo das

PAs, é no 7º ano do Ensino Fundamental, a partir da habilidade EF07MA15: “Utilizar a simbologia

algébrica para expressar regularidades encontradas em sequências numéricas” (BRASIL, 2018, p.

307).

O estudo das progressões aritméticas propriamente ditas só acontece no Ensino Médio,

como podemos ver, ainda na BNCC, na Competência Especı́fica 5, que diz:

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propri-
edades matemáticas, empregando estratégias e recursos, como observação de
padrões, experimentações e diferentes tecnologias, identificando a necessidade, ou
não, de uma demonstração cada vez mais formal na validação das referidas conjec-
turas (BRASIL, 2018, p. 540).

Já a habilidade em que as PAs são citadas é a EM13MAT507: “Identificar e associar pro-

gressões aritméticas (PA) a funções afins de domı́nios discretos, para análise de propriedades,

dedução de algumas fórmulas e resolução de problemas” (BRASIL, 2018, p. 541).

No Ensino Superior, estuda-se o conteúdo de sequências, em geral, em uma unidade temática

nas disciplinas de Cálculo Diferencial e Integral ou Análise na Reta (ou no RN ). A primeira disciplina

está preocupada, em sua maior parte, com aspectos computacionais relacionados à técnica, ou seja,

os cálculos dos procedimentos envolvidos. Por outro lado, a segunda preocupa-se em fundamentar
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esses resultados, isto é, demonstrar de maneira rigorosa as propriedades ou resultados que são uti-

lizados. Os conteúdos trabalhados são centrados nas propriedades gerais, como monotonicidade,

limitação, operações e regularidade e nos critérios de convergência, como o Critério de Cauchy, o

Teorema da Convergência Monótona e o Teorema de Bolzano-Weierstrass. Porém, pouco ou quase

nenhum tratamento é direcionado para as PAs em si.

As Olimpı́adas Matemáticas, além de reunir grandes nomes de matemáticos de todas as

idades, também têm como objetivo encontrar grandes talentos para a Matemática, a exemplo do

matemático Terence Tao, medalhista Fields (2006), que, ainda no inı́cio de sua adolescência, em

1988, conseguiu medalha de ouro na International Mathematical Olympiad (IMO), sendo, até a atu-

alidade, o mais jovem a receber três medalhas na história da Olimpı́ada. Também temos como

exemplo o jovem pernambucano Pedro Gomes Cabral que, aos 18 anos, na IMO 2020, alcançou

uma medalha de ouro. No Brasil, existem algumas Olimpı́adas Matemáticas, como a Olimpı́ada Bra-

sileira de Matemática (OBM), iniciada em 1979, e a Olimpı́ada Brasileira de Matemática das Escolas

Públicas (OBMEP), criada em 2005. Ambas são aplicadas a partir do 6º ano do Ensino Funda-

mental e têm como objetivo em comum estimular e promover o estudo da Matemática em prol da

melhoria do ensino da Matemática no Brasil, além de incentivar o aperfeiçoamento dos professores

pela participação na Olimpı́ada. A OBM, em particular, também apresenta o objetivo de selecionar

estudantes para representar o Brasil em competições internacionais.

Estudos apontam resultados positivos para a realização dessas competições nas escolas,

não só com os alunos, mas também para professores de Matemática. Biondi, Vasconcellos e

Menezes-Filho (2009, p. 3) evidenciam que “O estimador resultante é classificado como dupla-

mente robusto e apontou para um impacto positivo e estatisticamente significativo nas notas médias

de matemática dos estudantes de 8ª série na Prova Brasil 2007”. Assim, podemos concluir que

as escolas que participam da OBMEP tendem a evoluir no desenvolvimento escolar e ter melhores

notas nos sistemas de avaliação da educação no Brasil. Mais ainda, os dados estudados no ar-

tigo citado anteriormente mostram que, quanto mais vezes as escolas participavam das olimpı́adas,

mais positivos eram os resultados. Biondi, Vasconcellos e Menezes-Filho (2009, p. 11) afirmam que

“Todas as estimativas do ATT apontam para resultados de impacto estatisticamente significativos e

positivos, e sinalizam que quanto maior o número de participações nas edições da Olimpı́ada, maior

o impacto na nota”.

Essas melhorias devem-se principalmente a questões olı́mpicas serem aplicadas na forma

de problemas que fazem o aluno ter que pensar de maneira ativa na situação apresentada, por
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meio da criação de estratégias para chegar na solução e que envolvem conteúdos que nem sempre

são vistos no Ensino Básico, mas que podem ser adquiridos por meio de treinamentos olı́mpicos.

Podemos ver que a própria BNCC evidencia a importância do ensino ser proposto principalmente

por meio da resolução de problemas.

Os processos matemáticos de resolução de problemas, de investigação, de desen-
volvimento de projetos e da modelagem podem ser citados como formas privilegi-
adas da atividade matemática, motivo pelo qual são, ao mesmo tempo, objeto e
estratégia para a aprendizagem ao longo de todo o Ensino Fundamental. Esses
processos de aprendizagem são potencialmente ricos para o desenvolvimento de
competências fundamentais para o letramento matemático (BRASIL, 2018, p. 266).

Além da BNCC, alguns artigos também defendem a resolução de problemas como metodo-

logia de ensino.

Assim, o conhecimento matemático ganha significado quando os alunos se de-
frontam com situações desafiadoras e trabalham para desenvolver estratégias de
resolução. Daı́ a importância de tomar a resolução de problemas como ponto de
partida da atividade matemática e não mais como uma série de exercı́cios para afe-
rir se os alunos apreenderam determinado conteúdo ou não (LEITE; ARAUJO, 2010,
p. 3).

Portanto, é a partir de questões olı́mpicas que envolvem Progressão Aritmética que vamos

construir este artigo, utilizando-se de suas respectivas resoluções como exemplos para a compre-

ensão do assunto abordado.

Diversos trabalhos versam sobre Progressões Aritméticas e Olimpı́adas de Matemática. Car-

valho (2008) e Vargas (2019) abordam o ensino das PAs para estudantes do 1º ano do Ensino

Médio. Carvalho (2008) apresenta uma pesquisa qualitativa para investigar em quais condições é

possı́vel fazer com que alunos generalizem termos de uma PA e constatou que, após momentos de

observação e com o auxı́lio de sequências (numéricas ou representadas por figuras), foi possı́vel

fazer com que os alunos identificassem somas de termos das PAs ou até a generalização de seus

termos, mas que isso não implicava diretamente na construção de suas respectivas fórmulas de-

vido às dificuldades dos alunos com notações algébricas. Vargas (2019) investiga o ensino e a

aprendizagem das PAs através da resolução de problemas, concluindo que a técnica de resolução

de problemas como metodologia possibilitou que os alunos assimilassem os conteúdos de PA de

maneira menos abstrata.

Maroski (2017) e Diógenes e Lima (2020) abordam as PAs com seu devido rigor matemático

e apresentam o conceito de progressões aritméticas de ordem superior. Araujo e Monsores (2017),
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por sua vez, fizeram uma coleta de respostas de professores, de quase todas as unidades federati-

vas, sobre suas percepções a respeito dos objetivos da OBMEP e se esses estão obtendo sucesso

na escola em que cada professor atua, a fim de determinar em que medida a OBMEP induz um apri-

moramento do ensino da Matemática. Já Souza e Amaro (2017) trazem um relato de experiência

sobre os impactos do treinamento olı́mpico de Matemática para alunos da Educação Básica e con-

cluem que a oferta de aulas com esta metodologia resulta em um melhor rendimento dos alunos

participantes não só na Matemática como também em outras matérias, por estimular o raciocı́nio e

a criatividade do estudante.

A divulgação das competições olı́mpicas colabora para a ampliação da participação dos alu-

nos nesses eventos. Este artigo, por outro lado, traz uma abordagem inovadora por trabalhar com

questões de Olimpı́adas de Matemática, nacionais e internacionais, que estão relacionadas com o

conceito das PAs, PAs de segunda ordem e PAs aplicadas em outras áreas da Matemática como

Geometria e Teoria dos Números. Espera-se que este trabalho sirva como material de ensino e pes-

quisa para estudantes interessados no assunto e para professores que desejam trabalhar o conteúdo

de PA através da metodologia da resolução de problemas olı́mpicos.

Este trabalho foi desenvolvido a partir da sondagem e seleção de questões de Olimpı́adas

de Matemática que abordassem o tema de Progressões Aritméticas. Para tanto, buscamos em

olimpı́adas nacionais (OBM e OBMEP), internacionais, como a American Mathematics Competitions

(AMC), a Olimpiada Matemática Española (OME) e seus respectivos materiais, como o Banco de

Questões da OBMEP, notas de aula dos treinamentos dos Polos Olı́mpicos de Treinamento Intensivo

(POTI-IMPA) e do Programa de Iniciação Cientı́fica Jr. (PIC-OBMEP). Após a escolha dos problemas

olı́mpicos, estudamos todo o referencial teórico sobre PA para resolver uma parte das questões se-

lecionadas. Uma outra parte dessas questões foi direcionada para compor uma seção de problemas

complementares, a fim de proporcionar uma extensão do conteúdo trabalhado no decorrer do artigo.

O objetivo deste trabalho é servir como fonte de estudos para estudantes e docentes que desejam

se preparar para competições, olimpı́adas ou provas de Matemática que exploram as progressões

aritméticas. Para isso, desenvolvemos uma sequência lógica que aborda os principais resultados e

fórmulas que envolvem progressões desde a construção até a aplicação em provas olı́mpicas. Nos

exemplos, trouxemos a resolução de questões de olimpı́adas nacionais e internacionais, de modo

a apresentar os resultados com linguagem clara para cumprir com o objetivo proposto. Além disso,

adicionamos uma seção com problemas complementares que enriquecem este material.
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Dividimos o trabalho em algumas seções para facilitar o entendimento do leitor sobre o

assunto proposto. Primeiramente, na seção de número 2, definimos precisamente as sequências

conhecidas como Progressões Aritméticas e resolvemos questões olı́mpicas relacionadas com as

propriedades iniciais. Através de um argumento conhecido como Somas Telescópicas, obtemos a

Fórmula Generalizada do Termo Geral e, consequentemente, a conhecida Fórmula do Termo Ge-

ral. Na terceira seção, iniciamos com as somas de PAs, desde sua curiosidade histórica acerca

do matemático Gauss, até as demonstrações e aplicações da fórmula geral da soma em questões

de olimpı́adas. Na seção de número 4, são vistas PAs de segunda ordem, ou seja, as PAs dentro

de PAs, que consistem em obter uma PA através das diferenças dos termos consecutivos de uma

dada sequência. Por mais que seja incomum ver esse assunto ao se estudar PA, a seção dispõe

de definições e demonstrações e nos traz questões provenientes de competições matemáticas.

Na seção de número 5, buscamos trazer uma série de problemas complementares oriundos de

Olimpı́adas Matemáticas e outras de criação dos autores, para, de maneira geral, complementar e

fixar os conteúdos abordados. Finalizando, na seção de número 6, trazemos a conclusão do traba-

lho.

2 Fundamentos Iniciais

É evidente que você leitor já teve contato com questões e problemas que envolviam PAs

e pediam aplicação direta de alguma fórmula que talvez você nem soubesse o motivo de funcio-

nar, tanto na técnica envolvida quanto na intuição do que estava acontecendo. Mostraremos que

esse conteúdo pode ser explorado de diversas formas e relacionando diversos outros temas de

Matemática, como divisibilidade, congruência modular e manipulações com desigualdades que, a

priori, não parecem se relacionar com o tema central. Reforçamos que nossa intenção é apresentar

como as PAs são abordadas em Olimpı́adas de Matemática. Para isso, precisamos antes definir

formalmente uma PA e então apresentar alguns resultados pertinentes para a nossa discussão.

Apresentaremos agora a definição central deste trabalho e provaremos algumas de suas

propriedades a partir da definição.

Definição 2.1. Uma sequência (an)n∈D é dita uma progressão aritmética se existe alguma constante

r tal que

ak+1 − ak = r, (1)
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para todo k ∈ D, onde D é um subconjunto de N e r é dita a razão da PA. Se D = N, a progressão

aritmética é infinita. Se D = {1, 2, ..., n}, a progressão aritmética é finita, com n termos.

Observação 2.2. Ressaltamos que, na definição de PA acima, estamos considerando tanto as

sequências finitas (com quantidade finita de termos) quanto sequências com infinitos termos.

Já sabemos que uma sequência, em particular uma PA, é uma função cujo domı́nio é o

conjunto dos números naturais (ou subconjunto dele). O curioso aqui é que, dada qualquer função

polinomial de grau 1 (ou função afim) f : R → R, podemos encontrar uma PA a partir desta função

fazendo a restrição f |N, onde denotaremos os termos da sequência por an e definiremos por an =

f(n), para cada n ∈ N. Por exemplo, se tomarmos a função f : R → R dada por f(x) = 3x, temos

que f |N é uma progressão aritmética. Graficamente, temos (Figuras 2 e 3):

Figura 2 – f : R → R

Fonte: Elaboração dos autores.

Figura 3 – f : N → R

Fonte: Elaboração dos autores.

Nosso primeiro exemplo, relaciona conhecimentos de PA com Teoria dos Números e depende

somente da definição da razão de uma PA. A questão foi selecionada do Programa de Iniciação Ci-

entı́fica Jr. (PIC-OBMEP), que convida participantes premiados da OBMEP a trabalhar com proble-

mas matemáticos e oferece atividades ministradas por estudantes e professores universitários para

ampliar o conhecimento cientı́fico dos participantes.
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Exemplo 2.3 (PIC-OBMEP/2021). Podem os números
√
2,
√
3 e

√
5 compor três termos consecuti-

vos de uma progressão aritmética?

Solução: Suponha, por absurdo, que (
√
2,
√
3,
√
5) seja uma progressão aritmética. Dessa forma,

existe uma razão r tal que

√
5−

√
3 = r =

√
3−

√
2 ⇔

√
5 +

√
2 = 2

√
3.

Elevando ambos os lados da última igualdade ao quadrado, obtemos

5 + 2
√
5
√
2 + 2 = 4 · 3 ⇐⇒ 2

√
10 = 12− 7 ⇔

√
10 =

5

2
,

o que é um absurdo, uma vez que
√
10 é um número irracional. ■

Perceba que, até então, apresentamos uma PA apenas como uma sequência que respeita a

condição (1). Isso significa que, para descobrir um a2022 de uma PA com primeiro termo a1 = 5+
√
3

e razão r = −2 + 5
√
3, precisarı́amos ir somando a razão sucessivas vezes até chegar ao termo de

posição 2022. Então, uma primeira pergunta que nos deparamos e que muitos de vocês sabem a

resposta é: “Será que conseguimos determinar rapidamente o termo an em uma posição n qualquer

desta sequência?”. A resposta é positiva e há duas maneiras. Sendo (an)n∈N uma PA, então seu

n-ésimo termo, an, pode ser obtido pela seguinte fórmula:

an = a1 + (n− 1)r, (2)

em que a1 é o primeiro termo e r é a razão da PA. Essa expressão é conhecida como Fórmula do

Termo Geral . Outra maneira de encontrarmos o termo geral é conhecida por Fórmula Generalizada

do Termo Geral:

an = ak + (n− k)r, (3)

com ak sendo o k-ésimo termo ou termo da posição k. Em algumas circunstâncias, é favorável o

uso de uma das duas fórmulas (2) ou (3), a primeira quando já tivermos o primeiro termo e a razão,

e a segunda quando queremos estabelecer uma relação entre dois termos quaisquer da sequência.

Tão importante quanto saber estas fórmulas iniciais é saber como encontrá-las. O procedimento que

mostraremos a seguir é fundamental no estudo de sequências olı́mpicas e consiste no procedimento

chamado Somas Telescópicas. Por definição, ak − ak−1 = r para todo k ≥ 2. Assim, escrevendo
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todas as diferenças desde an − an−1 até ak+1 − ak, vamos obter:

an − an−1 = r,

an−1 − an−2 = r,
...

...
...

ak+2 − ak+1 = r,

ak+1 − ak = r.

É fácil ver que temos (n− k) expressões acima, pois é a quantidade de termos entre ak+1 e

an. Somando todas as equações, obtemos:

an−an−1 + an−1︸ ︷︷ ︸
0

−an−2 + an−2︸ ︷︷ ︸
0

− . . .−ak+2 + ak+2︸ ︷︷ ︸
0

−ak+1 + ak+1︸ ︷︷ ︸
0

−ak = (n− k)r. (4)

Perceba que, no somatório anterior, todos os termos intermediários se anulam e, portanto,

do lado esquerdo da igualdade resta apenas an − ak. Agora, somando ak em ambos os lados da

igualdade, obtemos a fórmula dada em (3). Para obtermos a fórmula em (2), basta fazer k = 1, pois

isso equivale a repetir todo o processo anterior, desenvolvendo até a diferença a2 − a1 = r.

Somas como (4), em que os termos intermediários são cancelados, restando apenas o pri-

meiro e último termo, são as citadas Somas Telescópicas. Faremos uso deste método novamente

quando lidarmos com Progressões Aritméticas de segunda ordem.

Observação 2.4. Agora que sabemos destas fórmulas, faremos uma observação interessante so-

bre o Exemplo 2.3. Na verdade, os números
√
2,

√
3 e

√
5 não podem nunca pertencer a uma

mesma PA e isso independe da posição desses números na sequência! Curioso, não? Suponha,

por contradição, que exista uma tal PA com primeiro termo a1, razão r e contendo
√
2,

√
3 e

√
5 como

termos dessa sequência. Dessa maneira, suponha que
√
2,

√
3 e

√
5 ocupam as posições p+1, q+1

e s+1 (adicionamos um apenas para facilitar os cálculos). Como os termos são distintos, então p, q

e s também são distintos entre si. Pela expressão do termo geral,
√
2 = a1 + pr,

√
3 = a1 + qr,

√
5 = a1 + sr.

(5)

Usando as duas primeiras equações de (5), podemos encontrar as expressões para a1 e r em função

de
√
2,

√
3, p e q

r =

√
3−

√
2

q − p
, a1 =

√
2− p

√
3−

√
2

q − p
. (6)
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Combinando (6) e a terceira equação de (5),

√
5 =

√
2− p

√
3−

√
2

q − p
+ s

√
3−

√
2

q − p
=

√
2(q − p)− p

√
3 + p

√
2 + s

√
3− s

√
2

q − p

=

√
2q − p

√
3 + s

√
3− s

√
2

q − p
=

(
q − s

q − p

)√
2 +

(
s− p

q − p

)√
3,

de onde concluı́mos que podemos escrever

√
5 = a

√
2 + b

√
3 com a =

q − s

q − p
e b =

s− p

q − p
. (7)

Elevando a identidade (7) ao quadrado e organizando a expressão, obtemos

5 = 2a2 + 2ab
√
6 + 3b2 ⇒

√
6 =

5− 2a2 − 3b2

2ab
,

o que é um absurdo, pois escrevemos
√
6, que é irracional, como quociente de números racionais.

No contexto olı́mpico, uma questão que vai se utilizar da Fórmula do Termo Geral (2) pode

aparecer de várias formas, algumas vezes mais diretamente e em outros momentos de forma que

você necessita identificar que a questão se trata de uma PA, como é o caso do exemplo a seguir.

Exemplo 2.5 (Adaptado OBMEP, Banco de Questões, 1◦ ano do Ensino Médio, Módulo de Pro-

gressão Aritmética: Definição e Lei de Formação, Problema 5). A sequência dos números pentago-

nais está ilustrada na Figura 4:

Figura 4 – Sequência pentagonal

Fonte: Elaboração dos autores.

Sendo a1 o número de pontos na borda externa do pentágono I, a2 o número de pontos

na borda externa do pentágono II e assim sucessivamente, determine quantos pontos possuem na

borda externa do pentágono XX, isto é, determine a20.

Solução: Perceba que, em uma competição olı́mpica, não terı́amos tempo hábil de resolver esta

questão desenhando cada um dos pentágonos até chegarmos no XX e contar todos os pontos,

sendo assim, desenvolveremos uma estratégia de contagem a qual veremos estar relacionada com
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uma PA. Contando os pontos da borda externa dos pentágonos presentes na Figura 4, vemos que

a1 = 5, a2 = 10 e a3 = 15. Essa construção tem um certo padrão; perceba que cada pentágono é

construı́do através do seu antecessor, adicionando um ponto a cada borda externa, assim podemos

notar que o número de pontos, em cada etapa, formam uma PA cuja razão é 5. Daı́, sendo a1 = 5 e

r = 5, podemos encontrar facilmente o termo do pentágono XX que corresponde à vigésima posição.

Assim, utilizando a fórmula (2):

a20 = 5 + (20− 1)5 = 100.

■

É válido observar que, nesta questão, trabalhamos apenas com os pontos na borda ex-

terna da sequência dos pentágonos. Se considerarmos também os pontos internos na sequência,

terı́amos um outro tipo de regularidade, descrito em termos de uma PA de segunda ordem, tópico a

ser discutido mais a frente. Ficará como Problema Complementar 12 descobrir o a20 considerando

também os pontos internos.

O problema trabalhado a seguir foi selecionado da OME, que é a fase nacional da Espanha

das Olimpı́adas internacionais, isto é, os melhores classificados nessa prova podem representar a

Espanha em competições internacionais. Perceba que, para solucionarmos o problema, iremos usar

a Fórmula do Termo Geral (2).

Exemplo 2.6 (OME, 1994, Fase Nacional, Problema 1). Demonstre que se entre os infinitos ter-

mos de uma progressão aritmética de inteiros positivos existe um quadrado perfeito, então existem

infinitos quadrados perfeitos na mesma progressão.

Solução: Por hipótese, a PA é composta por termos positivos, assim podemos considerar a1 > 0 o

primeiro termo da PA e r > 0 sua razão. Como a PA contém um quadrado perfeito, considere x > 0

tal que x2 é um termo da PA; dessa forma existe k ∈ N tal que x2 = a1 + kr. Note agora que

(x+ r)2 = x2 + 2xr + r2 = a1 + kr + 2xr + r2 = a1 + (k + 2x+ r)r.

Logo, encontramos um novo quadrado perfeito maior que x2 que também pertence à mesma

PA. Perceba que poderı́amos afirmar que (x+ 2r)2 também pertence à PA, pois

(x+ 2r)2 = x2 + 4xr + 4r2 = a1 + kr + 4xr + 4r2 = a1 + (k + 4x+ 4r)r.
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Analogamente, repetindo o mesmo argumento, podemos afirmar que a PA contém todos os

termos do conjunto infinito {(x + nr)2;n ∈ N}, o que mostra que a PA contém uma infinidade de

quadrados perfeitos. ■

No exemplo a seguir, selecionado de um material de Álgebra do projeto Polos Olı́mpicos de

Treinamento Intensivo (POTI) do Instituto de Matemática Pura e Aplicada (IMPA), vemos como a

utilização da fórmula (3) pode ser eficiente.

Exemplo 2.7 (POTI, 2012, Álgebra, Nı́vel 2, Aula 4, Problema 15). Em uma PA, temos ap = q e

aq = p, com p ̸= q. Determine a1 e ap+q.

Solução: Usando diretamente a Fórmula do Termo Generalizado (3)

ap = aq + (p− q)r.

Como ap = q e aq = p, segue que

q = p+ (p− q)r ⇒ q − p = (p− q)r ⇒ p− q = −(p− q)r ⇒ r = −p− q

p− q
⇒ r = −1.

Sendo r = −1 a razão, podemos utilizar novamente (3), usando ap ou aq (usaremos o primeiro), e

obter

ap+q = ap + [(p+ q)− p]r = q + q(−1) = 0.

Por fim, novamente por (3), utilizando ap ou aq (usaremos aq)

a1 = aq + (1− q)r ⇒ a1 = p+ (1− q)(−1) ⇒ a1 = p+ q − 1.

■

Perceba que, no Exemplo 2.7, a utilização da Formula Generalizada do Termo Geral na

primeira etapa nos permite encontrar rapidamente a razão e, em seguida, o termo ap+q. Por outro

lado, o uso da Fórmula do Termo Geral nos daria um sistema, representado pelas expansões de ap

e aq.

3 A famosa Soma de Gauss

Quando estamos lidando com uma sequência, podemos nos questionar sobre o valor da

soma de uma quantidade finita de seus termos. A critério de curiosidade, este problema torna-se
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verdadeiramente interessante quando somamos uma quantidade infinita de termos, que é o que

conhecemos por convergência de séries numéricas. Para exemplificar, há o caso da soma dos

infinitos termos de uma Progressão Geométrica (PG) cuja razão é um número que em valor absoluto

é menor do que um, mas há diversos outros casos2 de tais somatórios, os quais não abordaremos

aqui. Essa questão é pertinente até mesmo no nosso dia a dia, como quando queremos saber

o quanto nos deslocamos ao total de um mês durante uma sequência de corridas de bicicleta ao

longo de uma semana ou mesmo em descobrir o montante total quando fazemos investimentos

com aportes mensais. Problemas envolvendo a soma dos termos de uma PA são recorrentes em

diversas olimpı́adas. O resultado que nos permite calcular essas somas rapidamente é conhecido

como Soma de Gauss.

Reza a lenda que Gauss, aos 10 anos de idade, para resolver um exercı́cio proposto por sua

professora, utilizou uma técnica que viria a ser exatamente o passo a passo da demonstração desse

resultado: sua professora estaria, a princı́pio, ocupada querendo resolver algumas pendências du-

rante a aula e pediu para que a turma encontrasse o valor da soma dos cem primeiros números

naturais, 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + . . . + 98 + 99 + 100, pois assim levariam um bom tempo ocupados em

silêncio tentando resolver, mas em poucos minutos o menino Gauss deu sua resposta: 5050. A pro-

fessora, incrédula pois havia gasto demasiado tempo procurando pela solução, perguntou ao jovem

como ele chegou em tal resultado. Em sua resposta, ele afirmou que a soma do primeiro e último

termo ou a soma de quaisquer dois termos equidistantes, como o segundo e o penúltimo, tinha sem-

pre como resultado o número 101, e de 1 a 100 haviam 50 pares de somas desse tipo, dessa forma, o

resultado seria igual a 50 · 101 = 5050. Para ficar claro que este procedimento funciona, usaremos o

recurso da escrita matemática. Sendo S o valor de tal soma, vamos reescrever S de duas maneiras.

 S = 1 + 2 + . . . + 99 + 100,

S = 100 + 99 + . . . + 2 + 1.

2Em uma PG com primeiro termo a1 e razão q satisfazendo |q| < 1, a soma dos infinitos termos denotada por S∞ é
dada por S∞ = a1+a2+ . . .+ak +ak+1+ . . . =

a1

1− q
. O número de Euler e número Pi (π) também podem ser expressos

como somas infinitas, a saber e = 1+
1

1!
+

1

2!
+ . . .+

1

k!
+

1

(k + 1)!
+ . . . =

∞∑
i=0

1

i!
e π = 4− 4

3
+ . . .+

4

2k − 1
− 4

2k + 1
+ . . . =

∞∑
i=0

(−1)i
4

2i+ 1
.
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Jogli Gidel da Silva. Do termo geral à soma de Gauss: uma abordagem olı́mpica sobre progressões aritméticas.
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Como a soma dos termos alinhados é sempre igual a 101, e como há 100 termos em cada

linha, segue que

2S = 101 · 100 ⇒ S =
101 · 100

2
= 101 · 50 = 5050.

É visı́vel que este procedimento engenhoso é muito menos trabalhoso do que o cálculo da

soma inicial termo a termo. Sugerimos o Problema Complementar 1 para um melhor entendimento

desta estratégia.

Antes de demonstrar o resultado principal, provaremos dois resultados auxiliares que tratam

sobre soma de dois termos equidistantes.

Proposição 3.1. Seja (an)n∈N uma PA de razão r com r ̸= 0, então

ap + aq = ax + ay ⇔ p+ q = x+ y.

Demonstração: Utilizando a Fórmula Generalizada do Termo Geral (3) para ap em função de ax e aq

em função de ay, temos que 
ap = ax + (p− x)r,

aq = ay + (q − y)r.

Somando as duas linhas do sistema acima, obtemos

ap + aq = ax + ay + (p+ q − x− y)r,

e daqui segue o resultado. ■

Segue imediatamente o seguinte corolário:

Corolário 3.2. Seja (an)n∈N uma PA de razão r com r ̸= 0, então vale que

a1+k + an−k = a1 + an, ∀ k ≥ 1 e n > k.

Demonstração: Perceba que os ı́ndices satisfazem a relação

(1 + k) + (n− k) = 1 + n, ∀k ≥ 1 e n > k.

O resultado segue então pela Proposição 3.1. ■
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Observação 3.3. Esta propriedade descrita na Proposição 3.1 pode ser generalizada para uma

maior quantidade de termos somados, mas obviamente não temos mais a noção de termos equi-

distantes. Por exemplo, utilizando a mesma ideia é possı́vel mostrar que em uma PA de razão não

nula,

ai + aj + ak = ax + ay + az,

desde que i+ j + k = x+ y + z.

Proposição 3.4 (Soma dos termos de uma PA ou Soma de Gauss). Dada (an)n∈N uma PA de razão

r e seja

Sn = a1 + a2 + . . .+ an−1 + an,

a soma dos seus n primeiros termos. Então, vale que

Sn =
n(a1 + an)

2
. (8)

Demonstração: Note que

Sn = a1 + a2 + . . .+ an−1 + an (9)

e, inspirado na história da soma de Gauss, considere esta mesma soma na ordem invertida

Sn = an + an−1 + . . .+ a2 + a1. (10)

Somando (9) e (10) e, em seguida, utilizando o Corolário 3.2, obtemos

2Sn = (a1 + an) + (a2 + an−1)︸ ︷︷ ︸
=a1+an

+ . . .+ (an−1 + a2)︸ ︷︷ ︸
=a1+an

+(an + a1)

= (a1 + an) + . . .+ (a1 + an)︸ ︷︷ ︸
n vezes

= n(a1 + an),

(11)

donde

Sn =
n(a1 + an)

2
.

■

As questões de Olimpı́adas dificilmente vão pedir para calcular diretamente a soma dos n

primeiros termos de uma PA, mas o conhecimento geral dessa soma pode acabar nos auxiliando na

resolução dessas questões, como podemos ver no exemplo a seguir, selecionado de uma prova de

nı́vel 3 da OBM, que utiliza os conceitos de PA para solucionar um problema da Teoria dos Números.

Exemplo 3.5 (OBM, 2007, 1◦ fase, Nı́vel 3, Problema 8). Qual dos inteiros positivos abaixo satisfaz

a seguinte equação:

4

n4
+

5

n4
+

6

n4
+ . . .+

n4 − 6

n4
+

n4 − 5

n4
+

n4 − 4

n4
= 309?
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Jogli Gidel da Silva. Do termo geral à soma de Gauss: uma abordagem olı́mpica sobre progressões aritméticas.
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(a) 2007 (b) 309 (c) 155 (d) 25 (e) 5

Solução: Tentar encontrar um inteiro n que satisfaça o que é pedido, de forma analı́tica, seria muito

trabalhoso. Também não é aconselhável calcular esta soma diretamente para cada alternativa dada

no enunciado, uma vez que n4 seria um número grande e, consequentemente, haveriam muitas

parcelas. Entretanto, utilizando os conhecimentos de soma de PA, podemos resolvê-la com menos

trabalho e, consequentemente, em menos tempo, já que nas Olimpı́adas o tempo é importante.

Colocando
1

n4
em evidência na equação do enunciado, ficamos com:

1

n4
(4 + 5 + 6 + . . .+ n4 − 6 + n4 − 5 + n4 − 4) = 309. (12)

Percebemos que as parcelas da soma dentro dos parênteses formam uma PA

(4, 5, 6, . . . , n4 − 6, n4 − 5, n4 − 4) de razão r = 1 com a1 = 4 . Considere q a quantidade de ter-

mos dessa PA, logo aq = n4 − 4. Então, por (2) temos

aq = a1 + (q − 1)r ⇒ n4 − 4 = 4 + (q − 1) ⇒ n4 − 7 = q.

Além disso, da equação (12), utilizando a fórmula da soma (8) para os q termos dessa PA e

o valor de q em função de n, obtemos

1

n4
Sq =

1

n4

q(a1 + aq)

2
= 309 ⇒ 1

n4

(n4 − 7)(4 + n4 − 4)

2
= 309 ⇒ 1

n4

(n4 − 7)n4

2
= 309

⇒ n4 − 7 = 618 ⇒ n =
4
√
625 = 5.

A resposta correta é o item (e). ■

Questões olı́mpicas quase nunca serão solucionadas com a mera aplicação de uma fórmula,

pois quase sempre envolvem diversos argumentos lógicos e dedutivos até que seja possı́vel utilizá-

la. Além disso, há questões que envolvem mais um de um conteúdo dentro da própria Matemática.

Veremos no exemplo a seguir, selecionado do Banco de Questões da OBMEP, um problema que

envolve a soma dos termos de uma PA e também o tema das desigualdades. O Banco de Questões

da OBMEP e o Portal da OBMEP são fontes ricas em materiais contendo problemas olı́mpicos, suas

soluções e material teórico para quem pretende participar das Olimpı́adas.

Exemplo 3.6 (Portal da OBMEP, 2022, 1◦ ano do Ensino Médio, Módulo de Progressão Aritmética:

Soma dos Termos de uma PA, Problema 12). Qual deve ser o número mı́nimo de termos consecu-

tivos que devemos somar, a partir do primeiro, da sequência (−133,−126,−119,−112, . . .) para que

a soma seja positiva?
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Solução: Note que a1 = −133 e r = 7. Dessa forma, utilizando (2) e (8), temos que

Sn =
n(a1 + an)

2
=

n(−133 + (−133 + (n− 1)7))

2
=

n(7n− 273)

2
.

Daı́, para Sn > 0 devemos ter 7n2 − 273n > 0, que é equivalente a 7n > 273, e isso nos mostra que

n > 39. Portanto, o menor inteiro positivo que satisfaz o que é pedido é n = 40. ■

Observação 3.7. Uma curiosidade interessante que podemos extrair da fórmula da soma dos n

primeiros termos de uma PA (an) de razão r é a relação entre média aritmética e mediana3 dos seus

termos. Isso pode ser feito da seguinte forma: se n é ı́mpar, podemos escrevê-lo como n = 2k + 1

para algum k ∈ Z, logo
S2k+1

2k + 1
= ak+1, onde ak+1 é a mediana e a fração a média aritmética desses

termos. De fato, das equações (3) e (8), temos

S2k+1

2k + 1
=

(2k + 1)(a1 + a2k+1)

2(2k + 1)
=

(a1 + a2k+1)

2
=

a1 + a1 + (2k + 1− 1)r

2
=

2a1 + 2kr

2

= a1 + kr = ak+1.

O caso para n par é um bom exercı́cio para o leitor e se encontra proposto no Problema 3.

Faremos uso da fórmula provada na observação anterior para solucionar o problema a se-

guir, que foi selecionado da American Mathematics Competitions (AMC). A AMC é um programa da

Mathematical Association of America (MAA) baseado em exames e materiais curriculares a fim de

desenvolver, nos alunos do Ensino Fundamental e Médio, as habilidades de resolução de problemas

e o conhecimento matemático necessário para alcançá-las. É também uma seletiva para a IMO.

Exemplo 3.8 (AMC, 2005, 10A, Problema 17). Na estrela abaixo, as letras A, B, C, D e E serão

trocadas pelos números 3, 5, 6, 7 e 9, não necessariamente nessa ordem. As somas dos números

nos extremos dos segmentos AB, BC, CD, DE e EA formam uma PA, outra vez, não necessariamente

nessa ordem. Qual o termo médio dessa PA?

3Valor central de uma sequência numérica ordenada. Se a sequência tiver uma quantidade ı́mpar de termos, a mediana
é o termo central. Se tiver uma quantidade par, a mediana é a média aritmética dos dois termos centrais.
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Figura 5 – Estrela exemplificando a situação

Fonte: Elaboração dos autores.

Solução: Chame de am o termo médio (mediana) da sequência. Por hipótese, temos que A+B,A+

E,B+C,C+D,D+E estão em PA, não necessariamente nesta ordem. Perceba que tentar resolver

de forma direta seria impraticável, uma vez que não sabemos a ordem em que os números estão.

Contudo, pela observação 3.7, am pode ser encontrado por

am =
A+B +A+ E +B + C + C +D +D + E

5
=

2A+ 2B + 2C + 2D + 2E

5

=
2(3 + 5 + 6 + 7 + 9)

5
=

60

5
= 12. ■

Um bom exercı́cio seria tentar resolver este problema sem a utilização da Observação 3.7.

Na questão a seguir, selecionada da International Mathematical Olympiad, utilizamos os co-

nhecimentos de aritmética modular. Caso o leitor não esteja familiarizado com o assunto, favor

consultar Matos (2017).

Exemplo 3.9 (IMO, 1991, Primeiro Dia, Problema 2). Seja n > 6 um número inteiro positivo e seja

a1 < a2 < . . . < ak a sequência de todos os inteiros positivos menores que n que são relativamente

primos com n. Prove que se a sequência a1, a2, . . . , ak é uma progressão aritmética, então n é um

número primo ou uma potência de 2.

Solução: Primeiramente, note que a1 = 1 e ak = n−1, já que 1 e n−1 são inteiros positivos menores

do que n, que são relativamente primos com n. Daı́, considerando r a razão dessa progressão

aritmética:

• Se r = 1, n é relativamente primo com 1, 2, . . . , n − 2, n − 1 daı́, pelo sistema reduzido de

resı́duos, isto é equivalente a dizer que n é primo;
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• Se r = 2, em particular, n é relativamente primo com todos os primos ı́mpares menores do

que ele, ou seja, na decomposição primária de n aparece apenas o primo 2, logo n é uma

potência de 2.

Considerando agora o caso r ≥ 3, podemos notar que a1 = 1 e a2 = 1 + r ≥ 4, daı́ é fácil ver que

3 | n, já que não é relativamente primo com n. Utilizando a congruência módulo 3, temos:

1. r ≡ 0 mod 3. Como n = 1 + ak, e pela fórmula do termo geral, n = 1 + 1 + (k − 1)r, então

n ≡ 2 mod 3, o que implica que n deixa resto 2 na divisão por 3, contrariando o fato de 3 | n;

2. r ≡ 1 mod 3. Daı́ a3 = 1 + 2r ≡ 0 mod 3, logo 3 é divisor comum de a3 e n, contrariando o

fato de a3 ser relativamente primo com n;

3. r ≡ 2 mod 3. Então a2 = 1 + r ≡ 0 mod 3, obtendo a mesma contradição do item anterior.

Desta forma, para todos os casos com r ≥ 3, chegamos em uma contradição. Portanto r = 1 ou

r = 2 e, consequentemente, n é primo ou potência de 2. ■

4 PAs dentro de PAs

A nı́vel de curiosidade, vamos entrar agora no mundo das PAs de segunda ordem, que nada

mais são do que sequências cujas diferenças dos seus termos consecutivos formam uma PA. O

questionamento natural que podemos fazer é se existem fórmulas do termo geral e para a soma dos

n primeiros de termos de uma PA de segunda ordem, assim como fizemos nas seções anteriores.

Definição 4.1 (Progressão Aritmética de Segunda Ordem). Uma progressão aritmética de segunda

ordem é uma sequência (an) na qual as diferenças an+1 − an, entre cada termo e o termo anterior,

formam uma progressão aritmética com razão não nula.

Observação 4.2. Assim como no caso das PAs, também podemos ver as PAs de segunda ordem

como a restrição de uma função polinomial do segundo grau de números reais no conjunto dos

números naturais. Por exemplo, tome a função f : R → R dada por f(x) = x2 + 2x − 6 e considere

f |N. Vemos que f(1) = −3, f(2) = 2, f(3) = 9, f(4) = 18 e assim por diante, e então, observando

as primeiras diferenças, f(2) − f(1) = 5, f(3) − f(2) = 7 e f(4) − f(3) = 9, podemos perceber que

estas diferenças formam uma PA, pois fazendo a diferença entre valores consecutivos obtidos acima

(do maior para o menor) temos que 7 − 5 = 9 − 7 = 2. Também seria verdade que (f(n) − f(n −
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Jogli Gidel da Silva. Do termo geral à soma de Gauss: uma abordagem olı́mpica sobre progressões aritméticas.
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1))− (f(n− 1)− f(n− 2)) = 2, para todo n ≥ 3, o que garante que f |N é de fato uma PA de segunda

ordem. Graficamente, temos (Figuras 6 e 7):

Figura 6 – f : R → R

Fonte: Elaboração dos autores.

Figura 7 – f : N → R

Fonte: Elaboração dos autores.

Deixamos como um desafio para o leitor provar a propriedade mais geral para o fato apre-

sentado na observação anterior: que a restrição de qualquer função quadrática ao conjunto dos

números naturais define uma PA de segunda ordem. Isto pode ser visto no Problema 10.

Vamos agora buscar pelas fórmulas do termo geral e generalizado. Seja então (bn) uma PA

de segunda ordem. Dessa maneira, a sequência formada pelas diferenças sucessivas

(b2 − b1, b3 − b2, b4 − b3, . . . , bk+1 − bk, . . .)

forma uma PA de primeira ordem (an) com ak = bk+1− bk, cujo primeiro termo é a1 = b2− b1 e razão

é r. Perceba que 

bn − bn−1 = an−1 = a1 + (n− 2)r,

bn−1 − bn−2 = an−2 = a1 + (n− 3)r,
...

...
...

bk+1 − bk = ak = a1 + (k − 1)r.

(13)

Das equações acima, podemos perceber três relações importantes (a terceira como consequência

da segunda):
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REMAT: Revista Eletrônica da Matemática, Bento Gonçalves, RS, v. 9, n. 1, p. e3001, 3 de janeiro de 2023.
https://doi.org/10.35819/remat2022v9i1id5727.

https://doi.org/10.35819/remat2022v9i1id5727


REMAT: Revista Eletrônica da Matemática 23

• Se a PA de segunda ordem é finita e tem n elementos, a PA (de primeira ordem) associada a

ela terá n− 1 elementos;

• Somando todas as equações de (13) e observando que a soma do lado esquerdo da igual-

dade é telescópica, obtemos

bn − bk = ak + ak+1 + . . .+ an−1 = (a1 + (k − 1)r) + . . .+ (a1 + (n− 2)r)

= (n− k)a1 + [(k − 1)r + kr + . . .+ (n− 3)r + (n− 2)r]

= (n− k)a1 +
(n+ k − 3)(n− k)

2
r,

(14)

na qual, na última igualdade, utilizamos a soma de Gauss. Isolando bn em (14), obtemos a

Fórmula Generalizada do Termo Geral da PA de Segunda Ordem,

bn = bk + (n− k)a1 +
(n+ k − 3)(n− k)

2
r. (15)

Fazendo k = 1, obtemos a Fórmula do Termo Geral da PA de Segunda Ordem,

bn = b1 + (n− 1)a1 +
(n− 2)(n− 1)

2
r, (16)

o que nos mostra que, para encontrar o termo geral da PA de segunda ordem, são ne-

cessários, além do primeiro termo b1, o primeiro termo a1 e a razão r da PA associada.

• Do item anterior, temos que o termo geral bn de uma PA de ordem 2 pode ser expresso como

uma função quadrática em n.

Podemos encontrar uma PA de segunda ordem em algumas questões vistas em diferentes

olimpı́adas matemáticas, onde pode ser necessário identificar se realmente é uma PA de segunda

ordem, encontrar o termo desta PA, dentre outras situações.

Exemplo 4.3 (AMC, 2000, 10, Problema 12). As figuras 0, 1, 2 e 3 abaixo consistem de 1, 5, 13 e 25

quadrados não sobrepostos. Se esse padrão permanecer, qual deverá ser o número de quadrados

da figura 100?

Figura 8 – Sequência dos quadrados

Fonte: Elaboração dos autores.
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(a) 10401 (b) 19801 (c) 20201 (d) 39801 (e) 40801

Solução: Primeiramente, note que 5 − 1 = 4, 13 − 5 = 8, 25 − 13 = 12 e assim sucessivamente.

Logo, o número de quadrados das figuras nos dão um indı́cio de uma PA de segunda ordem, já que

4, 8, 12, . . . é uma PA de primeira ordem de razão r = 4. Iremos resolver este problema de duas

maneiras.

A primeira maneira consiste em utilizar a expressão dada pela equação (16) para determinar

o centésimo termo. Vamos denotar por (bn) e (an) as PAs de segunda ordem e primeira ordem

associada, respectivamente. Note que, diferente dos problemas anteriores, o ı́ndice inicial da figura

é zero. Sendo assim, o termo bn corresponde ao número de quadrados da figura n−1. Dessa forma,

temos que b1 = 1 e a1 = r = 4. Portanto, devemos nos preocupar em calcular o b101 através da

fórmula (16):

b101 = 1 + (101− 1)4 +
(101− 2)(101− 1)

2
4 = 1 + 400 + 19800 = 20201.

A segunda maneira consiste em determinar a PA de segunda ordem através da função

quadrática:

f(n) = an2 + bn+ c.

Aqui estamos assumindo como verdade o resultado do Problema 10. Do enunciado, temos que

f(0) = 1, o que implica diretamente que c = 1. Daı́, sendo f(1) = 5 e f(2) = 13, obtemos o seguinte

sistema:  a+ b = 4,

4a+ 2b = 12,

cuja solução é a = b = 2. Portanto, a função quadrática é da forma f(n) = 2n2 + 2n + 1 e,

consequentemente, f(100) = 20000 + 200 + 1 = 20201. A resposta é o item (c). ■

Seria inviável desenvolver a solução deste problema aplicando os resultados conhecidos nas

progressões aritméticas ou geométricas. Tampouco seria possı́vel solucionar atrasos de construções

recorrentes até a figura 100. Dessa forma, apenas percebendo que trata-se de uma PA de segunda

ordem e sabendo que seu termo geral se escreve como uma função quadrática, a resolução do

problema se torna mais simples.

Observação 4.4. É válido afirmar que, dada uma sequência, denotamos tal sequência uma Pro-

gressão Aritmética de Ordem n, quando a diferença de seus termos consecutivos formam uma nova
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Jogli Gidel da Silva. Do termo geral à soma de Gauss: uma abordagem olı́mpica sobre progressões aritméticas.
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PA de ordem n− 1, que analogamente nos leva a uma PA de ordem n− 2 e assim, sucessivamente,

até obtermos uma PA da forma como comumente vemos. E assim, como comentado nos casos

anteriores, também é possı́vel obter PAs de ordem n a partir da restrição ao conjunto dos números

naturais de funções polinomiais reais de grau n.

Neste ponto, já desenvolvemos as duas fórmulas para encontrar o termo geral de uma PA

de segunda ordem. Podemos nos indagar se existe uma fórmula análoga para a Soma de Gauss

considerando PAs de segunda ordem. Vamos em busca da resposta para este questionamento.

A fim de abordar diferentes tópicos presentes nas olimpı́adas, vamos provar a soma de uma

quantidade finita de termos de uma PA de segunda ordem através das propriedades de somatórios

e de resultados conhecidos que podem ser provados por indução4. Este método de manipulação é

famoso e bastante utilizado na resolução de problemas olı́mpicos; ver Silva (2015) para uma leitura

complementar sobre indução.

Vimos em (16) que o termo geral de uma PA de segunda ordem (bn), associada a uma PA

de primeira ordem (an) com razão igual a r, pode ser expresso como:

bn = b1 + (n− 1)a1 +
(n− 2)(n− 1)

2
r.

Portanto, somando os k primeiros termos de ambos os lados, seguindo o sentido da igual-

dade, obtemos:

4A saber: 1 + 2 + . . .+ n =
∑n

i=1 i =
n(n+1)

2
; e 12 + 22 + . . .+ n2 =

∑n
i=1 i

2 = n(n+1)(2n+1)
6

.
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k∑
n=1

bn =

k∑
n=1

(
b1 + (n− 1)a1 +

(n− 2)(n− 1)

2
r

)

=
k∑

n=1

b1 +
k∑

n=1

(n− 1)a1 +
k∑

n=1

n2 − 3n+ 2

2
r

=

k∑
n=1

b1 + a1

k∑
n=1

n−
k∑

n=1

a1 +

[
1

2

k∑
n=1

n2 − 3

2

k∑
n=1

n+

k∑
n=1

1

]
r

= kb1 + a1
k(k + 1)

2
− ka1 +

[
k(k + 1)(2k + 1)

12
− 3k(k + 1)

4
+ k

]
r

= kb1 +
k

2
(a1(k + 1)− 2a1) +

[
k

12
((k + 1)(2k + 1)− 9(k + 1) + 12)

]
r

= kb1 +
k

2
(a1k − a1) +

rk

12

[
2k2 + 3k + 1− 9k − 9 + 12

]
= kb1 +

a1k(k − 1)

2
+

rk

6
(k2 − 3k + 2)

= kb1 +
a1k(k − 1)

2
+

rk

6
(k − 1)(k − 2).

Sugerimos os problemas complementares 9, 10 e 11, que abordam questões com PAs de

segunda ordem.

5 Problemas Complementares

Esta seção é especial, pois propomos problemas olı́mpicos e outros, criados pelos autores, a

respeito dos temas abordados nas seções anteriores a fim de dar continuidade aos estudos do leitor

e servir como um pequeno banco de questões para auxiliar o professor em suas aulas.

Voltamos a ressaltar, como já dito na introdução, que a resolução de problemas como meto-

dologia de ensino se mostra muito eficiente na construção dos conhecimentos para qualquer assunto

matemático, o que é reforçado pelos Parâmetros Curriculares Nacionais (PCNs) de Matemática

(BRASIL, 1998). Na BNCC (BRASIL, 2018), a metodologia de resolução de problema é vista como

um objeto e uma estratégia de aprendizagem durante o Ensino Fundamental, por isso é entendido

como forma privilegiada na atividade matemática. O documento ainda aponta que:

Esses processos de aprendizagem são potencialmente ricos para o desenvolvi-
mento de competências fundamentais para o letramento matemático (raciocı́nio,
representação, comunicação e argumentação) e para o desenvolvimento do pen-
samento computacional (BRASIL, 2018, p. 266).
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Jogli Gidel da Silva. Do termo geral à soma de Gauss: uma abordagem olı́mpica sobre progressões aritméticas.
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Dessa forma, é de fundamental importância que o leitor solucione os problemas propostos

para uma maior contemplação do assunto.

Problema 1 (Elaboração dos autores). Encontre a soma dos n primeiros números naturais:

(a) Pares (b) Ímpares (c) Múltiplos de 5

De duas maneiras:

(i) Por meio do processo dedutivo, utilizando o argumento da soma de termos equidistantes.

(ii) Utilizando a fórmula da Soma de Gauss.

Problema 2 (Adaptado de OBMEP, Banco de Questões, 1◦ ano do Ensino Médio, Módulo de Pro-

gressão Aritmética: Exercı́cios de Fixação, Problema 10). A soma dos primeiros termos de uma PA

é dada por Sn = 4n2 − 2n com n ∈ N. Qual o 10◦ termo dessa progressão?

Problema 3 (Elaboração dos autores). Mostre que a relação entre a média aritmética e a mediana

dos termos de uma PA (an) ainda é satisfeita quando a quantidade de termos é par. Isto é, dado

algum n = 2k, mostre que
S2k

2k
=

ak + ak+1

2
.

(Dica: Siga as mesmas ideias do que fizemos no caso n ı́mpar).

Problema 4. (ThinkIIT), Se a, b, c estão em PA e a− c = b, encontre o valor de a em função de b.

Problema 5. (ThinkIIT) Se a, A1, A2, b estão em PA, então encontre
A1

A2
.

Problema 6 (Adaptado de OBMEP, Banco de Questões, 1◦ ano do Ensino Médio, Módulo de Pro-

gressão Aritmética: Definição e Lei de Formação, Problema 11). Na progressão aritmética (a1, a2, a3,

a4, a5), sabe-se que a2 + a5 = 9 e a5 − a3 = 16. Então, quanto vale
a5
a2

?

Problema 7 (PIC-OBMEP/2021). Quantos são os inteiros positivos que estão entre 1 e 1000 e que

são múltiplos de 2 e de 3 simultaneamente, e qual é a soma destes números?

Problema 8 (Adaptado de PIC-OBMEP/2021). Considere uma função afim, f(x) = ax + b, e uma

progressão aritmética (xn). Mostre que (f(xn)) também é uma progressão aritmética.

Problema 9 (AMC, 2016, 10A, Problema 10). Um tapete foi confeccionado de acordo com a figura

abaixo. As três áreas de cores diferentes está em PA. O retângulo interno tem 1 metro de largura e

cada uma das duas regiões sombreadas tem 1 metro de largura em todos os quatro lados. Qual é o

comprimento em metros do retângulo menor?
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Figura 9 – Tapete exemplificando a situação

Fonte: Elaboração dos autores.

Problema 10 (Elaboração dos autores). Considere uma função polinomial do segundo grau f : R →

R dada por f(x) = ax2 + bx + c. Prove, por indução, que f |N, ou seja, (f(n)) com n ∈ N é uma

progressão aritmética de segunda ordem.

Problema 11 (Elaboração dos autores). Considere uma função polinomial do segundo grau f : R →

R dada por f(x) = ax2 + bx+ c e uma progressão aritmética xn = x1 + (n− 1)r. Mostre que (f(xn))

é uma progressão aritmética de segunda ordem. (Generalização do problema 10.)

Problema 12 (Elaboração dos autores). Considere a construção desenvolvida no Exemplo 2.5.

(a) Considerando tanto os pontos externos quanto os pontos internos, determine o número de
pontos no pentágono XX. (Dica: Note que os pontos em cada etapa possuem uma regulari-
dade.)

(b) Suponha que você utilizou feijões para montar um esquema dos pentágonos em cada uma
das etapas. Quantos feijões você utilizou para montar todos os pentágonos desde a etapa I
até a etapa XX?

Problema 13 (Elaboração dos autores). Sejam (cn) uma PA de primeira ordem com razão s e (bn)

uma PA de segunda ordem cuja PA de primeira ordem associada, (an), tem razão r. Prove que a

sequência (dn), definida por dk = bk + ck, k ≥ 1, também é uma PA de segunda ordem. Explicite d1

e a razão da PA de primeira ordem associada a (dn).

6 Considerações Finais

Neste trabalho, abordamos os principais tópicos a respeito das Progressões Aritméticas por

meio de problemas olı́mpicos. Trabalhamos com os conceitos iniciais da teoria, como a Fórmula do

Termo Geral de uma PA, dados o termo inicial e a razão, e a Fórmula Generalizada do Termo Geral,

que relaciona quaisquer dois termos distintos de uma PA de razão r. Também foi vista a Fórmula

NASCIMENTO, Érick Caetano Alves do; SILVA FILHO, Marcos Miguel da; TANAKA, Thiago Yukio; ARAÚJO,
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Geral da Soma dos primeiros termos de uma PA, a famosa Soma de Gauss. Por fim, passamos

pelas PAs de segunda ordem, cujas diferenças de seus termos consecutivos formam uma PA de

razão r, e, então, foram vistas versões análogas das Fórmulas do Termo Geral e da Soma para as

PAs de segunda ordem. Todos esses conceitos foram associados com questões olı́mpicas nacionais

e internacionais, a fim de exemplificar como essas competições abordam o assunto, deixando claro,

em cada uma das soluções, a importância dos tópicos apresentados anteriormente.

Vimos a importância de trabalhar com problemas matemáticos como metodologia de ensino

e apoiamos todo o conteúdo em volta das soluções desses problemas. Além disso, através das

pesquisas citadas anteriormente, incentivamos e percebemos o quão importante é a participação

das escolas nas Olimpı́adas Matemáticas, pois, além de encontrar novos nomes para a Matemática,

melhora o rendimento escolar dos alunos, não apenas na Matemática como também em outras dis-

ciplinas, e, consequentemente, aumenta as notas das escolas nos sistemas nacionais de avaliação.

Esperamos que o trabalho sirva de material teórico, uma referência de ensino e pesquisa

para estudantes e professores que desejam trabalhar as PAs em um contexto olı́mpico ou baseado

na metodologia de resolução de problemas. Por isso, criamos uma seção com problemas comple-

mentares para reforçar os estudos dos tópicos apresentados no trabalho.
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31., Foz do Iguaçu, PR, 2009. Anais [...]. Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de Econometria,
2009.
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Superior e Recorrências Lineares. REMAT: Revista Eletrônica da Matemática, Bento Gonçalves,
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DOI: https://doi.org/10.35819/remat2017v3i2id2410.
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Orientador: Marcelo Gomes Pereira. 2015. 98f. Dissertação (Mestrado Profissional em
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