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Resumo: A modelagem matematica possibilita diversas contribuicbes para o desenvolvimento da sociedade,
colaborando com avancgos cientificos e tecnoldgicos. A partir de modelos representam-se fendmenos reais,
como € o caso da cinética de crescimento de fungos. Neste trabalho € utilizada a equagao de Verhulst,
que caracteriza o crescimento de uma populacdo até a capacidade maxima do meio, resolvendo-a numeri-
camente pelo Método de Euler, de um e dois estagios. A metodologia é validada por meio da comparagao
entre a solugdo numérica e a analitica, disponivel na literatura. O modelo de Verhulst € aplicado considerando
alguns parametros experimentais, viabilizando a determinagao da solugdo numérica da equagao, em um e
dois estagios. Os resultados simulados apresentaram correspondéncia com a solugao analitica, havendo um
menor erro relativo entre as solugdes com o método de dois estagios. Com isso, podem ser adotados outros
métodos em trabalhos futuros, visando minimizar o erro. E, tem-se a possibilidade de empregar o método de
Euler em modelos mais complexos, visto que nem sempre a solugéo exata € conhecida.

Palavras-chave: Crescimento Logistico; Doencas de Tronco em Videiras; Método de Euler; Método de Euler
Modificado.

Abstract: Mathematical modeling enables several contributions to development of society collaborating with
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scientific and technological advances. Through models, real phenomena are represented as is the case of
fungal growth kinetics. This work uses the Verhulst equation, which characterizes the growth of a population
up to the maximum capacity of the medium, solving it numerically by the one and two-stage Euler Method.
The methodology is validated by comparing numerical and analytical solution available in the literature. The
Verhulst model is applied considering some experimental parameters, which makes possible to determine the
numerical solution of the equation in one and two stages. The simulated results presented a correspondence
with the analytical solution with a smaller relative error between the solutions with the two-stage method. Thus,
other methods can be adopted in future works aiming to minimize the error. Additionally, there is the possibility
of employing the Euler method in more complex models since the exact solution is not always known.
Keywords: Logistic Growth; Trunk Diseases in Grapevines; Euler Method; Modified Euler Method.

Resumen: La modelizacion matematica permite realizar diversas aportaciones al desarrollo de la socie-
dad, colaborando con los avances cientificos y tecnolégicos. A partir de diferentes modelos, se representan
fenomenos reales; como es el caso de la cinética de crecimiento de los hongos. En este trabajo se uti-
liza la ecuacién de Verhulst, la cual se caracteriza por el crecimiento de una poblacién hasta su capacidad
maxima del medio; resolviéndola numéricamente por el Método de Euler, de una y dos etapas. La metodo-
logia se valida comparando la solucién numérica y analitica disponible en la literatura. El modelo de Verhulst
se aplica considerando algunos parametros experimentales, lo que le permite determinar la solucién numérica
de la ecuacion en una y dos etapas. Los resultados simulados presentaron correspondencia con la solucién
analitica, con un error relativo menor entre las soluciones con el método de dos etapas. Por lo tanto, se pueden
adoptar otros métodos en futuros trabajos, con el objetivo de minimizar el error. Ademas, existe la posibilidad
de emplear el método de Euler en modelos mas complejos, ya que no siempre se conoce la solucién exacta.
Palabras clave: Crecimiento Logistico; Enfermedades del Tronco de la Vid; Método Euler; Método Euler Mo-
dificado.

Data de submissao: 11 de outubro de 2021.

Data de aprovacao: 26 de novembro de 2021.

1 Introducao

O desempenho da producao vitivinicola interfere diretamente na economia e na organizacao
de diversas regides, as quais t&ém o cultivo da videira como referéncia. A medida que perdas na
producdo prejudicam a comunidade em geral, tem-se o interesse comum em desenvolver e apri-
morar a area, tendo a pesquisa cientifica como uma ferramenta (ALMANCA; LERIN; CAVALCANTI,
2015).
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As doencgas da videira apresentam-se contrarias ao sucesso econémico das regioes produ-
toras, como € o caso da incidéncia de fungos, uma vez que promovem o declinio das plantagdes.
Anteriormente ao combate de pragas é preciso analisar o seu desenvolvimento, como foi feito por Pe-
rin et al. (2019), uma vez que considera-se o fator de crescimento tio importante (JRBEZ-TORRES
et al., 2006).

O presente trabalho versa sobre a modelagem matematica do crescimento de fungos causa-
dores de doencas de tronco em videiras, uma vez que ocasionam a reducao da capacidade produtiva
das plantas. A solucao da equacao diferencial ordinaria (EDO) de crescimento logistico possibilita
a projecao de cenarios de crescimento de fungos, contribuindo no conhecimento sobre esta carac-

teristica.

Neste trabalho sera proposta a solugao numérica da equacao de Verhulst, a qual possui
solugao analitica para comparacgao, similar ao feito por Rodrigues e Hauser (2014). Faz-se a veri-
ficagdo da aproximagao numérica pelo Método de Euler e Euler Modificado, a fim de evidenciar o
melhoramento no método devido a ordem de precisao (JUSTO et al., 2020). Assim, propicia-se a
possibilidade de utilizacdo do método numérico validado em modelos mais complexos, cuja solugao

analitica ainda nao é conhecida.

2 O Modelo de Crescimento Populacional

A modelagem matematica possibilita a denotacao do crescimento fangico na forma de uma
equacao diferencial, visto que se caracteriza por uma equagao em que as incognitas sao funcdes e
envolvem-se derivadas destas fungdées. Com isso, a solugao de uma equacao diferencial consegue

estimar dados futuros e sistematizar o comportamento relativo a variagao entre grandezas.

Dentre os diversos modelos ja existentes tem-se a Dinamica Populacional, a qual permite
descrevermos a variacdo na quantidade dos individuos de uma determinada populagao (P) de
forma constante, como apresentado por Boyce e Diprima (1985). Assim, o crescimento populaci-
onal é dado pela variagdo da populagao inicial (P;) em determinado tempo (t), ou seja, a taxa de
variacao da populacao é proporcional ao produto da populacao existente pela taxa de crescimento

(r), conforme a equagéo:
dP
b (1)

também conhecida como Equacao de Malthus.
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A solucao da Equacao [1| pode ser obtida por meio do Método de Separacao de Variaveis,
resultando na forma geral:

Pt)=C- e

em que C € constante.

Se utilizarmos o Problema de Valor Inicial (PVI) referente a populagdo no tempo inicial, ou

seja, P(0) = P,. Assim, temos que a solugao da equacao de Malthus é:

P(t) = Py-€".

O surgimento de condigdes especiais no crescimento da populagao requer uma adaptagao
na equacao dada, de forma a adequar-se ao evento. Tal fator acontece, conforme Zill (2011, p. 98),
visto que “[...] casos reais de crescimento exponencial por um longo periodo sao dificeis de encon-
trar, pois os recursos limitados do meio ambiente vao em algum momento restringir o crescimento da
populagcao”. A partir disso ha um acréscimo no modelo exponencial de Malthus, passando a conside-
rar a variacao da populacao em dado tempo em ambiente com capacidade de sustentacao. Ou seja,
a populagao cresce até um limite maximo imposto pelo meio, o qual denominamos de capacidade

de suporte (k).

Para isso, segundo Boyce e Diprima (1985), propde-se uma fungéo f(P) = r —a- P, de modo
que f(P) = r > 0 quando P for pequeno, f(P) decresga conforme P cresce e f(P) < 0 quando P

tender a capacidade suporte. Assim, substitui-se a fungdo em (T):

E:(r—a-P)-P,

onde a € uma constante positiva.

A equacao logistica é convenientemente escrita na forma:

ap j2
Y p (1
a " ( >

T .
com k = —. Ou ainda:
a

TP

(@)

A Equacao [2, nao linear, também é conhecida como equacao de Verhulst, sendo caracteri-

zada como Equacao de Bernoullﬂ A solucao analitica de Verhulst pode ser obtida por Separacgao de

- . i o d
"Equacéo diferencial ndo-linear mais importante, da forma d—‘:{ +p(t)-y=y"-(¢t),comn > 1.
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Variaveis, além do Método de Bernoulli, devido as suas caracteristicas. Se optarmos pelo primeiro
faz-se necessaria a utilizagao de fragoes parciais para a integragao da equagao, enquanto o outro

ird demandar uma mudanca de variavel. E assim, obtém-se a solugao geral:

k

Pt)= —
®) 1+C-k-ert

Se utilizado o PVI, P(0) = Py, em conjunto com manipulagdes algébricas, obtemos a solugao

analitica:
B Py-k
o Po + (k‘ — Po) . efr't'

P(t) (3)
Com isto, podemos modelar matematicamente o crescimento de uma colénia fungica em

qualquer tempo.

3 Metodologia

Os pressupostos apresentados enunciam a capacidade de representar o crescimento popu-
lacional por meio de um modelo matematico, a partir de uma EDO. A equagao de Verhulst possui
sua solugéo analitica conhecida, definida na Equagéo [3] sendo vélida para todo tempo. No entanto,
nem todos os modelos conhecidos possuem solugao analitica disponivel na literatura ou de facil

desenvolvimento, sendo mais viavel uma aproximagao numérica.

Neste trabalho propde-se a obtengdo da solugdo da equagao logistica por meio de um
método numérico, fazendo-se uso do software Scilab?| para o desenvolvimento dos célculos, a fim
de compara-la com a solucao analitica por meio do erro relativo. Uma vez que Perin et al. (2019)
verificaram o modelo logistico para o crescimento de fungos a partir de eventos experimentais, a

solucao exata verifica a aproximacao numérica para um dado PVI.

Ao aplicarmos um método numeérico é necessario discretizar a variavel continua, a fim de ob-
termos pontos onde sera calculada a solugao. Atkinson, Han e Stewart (2009) apresentam diferentes
métodos numéricos para a resolucao de EDOs, os quais podem ser explicitos ou implicitos, além
de passo simples ou passos multiplos, conforme a utilizacado de um ou mais pontos para realizar as

aproximagoes.

2Disponivel em: https://www.scilab.org,
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3.1 Método de Euler

Um dos métodos numéricos para a solucao de PVIs de EDOs mais simples € o Método de
Euler, também conhecido como Método da Reta Tangente. De acordo com Atkinson, Han e Stewart
(2009), o PVI é dado por:
y'(t) = f(ty(t))

y(to) = Yo

(4)

cuja malha é dada por t,, = tg+n-h,comn =0,1,2,...,m, onde h € o espagcamento de malha e m

’ e~ a .
0 numero de subdivisdes, sendo m = —, "o intervalo [to, t,].

Considerando uma aproximacao para a derivada por uma equacao de diferencas, temos:

oy Y(E+h) —y(t)
Yy (t) ~ T

Aplicando a aproximagdo em (4), obtemos:

R ()

e, isolando y(t + h) e reescrevendo:

Yn+1 = Yn + h - f(tTwyn)a (5)
naqualt=t, ey=uy,.

Na pratica usa-se a condicao inicial para inicializar as aproximacoes, calculando a solugcao
numérica y, a partir de yo. Ainda, a analise de erro do método pode ser vista em Atkinson, Han e
Stewart (2009), juntamente com a interpretagao geométrica do método, que relaciona-se com a reta

tangente.
3.2 Meétodo de Euler Modificado

A partir do Método de Euler desenvolveu-se o Método de Euler Modificado, também conhe-
cido como Método de Heun (DE MENDON et al., 2018). Pela modificacao calcula-se a aproximacao
pela média aritmética das inclinagées f(t,,yn) € f(tn+1,yn+1), Utilizando duas derivadas visando
uma aproximagao mais razoavel (ATKINSON; HAN; STEWART, 2009). Assim, com dois estagios,

temos:

g (f(tns yn) + f (bng1, Yns1))-
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Os termos em relagao a n + 1 podem ser reescritos evitando um método implicito, de modo que:

h
Ynt+1l = Yn + 5 : (f(tm yn) + f(tn+1a Yn + N f(tmyn)) (6)

4 Desenvolvimento

Com os pressupostos apresentados acerca da modelagem de crescimento populacional e
dos métodos de solucao, faz-se a aplicacado da matematica em um fendbmeno real. Para isso,
considera-se a pesquisa de Perin et al. (2019), visto que os autores propuseram a reproducao la-
boratorial e o registro do crescimento de uma colénia fungica em placas de Petri, conforme a Figura
[l

Figura 1 — llustracdo do experimento

Micélio do fungo

Meio de cultura

Placa de Petri BDA: (aglicar, 4gua e batata)
Didmetro: 8 cm

Fonte: Perin et al. (2019, p. 5).

O experimento desenvolveu-se em laboratdério com placas contendo o micélio do fungo, como
na Figura [2, as quais foram mantidas em camara de crescimento a 26°C, com meio de cultura
BDA (batata, dextrose e agar), além de estarem submetidas a fotoperiodo e medigoes de 12 horas.
Sendo assim, foram extraidos os dados experimentais de Perin et al. (2019), referentes ao fungo

Botryosphaeria dothidea (B. dothidea), do exemplar nomeado como TD 324.

A atividade experimental € fundamental para a aplicagao do modelo, uma vez que a equacao
contém a taxa de crescimento do fungo. Perin et al. (2019) ajustaram os dados laboratoriais a uma
equacao do segundo grau, por meio do Método dos Minimos Quadrados, de modo que obteve-se
a taxa de crescimento do fungo B. dothidea (r) igual a 0,69506¢m /h, considerando uma populacéo
inicial (Py) de 0,3cm e capacidade de suporte do meio (k) de 8, 0cm. Assim, temos o PVI:

0,69506

'(t) = 0,69506 P —
y'(t) g @

y(0) =0,3
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Figura 2 — Crescimento do fungo apés dois dias

Fonte: Perin et al. (2019, p. 6).

Uma analise qualitativa do comportamento das solu¢des da Equagao 7| € feita por meio do
campo de direcdes, apresentado por Perin et al. (2019). A proposicdo do conjunto de solugdes
mostra que elas convergem para a solugao de equilibro do sistema, visto que y(t — o0) = k. Ou
seja, o crescimento da populagao tende a estabilizar-se na capacidade de suporte do meio quando

t — oo, possuindo uma Unica solugdo dado o PVI (7).

5 Resultados

A utilizacao do Scilab viabilizou as simulagdes numéricas para a obtencao das aproximagoes
para a solugdo do PVI (7). Por isso, desenvolveram-se no software os algoritmos para o Método de

Euler e Euler Modificado, conforme as Equagdes [5|e [6] respectivamente.

A validacao dos métodos de Euler apresentados ocorre mediante a comparacdo com a
solugéo analitica, sendo considerado o intervalo de simulagdo [0, 12] e passo de tempo h = 0,5,
resultando na obtengao da solucao de seis em seis horas, similar ao experimento. Na Figura (3| é
apresentada a comparacao entre os dados experimentais obtidos pelos autores, a solugao analitica
e as simulagées numéricas (Método de Euler, um estagio, e o Método de Euler Modificado, dois

estagios).
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Figura 3 — Dados experimentais, aproximagdes numéricas e a solugao analitica para o fungo B. dothidea
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Fonte: Elaboracao dos autores.

A comparacao dos resultados propicia a validagao dos métodos, pois as solugdes numéricas
estdo em consonancia com a analitica. Ainda, pela Figura [3| pode-se inferir que a aproximacgao
com dois estagios corresponde melhor com a solugao analitica, em comparagao ao método de um

estagio, dada a ordem de precisao do método.

A melhor aproximag&o das solugdes é evidenciada na Figura 4] mediante ao célculo do erro
relativo, em cada ponto, entre a solucao analitica e a numérica, para cada método. Pela norma
matricial (TREFETHEN; BAU IIl, 1997) do erro relativo, obtém-se 0,49719 e 0,05167 de erro para
o Método de Euler e o Método de Euler Modificiado, respectivamente. Com isso, observa-se que
o Método de Euler Modificado apresentou uma aproximacao melhor do que o Método de Euler, de
modo que a estratégia de utilizar a média entre as duas derivadas oportunizou uma solugao mais

razoavel a exata.
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Figura 4 — Erro relativo entre a solugao analitica e as solugdes numeéricas para o fungo B. dothidea
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Fonte: Elaboragao dos autores.

Por fim, encontram-se boas solugdes numéricas para o modelo matematico de crescimento
populacional de fungos causadores de doencas de tronco em videiras, uma vez que é obtida uma
aproximacao numeérica para a EDO que esta proxima da solucao exata e do evento experimental,

através das comparacoes apresentadas.

6 Consideracoes Finais

Neste trabalho foi apresentada a solugdo numérica da equagao de Verhulst, utilizada na
modelagem de crescimento populacional, colaborando com estudos na Fitopatologia. A abordagem
utilizada aproxima a solucao da equacao diferencial ordinaria pelo Método de Euler, com um e dois
estagios. Os métodos numéricos empregados, Euler e Euler Modificado, tém sua validade mediante

a comparagao com a solugao analitica disponivel na literatura.

A Figura[3|evidencia a correspondéncia da solugdo aproximada numericamente com a solugéo
analitica, dada a proximidade entre elas. Ainda, ao avaliarmos o calculo do erro nos pontos, observa-
se que 0 maximo dos erros ocorre na parte exponencial do modelo, e ao fim todas as solugoes
tendem ao equilibrio.
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A implementacao do Método de Euler Modificado produziu uma melhor aproximagao da
solugao do problema em comparagao com o Método de Euler, conforme esperado, devido a or-
dem de precisdao. Em trabalhos futuros, almeja-se programar o Método de Runge-Kutta, visto que
possui mais estagios e a ordem de precisao mais alta, possibilitando a obtencao de uma solugao

mais precisa do que Euler para o modelo de Verhulst.

Sendo assim, a modelagem matematica possibilita diversas contribuigdes nas diferentes
areas do conhecimento, propiciando que as mesmas estendam suas pesquisas. No caso das
doencas de tronco em videira, a validagao do método numérico propicia a perspectiva de avangar no
estudo de modelos mais complexos, a fim de representar o controle das pragas. Isto €, um método
numérico valido é uma excelente ferramenta, visto que nem todos os modelos possuem solugcao

analitica conhecida.
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