Formulas de Poisson e de Kirchhoff deduzidas por volumes de controle
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Resumo: Este artigo apresenta uma dedugao alternativa para as férmulas de Poisson e de Kirchhoff, que
resolvem o problema de valor inicial governado pela equagao da onda em duas e trés dimensoes, respectiva-
mente. Tal dedugao foi inspirada em uma abordagem conhecida para o caso unidimensional, que fornece a
formula de D’Alembert e que se desenvolve por meio de uma integragao sobre um volume de controle definido
no dominio do espacgo e do tempo. Trata-se, portanto, de uma extensao daquela abordagem aos casos bi e
tridimensional.
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Abstract: This paper presents an alternative deduction for the Poisson and Kirchhoff formulas, which solve the
initial value problem defined by the wave equation in two and three dimensions, respectively. This deduction
was inspired by a known approach for the one-dimensional case, associated with D’Alembert’s formula and
which is developed through an integration in a control volume defined in the domain of space and time. It is,
therefore, an extension of that approach to two- and three-dimensional cases.
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1 Introducao

O problema de Cauchy, definido pela equacao diferencial

2
%”?” — V2w, t) = f(a,t), >0, z€R", >0, M

e pelas condigdes iniciais

u(x70) = (25(58) e w(wz,0)= (p(CC), x € R", (2)
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€ presente na literatura como um classico exemplo de problema de valor inicial (PVI) governado por
um operador diferencial hiperbdlico (STRAUSS, 1992; FOLLAND, 1995; JOST, 2012). As formulas
que expressam a solucao desse PVI, paran = 1, 2 e 3, sdo conhecidas como férmula de D’Alembert,
formula de Poisson e formula de Kirchhoff, respectivamente (EVANS, 2010; BORTHWICK, 2016).

Existem varias maneiras de se obter as solugdes em uma, duas ou trés dimensoes, porém,
conforme Couto (2010), no R?, a pratica comum consiste em apresentar a formula e ent&o verificar
que a mesma de fato consiste na solugdo do problema, enquanto que para a formula valida no R?,
costuma-se utilizar o método da descida de Hadamard, que consiste em “descer” uma dimensao a

partir do caso tridimensional (FRITZ, 1982).

Em uma dimensao espacial, um método utilizado na deducao da solucao do problema nao
homogéneo e que produz grande satisfagcdo, dada a harmonia na qual os termos se encaixam, é
aquele que se utiliza da aplicagao do Teorema de Green a um volume de controle, definido conforme
Figura 1 (STRAUSS, 1992; MELO; GRAMANI; KAVISKI, 2019). Inspirado neste método e observada
a auséncia na literatura de analogos para os casos do R? e do R?, este trabalho busca apresentar
outra maneira de se deduzir as solugdes de Poisson e de Kirchhoff, formulada a partir da aplicagao
do Teorema da Divergéncia de Gauss a um volume de controle definido nos espagos R3 e R?,

respectivamente.

2 A formula de Poisson

Apresentamos na Figura 1 o triangulo caracteristico utilizado na deducao da férmula de
D’Alembert via Teorema de Green (STRAUSS, 1992), construido de tal maneira que seus lados
Ly e Ly possuem inclinagdes —c e ¢, respectivamente. De maneira analoga, definimos no dominio
R? x R*, um cone caracteristico regular com altura ¢ e cuja base ¢ a circunferéncia contida no plano

x1x2, de centro (x1, x2,0) e raio ct, conforme Figura 1.

Uma parametrizagdo em coordenadas polares deste cone regular €
C={(x1+rcosb,xa+rsen 0,7) € R} 0<60<2m 0<7<t 0<r< c(t—1)}, (3)
de modo que suas superficies lateral e de base também podem ser parametrizadas vetorialmente
por
S(1,0) = (x1 + c(t — T) cos O, z9 + c(t — T)sen 0, 7), (4)
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Figura 1 — Dominios de integracao espaco-tempo definidos: tridngulo caracteristico (a esquerda) no
R2, para a dedugéo da solugdo de D’Alembert, valida para o caso unidimensional; e cone
caracteristico (a direita) no R3, para a dedugdo da solugdo de Poisson, que satisfaz o

problema de Cauchy bidimensional.
(xlu X9, t)

Ly L,

(z — ct,0) Ly (z + ct,0) R(T,0)

Fonte: Elaboragao do autor (2022).

R(7,60) = (x1 + cT cos @, x5 + cTsen 6,0), (5)

respectivamente. Com isso, os vetores normais as superficies R e S podem ser calculados, respec-
tivamente, por

Ng = (0,0, —c>7) e Ng=c(t—7)(cosh, sen 6, c). (6)

Definindo o campo vetorial

F(x,t) = <—c2§;, —CQSZQ, aa;‘), (z,1) € R? x R*,

concluimos que a equagao (1), com n = 2, corresponde ao div F(x,t) = f(x,t). Ao integrar sobre o

cone representado pela Figura 1, definido pelas equagdes (3)-(6), obtemos:

/de:/dideC:/F-NgdSJr/ F - NpdR, (7)
C C S R

onde, na Ultima igualdade, aplicamos o Teorema da Divergéncia de Gauss, assumindo que u €
de classe C?(R3), isto é, continua e diferenciavel até as derivadas de segunda ordem. Podemos

substituir F, Ng e N na equagao (7), a fim de obter:

t 2w
fdc = —Pug, , —ug,, u) - [e(t — 7)(cos B, sen 6, ¢)| dodr +
c o Jo ' ’
t 2
/ / (=g, , —Cug,,uz) - (0, 0, —c*1)dbdr,
o Jo
t 2w t 2w
= 02/ / (Ugy s Ugy, ug) - (—ccos O, —csen 0, 1)(t — 7)dOdT — 02/ / wgTdOdT,
0 Jo 0 Jo
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ou seja,

/de—c / /%t—TVu (S(r,0)) - ngQdT—c / /7r (R(7,0))rdbdr. (8)

Observando que

O (¢ mu(S(r.0)] = ~u(S(.0)) + (¢~ T)Vu(S(r.0)) - .

entdo podemos reescrever a equagao (8) como

/Ot /OQ”U(S(T,G))dOdT:t /0 T u(S(0,0))d0 + /0 : /O%ut(R(T,G))TdeT—l—Clz /C fdc,

que, pelas condigdes iniciais dadas por (2) e pelo fato de S(0,6) = R(t, §), torna-se

27 21 21
// S(r,0))dodr =t | ¢(R(t,0)) d9+// R(7,0))rd0dr + /de (9)

Esta dltima equagao acopla as condigdes iniciais (2) associadas ao PVI de uma maneira
muito natural. Ao contrario da equacao integral correspondente ao caso unidimensional, cujo calculo
pode ser explicitado via Teorema Fundamental das integrais de linha (STRAUSS, 1992; MELO;
GRAMANI; KAVISKI, 2019), para prosseguir com a equagao (9), necessitamos fazer uso da Trans-
formada de Fourier no dominio do espago que, para uma dada fungéo g(x) € L'(R"), é definida por
(BORTHWICK, 2016):

Flo@} =50 = [ g, ¢cr
Aplicando! junto & equacéo (9) a Transformada Parcial de Fourier sobre a variavel espacial

x € R?, observando a propriedade de deslocamento (DYKE, 1999; OLVER, 2014):

Flg(z —y)} = e Y F{g()}, (10)

obtemos a nova equagao

t 2w 2T
/ / e O (g 0)dodr = ¢ / &) (¢)do + / / el p(€)rdodr +
0 J0
c(t—7) p2om
/ / / e O f (¢, Tyrdodrdr, (11)

em que temos utilizado w(#) = (cos d,sen 6). Podemos simplificar esta Ultima equagao ao definirmos
a funcao
2
Tee) = [ erean, per ger? (12)
0

"Precisamos garantir que F{u} exista, para isso supomos que v € L!(R?), isto &, que u pertence ao espago L!(R®)
das fungdes absolutamente integraveis.
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de modo que (11) se torna

t R t t re(t—r) .
/ e,V T(clt — 1)E)dr = td(€) T (cté) + H(€) / T(eréyrdr+ L+ / / T(r&)f(€, 7)rdrdr.
0 0 ¢ Jo Jo (13)

O resultado a seguir estabelece que a integral (12) corresponde a uma fun¢ao conhecida.

Lema 2.1. Sendo Jy(x) a fungdo de Bessel de ordem zero e |€| = /€7 + &3 a norma de &, entéo
T (p€) = /0% e'reOdg = 2mJo (plg])
Demonstracdo. Tomando a série de Taylor da funcao e* junto a equacao (12), obtemos
T(8) = /02“ 2 (ip)" &1 cos Teu+ Sasen 0" )

_ i (ip)" /2” (€10 + &2)e™ + (&1 — 52)6_19]”6107 (14)
0

| .
~= n! (24)"

em que na ultima igualdade utilizamos a relagao de Euler ¢’ = cos #+isen 6. Pelo Teorema Binomial,

a equagao (14) pode ser reescrita como

_ - (Zp)n - n . m . n—m o m—mn)t
T80 =2 iy [Z (m)<£u+5z> Gi—e [ et >9de],

m=0

e uma vez que

2m ) 0, se 2
| etemominag - e (15)
0 2w, sen=~2m
temos que
s —2w2 POVSTER o, 7(06) = 2m ole). (16)
0

Pelo Lema 2.1, a equacao (13) é equivalente a

/0 A7) Jo (clé|(t — 7)) dr = tH(E)T (cle]t) + H(€) / Jo (clé|r) rdr +

t pe(t—r) .
=/ [ ntem feraar (17)

O termo a esquerda da equacao (17) consiste em uma integral de convolugao, a qual pode
ser tratada por meio da Transformada de Laplace (TL), definida para uma dada fungao h(t) como
(DOETSCH, 1974):

oo
L{R(H)} = R(s) = / (1) dt.
0
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Neste caso, (17) se transforma em?:

L& 1)} L{Jo (clED)} = S(€)L {tJo (cl€lD)} + @(E)%E {tDo (clgl)} + LAT(& 1)}, (18)

em que L{T(&,t)} representa a TL do ultimo termo da equagédo (17). Uma vez que L{Jy(at)} €
L{tJy(at)} sdo bem conhecidas (SPIEGEL, 1965; DOETSCH, 1974; SCHIFF, 1999), basta calcular-

mos L{T'(¢,t)}, o que sera feito no seguinte Lema:

Lema 2.2. £{T(&,t)} = Wﬁ {f(g,t)}, com c?[€|? < 52, Re(s) > 0.

Demonstragdo. A Transformada de Laplace (TL) das fungdes Jy(at) e tJo(at) sdo dadas por (SPIE-
GEL, 1965; DOETSCH, 1974; SCHIFF, 1999):
S

1
L{Jo(at)} = T ) e L{tJy(at)} = e a? < 5%, Re(s) > 0.

Primeiro reescrevemos o termo fonte como:

t pe(t—r) R t 2n c(t—r) .
T = 3 / Jo(T\S\)f(E,T)TdeTZC% / {2(223(7'5)' I Q"Hd?“}f(&ﬁ)dT

0
B I )
- 02/ 22n (2n + 2)(n!)2 J(& 7)dr

que € claramente uma integral de convolugao e, por isso,
_ 1y o ()" €[ (ct)*m+?
LT} = czﬁ{f(ﬁ’t)}ﬁ{g) 22n(2n + 2)(n!)?2 }
1. (- A (=D (2n+1)! [ lEP\"
- @E{f(g’t)}ﬁz;) 22n(n!)2 < s2 > ’ (19)

com Re(s) > 0. Usando p = —3/2 ez = c2|§|25—2 < 1 na série binomial

1
1+ 1+Zp “r D p A0 e <1,
obtemos:
21e12\ 32 o (3. (_B\...(_2n+1 21£12\ "
<1+ |£|> :1+Z( 2)(21)1‘ ( 2)<63§’>’
n=1 '
(-5 (2n41) (RleP\"
- 1+z:1 2nn) 52 ’

o n
(-1)™ [2 4 2n c2|¢)?
= 1 Z.3.-.5.. 2 +1
+n§:1 2nn! |2 4 o (2n+1) 52 ’

_ "En+ D EEPNY - (CD" e+ 1) (PP
B 1+Z 2”n‘ 2nn! < 52 ) _Z 22n(n!)? < 52 > 1 (20)

n=0

2Utilizamos também o Teorema da Transformada da Integral (DOETSCH, 1974) que estabelece que se L£{h(t)} con-
verge, entdo £ {fot h(r)dr} = L2{h®)}.
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e podemos concluir, comparando as equacgodes (19) e (20), que

1 R
L{T( 1)} = Wﬁ {f(&t)}, com c*|¢]* < 5%, Re(s) > 0. (21)

A partir do Lema 2.2, a equagao (18) pode ser reescrita como

(s2+2ER)17 (2+ g (2P s (2 )

com c?|€|? < s% e Re(s) > 0, ou seja,

c{ien},

N S ~ 1 . 1 N
L{u(g,t)} = mﬁb@) + m@(f) + mﬁ {f(&t)} ;

para c?|€]?> < s? e Re(s) > 0. Dessa forma, apos a inversdo, esta Ultima equagao fornece uma

expressao explicita para o mapeamento de Fourier:

6.0 =t e oo e o fe@r e o e (e} )

em que x denota uma convolucao. Substituindo as inversas que aparecem em (22) obtemos:

i€, 0) = cos lglo) a(e) + < (e + [ =L e . 23)

Uma vez conhecida a fungao espectral F{u(x,t)} = 4(&,t), a partir da Transformada Inversa
de Fourier (TIF), podemos retornar a equacao (23) e seguindo conforme Hounie (1979, p. 151),

chegamos finalmente na solu¢ao

19 o(y) 2 1 2 ?
u(x,t) = 2770375/73 02t2—’w—y‘2d y+27Tc/R 02t2_‘w_y’2d v
t
1 / / fly,7) Pydr, (24)
2me Jo Jr A/t —1)2 — |z — y|?

emque R = {y € R%|z — y| < ct}. A equagdo (24) é conhecida como a férmula de Poisson
(EVANS, 2010; BORTHWICK, 2016) para o PVI (1)-(2) em duas dimensdes. O caso tridimensional

sera considerado na secao a seguir.

3 A formula de Kirchhoff

Para a férmula de Kirchhoff, procedemos de maneira analoga ao caso bidimensional. Comega-

mos por definir um hiper cone C no espaco quadridimensional:

C = {(azl + rcosfsen B, xo 4 rsen fsen f, x3 +rcosB,7) € RY: 0 <0 < 2m,
0<B<m 0<7<¢t,0<r<c(t—7)}, (25)
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de modo que sua superficie lateral pode ser parametrizada por
S(71,60,8) = (z1 + c(t — 7) cosbsen B, xo + c(t — 7)sen Osen B, w3+ c(t — 7)cos 5, 7), (26)
e cuja base é a esfera com centro em (1, z2, 23,0) € raio ct, isto é,

R(7,60,8) = (z1 + cTcosfsen 3, x5 + crsen Osen 3, x3 + c1cos 3, 0). (27)

Os vetores normais as superficies S e R sao dados, respectivamente, por:

Ng = c(t — 7)%sen 3 (cosfsen f3, sen fsen f3, cosf3, ¢) € Nr=c72(0,0,0, —1). (28)

Definimos novamente o campo vetorial

20U p0u  ,0u Ou

F = (- — = R3 x RT
@) = (g Pt 2 S (@) B xR

que torna possivel compreender a equagao (1), com n = 3, como div F(x,t) = f(x,t). Realizando
a integracdo dessa equacao sobre o hiper cone parametrizado por (25)-(28), usando o Teorema
da Divergéncia sobre a hipdtese de u ser de classe C?(R*), obtemos novamente a equacgéo (7).

Substituindo F, Ng e Ny e rearranjando os temos, chegamos a

B 5 t 27 s B ) 8j
/Cde = C/o/o /Osenﬁ(t 7)°Vu (S(T,0,5)) 87_d5d9d7'

t 2 s
—63/0/0 /0 ug (R(7,0, B)) 7%sen BdBdAdr. (29)

Considerando que

0S

— [(t — 7')2u (S)] ==2(t—71)u(S)+ (t — T)QVU (S) - 5.

entdo podemos reescrever a equacgao (29), utilizando as condi¢des iniciais em (2), como

//%/ t—7)u(S(r,0,5))sen fdBdOdr = //%/ R(7,6,3)) T%sen BdBdOdr +

2
/ ¢ (S(0,0,3))sen SdBdo + (30)

53 / / o / " / £(8, 8,7, 7)r*sen BdBdOdrdr.
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Aplicando a Transformada de Fourier na equacao (30), observada a propriedade de desloca-

mento (10), obtemos

2
/ / / (t — 7)sen Be't=TECOR) g (¢ VdBdOdT =

/ o / sen Be'€w0:8)g£)dpdo + (31)

/ / 7 / 2sen BeTEw 0 5(¢)dBdOdT +
23 / / o / ) / r’sen B¢ ) f(¢, 7)dpdbdrdr,

em que w(0, 5) = (cosfsen B, sen fsen [3, cos ). Consideremos a funcao

2 ™ )
S(p€) = /0 /0 sen Be6 @B qBds, peR, £ € R, (32)

entdo, poderemos reescrever a equacgao (31) como

t 2 P t
/ (t —7)S (c(t —7)€) u(€, T)dr = 7523(@5)(%(;5)#0(;) / 728 (cr€)dr +
0 0

t t—1
;/0 f(&, ) ; T‘QS(CTE)deT. (33)

Aplicando a Transformada de Laplace na equacao (33) e notando que a integral a esquerda

e a ultima integral a direita sdo convolugdes, chegamos a:

2 ~ t
LA{tS(cté)} L{u(€, 1)} = Qﬁf)ﬁ{%(a&g)} + “’(;)E{ /0 723(075)617} +

celien)c {/Ot 725(075)657} ,

e usando os teoremas da transformada da derivada® (SCHIFF, 1999) e da integral, simplificamos a

equagao anterior como

~S)efign) = 85 4 2O

c{ien} S

)

em que S(s) = £ {S(ct€)} e §'(s) é a derivada em relacéo a s. Com isso, podemos isolar a transfor-

mada de 1: . )
S"(s)  p(€)S"(s) 1.y
S'(s) 2 sS'(s) - §£ {f(E,t)} sS'

h(&)
2

L{a(€, )} = - (34)

Basta, portanto, obtermos £ {S(ct&)} e suas derivadas de primeira e segunda ordem para

que a equacao (34) esteja completamente determinada.

3Sendo h(s) = L{h(t)}, entdo L{t"h(t)} = (—1)" L= h(s).

ds”
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Lema 3.1. Seja a fungdo S(cté), t € R,& € R? definida conforme (32) e S(s) = L{S(ct€)}, entdo
S"(s) 25

S'(s)  s2+cER

Demonstragdo. Notemos primeiramente, a partir do Lema 2.1, que a funcao S(ct€) pode ser rees-

S(ct€) = 2m / i sen [eictéscosB 1o [ct\/gf + &3sen ﬁ} ds,
0

e tomando a TL a partir dessa expressao, chegamos a:

crita como

sen [

s —ic&3 cos B)? + (&2 + £3)sen? 3]

S(s) = L{S(cté)} =2n /O 7 724B- (35)

Reescrevendo o denominador do integrando como

(s —icgscos B)° + (€] + E)sen® B = —c® (€ + &5 +£5) cos? B — 2scfzicos B+ s° + ¢ (6 +&3)
2 4 62 (52 4 62)
= A¢)*{i%cos® -2 53' 42 152/ %
. { T T
2 2 2 2| ¢2
— 02‘5‘2 (Z COS/B o ‘26-302) + c (51 +52) (S jc |£‘ ) ,
c*€| (c?[€1%)
podemos modificar a equacgao (35) para
S(S) N C2|7€r| 0 ZSen;B 2 ¢2) (o2 4 o2|£]2 I/Qdﬁ'
: _ s&3c c2(E7+E€3) (s> +c?€1%)
{(Z cos c2\£|2> LD }
Realizando a mudanca de variavel v = i cos 8 — 082?262 a integral anterior toma a forma
S(s) / cuja solugdo é S(s) = 2mi | |1(B)] ’
S = 5 — i )
cIEIZ Vu? clé 0
em que
, s€sc , stae \? | A +8) (s> + 2EP)
w(B) =icosf — + (Zcosﬁ— ) + . (36)
(8) 2|2 \/ 2\¢? (Cz|£|2)2
Dessa forma, precisamos avaliar () em g = 0 e § = w. A partir da equagao (36), temos
que:
. sf3c s —E&3ci . s&3c s+ &3
0)=1— + e T) = —1— +
MOV =1 e g S TS

Com isso, concluimos que

< 2mi s€3c s+ &3¢ s€sc s —E3ci
)= T\ -~ e + e et e |}
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ou ainda,
. omi | (s — cl€li)?
S = —In|l———FF=—5|. 37
(s) €] n s2 + c2[€]? (37)
Derivando S(s) a partir da equagao (37), obtemos que
~ 47 ~ 8ms
SE)=—-—5—5+ € S'8)=—"—,
O e © YT gy
ocasiao em que 3
S"(s) 25
_ = _ ) 38
S'(s) s+ cEP 9
O

A partir do Lema 3.1, a equacao (34) nos fornece, apos utilizarmos a inversa da Transformada

de Laplace,

a(€,t) = $(&) cos (cl€ft) + 4(€)

sen (clelt) (" sen(el€llt=)) ;.
o +/0 e F(&,m)dr. (39)

Notemos que a equacao (39) é equivalente a equacao (23) deduzida para o caso bidimen-
sional e, por essa razdo, seguindo novamente Honie (1979, p. 151), com a TIF obtemos a solugéo
de Kirchhoff

0 1 1
U(x, t) = E [47‘(‘62t /l\wy|:ct ¢(y)d5y] + m /wy|zct SO(y)dSy +

1 t
— / / ! (y’T>dsydT, (40)
Are? Jo Jiw—yl=ct-r) =T

em que |z — y| = ct corresponde a esfera de raio ct centrada no ponto = € R? e dS,, € o elemento

de volume da referida esfera.

4 Consideracoes finais

Neste artigo buscamos apresentar outra maneira de se deduzir as férmulas de Poisson e
de Kirchhoff, associadas ao problema de Cauchy definido pela equacdao da onda em duas e trés
dimensoes, respectivamente. Tal dedugao foi inspirada em uma abordagem conhecida para o
caso unidimensional, que fornece a férmula de D’Alembert e que se desenvolve por meio de uma
integracao sobre um volume de controle definido no dominio do espacgo e do tempo. O processo
aqui exposto é, portanto, uma extensao daquela abordagem aos casos bi e tridimensional.
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Nossa apresentacado detalhou o uso das transformadas integrais de Laplace e de Fourier
até o momento em que isolamos perfeitamente o mapeamento de Fourier 4(&,t), isto é, até as
equacoes (23) e (39), £ € R? e £ € R3, respectivamente, pois a partir deste momento, a abordagem
proposta se tornou equivalente aquela que expressa a fungao solugao em termos de convolugoes
de distribuicoes (HOUNIE, 1979, p. 151).
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