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Resumo: Neste trabalho estudamos a aplicagdo S, soma dos algarismos, para 0s nimeros racionais. A
aplicagao S é bem conhecida em nimeros inteiros, principalmente em problemas olimpicos (IZMIRLI, 2014;
ZEITZ, 1999). Costa et al. (2021) estenderam a aplicagdo S a um ndmero racional positivo 2 com representa-
cao decimal finita. Destacamos o seguinte resultado: dado um nimero racional positivo x, com representacao
decimal finita, e soma dos seus algarismos 9, quando z é dividido por poténcias de 2 ou 5, o nimero resul-
tante mantém a soma dos seus algarismos igual a 9. Aquele estudo foi motivado pela afirmagao atribuida a
Nikola Tesla (1856-1943) (COSTA et al., 2021), ao dividirmos (ou multiplicarmos) consecutivamente por 2 o0s
algarismos do angulo 360°, associado geometricamente a uma circunferéncia, os angulos (medido em grau)
resultantes tém a propriedade de que a soma dos algarismos é (sempre) igual a 9. Por exemplo, temos que
S(360) = 9, assim também teremos que S(180) = S(90) = S(45) = 5(22,5) = S(11,25) = 9. Aqui estendere-
mos a aplicacao S a qualquer nimero racional positivo z. Nosso intento € apresentar algumas propriedades
relacionadas a aplicagao S para todo nimero x € Q...

Palavras-chave: Congruéncia; Soma lterada de Algarismos; Niumero Racional.

Abstract: In this, we study the digital sum application, S, for rational numbers. The applications S is well
known in integers, mainly in olympic problems (IZMIRLI, 2014; ZEITZ, 1999). Costa et al. (2021) extended the
application S and to a positive rational number « with finite decimal representation. We highlight the following
results: given a positive rational number x, with finite decimal representation, and the sum of its digits 9, then
when z is divided by powers of 2 or 5, the resulting number the digital root is equal to 9. These properties were
motivated by the statement attributed to Nikola Tesla (1856-1943) (COSTA et al., 2021), that by dividing (or mul-
tiplying) consecutively by 2 the numbers of the angle 360°, geometrically associated with a circumference, the

resulting angles (measured in degree) have the property that the sum of the figures is (always) equal to 9. For
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example, we have that S(360) = 9, so we will also have that S(180) = S(90) = S(45) = S(22.5) = S(11.25) = 9.
In these notes we will extend the application S to a positive rational number z. Our intent is to present some
properties and applications for every number x € Q.

Keywords: Congruence; Digital Root; Rational Number.

Data de submissao: 28 de julho de 2021.

Data de aprovacao: 14 de dezembro de 2021.

1 Introducao

Nestas notas consideramos numero sendo um elemento do conjunto dos nimeros inteiros
positivos, ou naturais, representado por Z; = {0, 1,2, 3, ...} no sistema decimal posicional (base 10).
A soma de algarismos de um nimero n, é obtido pela adicdo dos seus algarismos. Formalmente,

temos a definicao a seguir.

Definicao 1.1. A aplicacao soma de algarismos S é uma aplicacdo que a cada nimero n na forma
nmny_1---ning, coml e N,

associa ao numero m

Sn)=n+n_1+---+n+no:=m.

Exemplo 1.2. Segue da Definicdo 1.1 que S(2021) =2+ 0+ 2+ 1 = 5. Ademais, S(123456789) =
1424+34+44+5+6+7+8+9=45e5(45) = 5(5(123456)) = 9.

No ultimo caso, aplicamos S ao numero m = S(n) para n = 123456789; chamamos este
processo de iteracao, e o conjunto de iteragdes de oOrbita. De modo geral, temos a definigao a

sequir.

Definicao 1.3. (a) Seja S a aplicagdo soma de algarismos do numero n € 7. As iteragées de S
s4o definidas por
Sl(n) = S(n), St(n) = S(S"1(n)), t >2.

(b) A brbita de um nimeron € Z,, O(n), é o conjunto {n, S(n), S%*(n),...,S*(n),...}.

Exemplo 1.4. Conforme a Definigao 1.3, temos que S(99...99) = 18198 . Veja ainda que S(18198) =
2022

S(5(99...99)) =27 eS5(27) =5( S(S(99...99)) | =9. Portanto, 53(99...99) = 9.
N—_—— N—_—— N——
2022 2022 2022

O resultado do Teorema a seguir € bem conhecido.
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Teorema 1.5. (IZMIRLI, 2014, Theorem 1.1; ZEITZ, 1999, Problem 7.2.11) Sejan um nimero inteiro

positivo e denotamos por S(n) a soma dos algarismos de n. Num numero finito de iteragées, a drbita
O(TL) = {TL, S(n)a SQ(TL), R Sk(n)v T }
se torna constante.
Segue do Teorema 1.5 que a 6rbita de n, ou seja, a sequéncia O(n) = {S*(n)}ren, tornar-se-
& constante a partir de um certo indice ko. Vamos denotar por S*(n) = S*0(n) o valor constante que

denominaremos de soma iterada dos algarismos do numero inteiro positivo n; neste caso diremos

que S*(n) esta definida ou, ainda, que existe ou ocorre.

Exemplo 1.6. (COSTA et al., 2021, p. 3) Vamos determinar por S*(n) a soma iterada dos algarismos

do numero natural n = 20202020 . ..2020. Inicialmente, observemos que S(2020) = 4 e, assim, para
S~~~ ~—~

2021 vezes
n = 20202020 . .. 2020, temos que
<~ S~
2021 vezes

S(n) = 2021 x 5(2020)

= 4+44...+4
N————

2021 vezes
= 2021 x4 = 8084 .

Como S(8084) = 20, segue que S(20) = S*(n) = 2.

2 A aplicacao S* em uma fracao decimal

Dado o conjunto dos numeros inteiros positivos Z.., uma fragao positiva nao nula é represen-
tada por ¢, sendo a,b € Z, e a,b ndo nulos. O conjunto de todas as fragdes positivas ndo nulas
%, indicado pelo conjunto Q, € denominado de nimero racional positivo (ndo nulo), conforme Silva
(2003) e Hefez (2013). Por comodidade escreveremos apenas que x = § € um ndmero racional
positivo para indicar um elemento = € Q. ; se mdec(a,b) = 1, entdo dizemos que z esta escrita na

forma irredutivel.

Denotamos por Qi C Q4 o conjunto dos numeros racionais 7 que possuem representagao

decimal finita, ou seja, escrevemos x na forma

TYT)— - TILOT_1T—2 - Ty
10m ’
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para [ e m naturais e, ainda, chamamos de fracao decimal uma fracdo cujo denominador € uma
poténcia de 10. A definicdo a seguir apresenta a aplicacdo soma de algarismos para uma fragao

decimal.

Definicao 2.1. (COSTA et al., 2021, p. 8) A aplicagao soma de algarismos S é uma aplicacdo que a

cadazx € Qi associa ao numero racional positivo y = %

Teorema 2.2. (COSTA et al., 2021, p. 8) Sejam x um numero racional positivo com representagao

decimal finita e S(x) a soma dos algarismos de x. Num numero finito de iteragées, a orbita
O(n) = {z,8(x), S*(x),...,S*(x), -}

se torna constante.

~ . 20192020 .
Exemplo 2.3. Temos que a fragdo decimal x = 2019,2020 = ST Dai, S(2019,2020) =
5(20192020) Disso concluimos que
Saoh) 9

5(20192020) 2404+ 14+94+2+0+2+0

5(2019,2020) = S0 i

16.

Segue do Teorema 2.2 que a drbita de z, ou seja, a sequéncia {S*(z)}ren tornar-se-a cons-
tante a partir de um certo indice ko. Neste caso, também vamos denotar por S*(x) = S*(x) o valor
constante, o qual denominamos soma iterada de algarismos da fragao decimal; ainda dizemos que

S*(x) esta definida ou existe.
Exemplo 2.4. Veja que S(337,333) = 3+3+7+3+3+3 = 22, enquanto que S(2019,20202021) = 21.

Proposicao 2.5. Sejam x = 1= €y = 15, param e n naturais, fragbes decimais com S(a) = S(c).
Entao, S*(x) = S*(y).
Prova. Para quaisquer m,n naturais, temos que S(10™) = S(10™) = 1 e, assim,

_ S(a)  S(a)  S(c)
S = 5a0m) = Sa0m ~ saom oW

Dai decorre que

S¥(x) = S*(y) , para qualquer natural k. (1)

Segue do Teorema 2.2 que S*(x) e S*(y) existem e, em razdo da Equagao (1), obtemos o resultado.

44 8 1232 e et s
Exemplo 2.6. Dados = = 10° Y= 108 €% = 2 Segue que S*(x) = S*(y) = S*(2).
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TiTxj—1" " T1XQX 1L T_

o ™ de uma forma

Observacao 2.7. Dado o numero x € Qf , COMo x =

direta, podemos considerar

S(x) = S(rxi—1- 120, 8_1T_92 T—_p)
= oy +x 1+ +tri+rot+tra+rot-F+ T
= S(xxi—q--1200_1T_2 - T_p,) .

Exemplo 2.8. Dado o nudmero racional x = 2021, 2020, segue do Teorema 2.2, e da Observagao 2.7,
que S*(z) =9.

Sabemos que um nimero racional z = 7 admite representacao decimal finita apenas quando,
escrito na forma irredutivel, a decomposicao em fatores primos de seu denominador possui apenas
os fatores 2 ou 5. Temos as propriedades a seguir como consequéncia da aplicagao soma dos

algarismos.

Proposicéo 2.9. (COSTA et al., 2021, p. 9) Seja = = mx_1... 1120 , T-1...7—y € Q). Se
S*(x) =9, entdo S* (;n) =9, para todo n natural.

Exemplo 2.10. Veja que S*(3,6) =3+ 6 =9, bem como S*(11,25) =14+ 1+2+5=09.

De modo similar a Proposigao 2.9, temos a proposigao a seguir.

Proposicao 2.11. (COSTA et al., 2021, p. 10) Sejax = xjx;_1... 7100 , T_1...T_y € er. Se
S(x) =9 entdo S* ( ’ ) =9, para todo n natural.

5
3 A Aplicacao S*em Q,

Seja r = § uma fragao, caso z seja uma fragdo ndo decimal, ou seja, = ¢ er, tomamos =z
na forma irredutivel, isto é, temos mdc(a,b) = 1. De agora em diante, « € uma fragdo decimal ou

irredutivel (ndo decimal).

Definicao 3.1. A aplicacao soma de algarismos S é uma aplicacao em que, a cada x = 9 e Q4,

b
: . . . S(a)
associa o numero racional positivo y = S0)°
. . 2019 . ,
Exemplo 3.2. * O numero racional x = 2020" tem soma de algarismos igual a
o (2019 _ S(2019) 12 _
2020)  S(2020) 4 7
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. ) 2019 . .
» Enquanto que o numero racional x = ——, tem soma de algarismos igual a

2021’
o (2019 _ S(2019) _ 12
2021 )  S(2021) 5°

. . . 337333 \ . 22 22, ~
» Ja o numero racional x = 5091 tem soma de algarismos igual a —. Como — é uma fragao

, . , 22 44 337333 337333
decimal, /stoe,::4,4,segueque52< >:S<S( )>:4+4:8.

) 10 2021 2021
Definicao 3.3. (a) Seja S a aplicacdo soma de algarismos de um numero xz € Q.. As iteragbes de
S sdo definidas por
Sl(z) = S(x), Si(z) = S(S" (), t >2.

(b) A brbita de um ndmero x € Q,, O(z), é o conjunto {x, S(x), S*(x),--- , S*(x),--- }.

(c) Se a sequéncia O(x) = {S*(x)}ren tornar-se constante a partir de um certo indice ko,
vamos denotar por S*(x) = S*(x) esse valor constante, o qual denominamos soma iterada dos

algarismos do numero racional positivo x.

Segue da Definicao 3.3 que se existir algum inteiro positivo k£ tal que para k& > ky entao
Sk(z) = Sk (x), ou seja, assume um valor constante, e dizemos que S*(x) existe ou ocorre. Nosso

principal intento € mostrar o resultado do teorema a seguir.

Teorema 3.4. Seja x um numero racional positivo e S(x) denotando a soma dos algarismos de x.
Se S*¥(z), para algum k > 0, for uma fragdo decimal, entdo num ndmero finito de iteragées, a rbita

O(z) = {z, S(z),S%*(x), - ,S*(x),--- } se torna constante.

Para organizar e facilitar a leitura, antes de demonstrarmos o Teorema 3.4, faremos algu-
mas situagdes particulares ou resultados auxiliares. Um primeiro resultado, imediato e facil, é o

apresentado a seguir.

Proposicao 3.5. Sejaxr = § € Qy, tal que S*(a) = S*(b). Entdo, S*(x) esta definido.

20192019
Exemplo 3.6. nsider: = —— Vg 20192019) = 24 1 = 51.
emplo 3.6. Considere x TEREEEEEEED eja que 5(20192019) e S(15555555555) = 5
Assim. S 20192019 - 24 - 8 e
’ 15555555555 ) 51 17

Logo, S*(x) ocorre.

1
Exemplo 3.7. Considere x = % Veja que S(31) = 4 = S(121). Assim, S*(x) ocorre.
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Como uma aplicacao da Proposicao 3.5, considere a = ajap um numero inteiro de dois
algarismos, em que a( € o algarismo das unidades e a; € o algarismo das dezenas. Conforme

OBMEP (2021, p. 53), um inteiro positivo b € um parente de a se:
(i) o algarismo das unidades de b também € ay;
(i) os outros algarismos de b sao distintos de zero e somam a;.

No Exemplo 3.7, o denominador 121 é parente do numerador 31. O préximo resultado segue

diretamente da Proposicao 3.5.
Corolario 3.8. Dado = = % € Q4, em que b é parente de a, entdo S*(x) existe, e mais, S*(z) = 1.
Proposicao 3.9. Segjaxr = ¢ € Q. Se 5*(b) = 1, entdo S*(x) esta definido.

Prova. Como = é um numero racional positivo e, por hipdtese, S*(b) = 1, ou seja, existe um inteiro

kq tal que para todo k > ki, temos que

SF(b) = 1. (2)

Como a € 74, segue do Teorema 1.5 que S*(a) ocorre, ou seja, existe um inteiro ko tal que, para

todo k > ks, temos que

S*(a) = a, (3)

com a € Z,. Assim, para algum ko > max{ki, k2}, segue das Equacgées (2) e (3) que, para todo
k> k,,

Dai temos que S*(x) ocorre.

997
Exemplo 3.10- DadO r = m,

25 25 7 7 7
55’ S (28) 0 e, finalmente, S (10) 7

Proposicdo 3.11. Sejaz € Q. tal que, para algum ki, tenha-se S¥(b) = 10", com n e k; inteiro

* v =7 pois s () _
temos que S°(z) ocorre e que S*(x) = 7, pois S (1234567> N

positivo. Entao, S*(x) esta definido.

Prova. Basta observar que S*' () tem representagdo decimal finita, e o resultado segue do Teorema
22

Proposicao 3.12. Seja = um racional positivo tal que, para algum ki, tenha-se S*' (b) = 2", comn e
k1 naturais. Entdo, S*(x) esta definido.
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Prova. Para algum natural k, temos S*1(b) = 2™. Assim,

_ M) _ Shie)

)= e~

Como Sk (z) = 25 ki(a), Sk (x) é uma fragdo decimal. O resultado segue da Proposicdo 3.11.
10

Do mesmo modo, obtém-se a proposicao a seguir.

Proposicao 3.13. Seja x um racional positivo tal que tal que, para algum k, tenha-se S*1 (b) = 57,

com n e ki naturais. Entdo, S*(x) esta definido.

A demonstragao é feita de forma similar a demonstragao da Proposigao 3.12.

Apresenta-se, agora, a demonstragdo do Teorema 3.4.

Prova. (Teorema 3.4)

Se, para algum inteiro kg, tivermos que y = S*(x) admite representacdo decimal finita, entao,

y = Slkg,ff) ouy = 52 oy y = S’;ig% Em todos os casos, de acordo com as Proposigées 3.11,

3.12 ou 3.13, segue que S*(y) esta definido, ou seja, existe algum inteiro k; tal que S*(y) = S* (y),
para todo k > ki. Ademais,
S*(y) = SF(SM (x)) = SMHR(2) .

Assim, para todo inteiro k > ko + ki temos que S*(x) é constante e, portanto, S*(x) ocorre.

A seguir, apresentam-se mais alguns resultados.

Proposicao 3.14. Segjax = % € Q4, com S*(a) =9 e S*(b) = 6. Entdo, S*(x) esta definido.

Prova. Como S*(a) = 9, entdo existe um natural ko > 0 tal que, para todo k > ko, S*(a) = 9. Como
S*(b) = 6, entdo existe um natural k, > 0 tal que, para todo k > ki, S¥(b) = 6. Agora, fixando algum
ko > ko e ko > k1, temos que

~ Sk2(a) 9

~ Sk2(b) 6’
ou seja, S*2(x) = 2. Disso, e da Proposicdo 3.12, obtemos que, para algum ks > ko, S*(x) assume
2

5% (x)

um valor constante para todo k > 3.

De modo similar a Proposigao 3.14, temos os dois proximos resultados.

Proposicao 3.15. Sgjaz = % € Qu, tal que S*(a) =9 e S*(b) = 3. Entdo, S*(x) esta definido.

Proposicao 3.16. Segjax = % € Q4, tal que S*(a) = 6 e S*(b) = 2 ou S*(b) = 3. Entao, S*(x) esta
definido.
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4 Alguns problemas resolvidos

Para finalizar, nesta secao apresentamos alguns casos particulares, com o intuito de explorar
didaticamente um pouco mais a aplicagcao S, pensando em um leitor menos experiente. Para os de-
mais leitores € possivel suprimir a leitura desta, evitando que se tornem repetitivas e enfadonhas as
contas e argumentacdes. As questdes (exemplos) a seguir foram adaptadas do Banco de Questdes
da OBMEP (2021).

Exemplo 4.1. (OBMERP, 2015, nivel 1, questao 31 adaptada) Sejama = 11...11 e b = 2020...02,

2020
em que o algarismos 2 aparece 1010 vezes alternados por0. Entao, S* (%) ocorre. De fato, note que

11...11 =11 x 1010...0101 e 2020...02 =2 x 1010...0101. Portanto,
N—— N—_—— S—_—— N——
2020 2019 1010 algarismos 2 e 1009 algarismos o 2019

a 11x1010...0101 11

b 2x1010...0101  2°

0 _ 2 _
@ =2=L

Exemplo 4.2. (OBMEP, 2020, nivel 2, questao 24 adaptada) Verifique se S*(x) ocorre, em que

1001 x 1002 x 1003 x ... x 2000
1x3x5...x 1999 '

S

Como L} é irredutivel, S(4) =

€r =

Seja
21000 % 1 x 2 x 3 x...x 1000

21000 % 1 x 2% 3 x...x 1000
21000 w1 x 2 x 3 x ... x 1000

2x4x6x...x2000

1x2x3x...x2000

1x2x3x...x2000
S*(x) = S*(S*(26X166) X S*(24)) =S*(1x7)="T.

Assim, x x y = 21000 = 21000 Como y = 1, concluimos que x = 2'°°°. Portanto,

T

Exemplo 4.3. (OBMEPF, 2020, nivel 3, questao 28 adaptada) Seja f(r) = 13

Veja que

em que r € R.

i 1 2019
S (f(zozo)*'f(zozo)*'f(202o> ' +f<2020)>

ocorre. Temos que f(z)+ f(1—x) = 1. Assim, juntando os termos correspondentes as fragoes m
2020 — ¢

obtém o numero 1. Dai
2020

1 2019
/ (2020) +/ <2020> <2020) o+ (2020)

1 2019 2018
- <f(2020)*'f(2020) <f(2020)4'f(2020>
3 2017, 1009 pelout 1010
+<f(2020)+f(2020 ) g 20%%19 2020)> MEASTIL
STy
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. L (2019 3\ _
Assim, S <2> =9 <2> = 6.

Exemplo 4.4. (OBMEP 2020, nivel 3, questao 40 adaptada)

Veja que S* 1+1+1++
jaq 1x2 2x3 3 x4 2020 x 2021

1 n 1 n 1 R 1 (1 1 n 1 1 R 1 1
1x2 2x3 3x4 2020 x 2021  \2 2 2 3 2020 2021
1 0

120
e (2020 /4N
Assim, S (2021> _S<5>_8.
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