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Resumo: O presente trabalho tem como objetivo analisar como o software dindmico GeoGebra 3D pode
potencializar a compreensao de projecdo ortogonal no Ensino Médio por meio de atividades inspiradas no
Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM). Os dados coletados foram analisados a luz dos estudos de
Gutiérrez (1996) envolvendo visualizacdo espacial, habilidades espaciais e geometria dinamica. Os
resultados da investigagcdo apontam que o GeoGebra contribuiu para o desenvolvimento de habilidades
espaciais de alguns alunos e, principalmente, para a construgdo de situagdes nas quais a projegao
ortogonal é solicitada. Os estudos revelaram, também, a importancia de os alunos explorarem construgdes
dindmicas com projecdo ortogonal antes de se aventurarem em construi-las. A Geometria Dinamica foi
importante para que os alunos verificassem situagdes nao triviais que aparentam ser.

Palavras-chave: Visualizagdo Espacial; Habilidades Espaciais; Geometria Dinamica; Tecnologia Digital;
Geometria Espacial.

Abstract: The present work aims to analyze how the dynamic software GeoGebra 3D can enhance the
understanding of orthogonal projection in High School through activities inspired by National High School
Exam (ENEM). The collected data were analyzed under the studies of Gutiérrez (1996) involving spatial
visualization, spatial skills and dynamic geometry. The results show that GeoGebra contributed to the
development of spatial skills of some students and, mainly, to the construction of situations in which
orthogonal projection is requested. Studies have also revealed the importance of students exploring dynamic
constructions with orthogonal projection before venturing to build them. Dynamic Geometry was important for
students to verify the non-trivial hypotheses they appear to be.

Keywords: Spatial Visualization; Space Skills; Dynamic Geometry; Digital Technology; Spatial Geometry.

Resumen: El presente trabajo tiene como objetivo analizar como el software dinamico GeoGebra 3D puede
mejorar la comprension de la proyeccién ortogonal en Bachillerato a través de actividades inspiradas en el
Examen Nacional de de Ensefianza Media (ENEM). Los datos recolectados fueron analizados a la luz de los
estudios de Gutiérrez (1996) que involucran visualizacion espacial, habilidades espaciales y geometria
dinamica. Los resultados de la investigaciéon indican que GeoGebra contribuyé al desarrollo de habilidades
espaciales de algunos estudiantes vy, principalmente, a la construccion de situaciones en las que se solicita
la proyeccion ortogonal. Los estudios también revelaron la importancia de que los estudiantes exploren
construcciones dinamicas con proyecciéon ortogonal antes de aventurarse a construirlas. La Geometria
Dinamica fue importante para que los estudiantes verificasen situaciones no triviales que los parecen ser.
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1. Introducgao

O presente artigo apresenta um estudo sobre o potencial do software de geometria
dinAmica GeoGebra para a aprendizagem de projecado ortogonal no Ensino Médio. A pesquisa
analisa se a geometria dinAmica favorece o desenvolvimento de habilidades espaciais para a
compreensado de projecao ortogonal, tendo como questdo de investigacdo “‘como o uso do
GeoGebra 3D e da geometria dinAmica pode potencializar a compreensdo sobre projecéo
ortogonal no Ensino Médio?”. A pesquisa analisa se a geometria dindmica favorece o
desenvolvimento de habilidades espaciais para a compreensao de projecéo ortogonal. A projecao
ortogonal é “a representagdo de um objeto em um plano de projegao, quando as linhas visuais sdo
perpendiculares a este plano” (HOELSCHER; SPRINGER; DOBROVOLNY, 1978), ou seja, ela é
um elemento da geometria espacial que permite observar um objeto tridimensional em um plano
bidimensional.

Pesquisas apontam sobre a importancia de a geometria ser trabalhada de modo a envolver
os alunos. Para Sonza e Leivas (2018, p.1549), ha uma “[...] inegavel necessidade de se buscar
meétodos e metodologias de ensino que tornem a aprendizagem de Matematica mais atrativa, que
desperte o interesse do estudante e que este seja um sujeito dindmico no processo”.

O Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) é utilizado para avaliar a qualidade do Ensino
Médio no pais e, principalmente, como meio para que estudantes possam ingressar no Ensino
Superior. As notas individuais dos estudantes permitem a inscricdo em programas de acesso ao
Ensino Superior em universidades publicas brasileiras e, até mesmo, de outros paises. Para
realgar a importancia do tema projegao ortogonal no ensino de Matematica, destacamos que esse
€ um dos topicos utilizados pelo ENEM para avaliar a habilidade 6 da competéncia de Matematica
de area 2, que se refere a “Interpretar a localizagdo e a movimentagdo de pessoas/objetos no
espaco tridimensional e sua representagao no espaco bidimensional”.

Questdes sobre o0 assunto sao frequentes na prova, como por exemplo a questdo 180 do
ENEM 2013, Prova Azul, ilustrada no Quadro 1. Sibemberg (2020) traz outros exemplos de

questdes do ENEM que abordam o tema projecao ortogonal.
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Quadro 1 — Questio 180

(Adaptado) Questdo 180 - ENEM 2013: Gangorra € um brinquedo que consiste de uma tabua longa e
estreita equilibrada e fixada no seu ponto central (pivd). Nesse brinquedo, duas pessoas sentam-se nas
extremidades e, alternadamente, impulsionam-se para cima, fazendo descer a extremidade oposta,
realizando, assim, o movimento da gangorra. Considere a gangorra representada na figura, em que os
pontos A e B sdo equidistantes do pivé:

Pivo

A

! |

A projecao ortogonal da trajetéria dos pontos A e B, sobre o plano do chao da gangorra, quando esta se
encontra em movimento, é:

Fonte: Brasil (2013, p. 31, caderno azul).

De acordo com Gutiérrez (1996), ja no final do século XX, os livros eram a principal fonte
de informacgao nas escolas, o que se repete nos dias atuais e, provavelmente, deve continuar nos
proximos anos. Por meio dos livros didaticos, os estudantes podem estudar praticamente todos os
assuntos que sdo necessarios para a conclusdo dos ensinos Fundamental e Médio. Para o
conteudo de geometria espacial ndo é diferente. Em geral, o assunto de poliedros é apresentado
em livros apenas com definicdes, acompanhadas de figuras coloridas com algumas explicacoes,
muitas vezes insuficientes para o bom entendimento por parte do aluno. O autor ressalta que
essas imagens e explicagdes sao insuficientes para o bom entendimento do aluno sobre o que os
poliedros representam. E complementa que o livro didatico, ndo importando quao bom ele seja,
sempre tera a limitacdo de nao poder proporcionar ao aluno um elemento basico da geometria
espacial, o movimento.

Sibemberg (2020) realizou um estudo com livros didaticos utilizados por uma escola
estadual do Estado do Rio Grande do Sul, com o objetivo de analisar se o assunto de projegcéo
ortogonal estava presente nesses livros e, caso estivesse, como ele era abordado. Como
resultado, o autor percebeu que, em geral, poucas paginas sdo dedicadas a projegao ortogonal e
a apresentacdo do assunto é feita por meio de uma linguagem matematica que abusa de
formalidades matematicas e é escasso em figuras que mostrem a proje¢ao ortogonal aplicada em
situacoes verossimeis.

Neste artigo, apresentamos dois conjuntos de atividades, que constituem um recorte de um
trabalho mais amplo de conclusdo de curso de graduagdo em Licenciatura em Matematica
(SIBEMBERG, 2020), que foram aplicadas para alunos do 2° ano do Ensino Médio, cujo foco era
estudar e desenvolver habilidades espaciais para a compreensao de projecéo ortogonal a partir da
utilizacado de ambiente de geometria dindmica (as atividades serao apresentadas na se¢ao 4). O

GeoGebra foi utilizado como principal recurso tecnoldgico no desenvolvimento das atividades.
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O artigo esta organizado da seguinte forma: as se¢des 2 e 3 apresentam fundamentos
tedricos sobre o desenvolvimento de habilidades espaciais e geometria dindmica; na se¢éo 4 sao
apresentadas as atividades trabalhadas e a andlise dos dados produzidos na pesquisa; por fim, na

secao 5 apresentamos as consideracdes finais desse estudo.

2. O Desenvolvimento de Habilidades de Visualizagao Espacial

Para Gutiérrez (1996), a concepcao de visualizagdo espacial possui uma ampla variedade,
dependendo do ponto de vista. Para a Educagao Matematica, o conceito esta relacionado com a
formacado e o uso de representacbes mentais de informagdes matematicas. Assim, entende-se
que o conjunto de elementos que integram a visualizacao espacial pode ser dividido em quatro
partes principais: imagens mentais, representacdo externa, processo de visualizacdo e
habilidades de visualizagdo (GUTIERREZ, 1996).

Gutiérrez (1996) entende que a imagem mental é o elemento mais basico que o estudante
precisa para “aprender a construir, transformar e analisar objetos geométricos a fim de adquirir
uma boa capacidade de visualizacdo espacial” (GUTIERREZ, 1996, p. 25, tradug&o nossa).

Presmeg (1986) apresenta exemplos de imagem mental. Para a autora, a imagem
concreta consiste no tipo mais simples de imagem mental, sendo o tipo de imagem que
normalmente usamos para representar poliedros. J& a imagem dindmica envolve o0 movimento
mental de algum objeto e, portanto, ela permite visualizar este objeto em qualquer posicao
desejada. A imagem cinestésica, por sua vez, é caracterizada pelo movimento de um objeto
utilizando algumas partes do corpo (como por exemplo as maos ou a cabeca).

Para Escriva; Jaime e Gutiérrez (2018), as imagens mentais e os processos de
visualizagdo sao as pecas centrais da atividade de visualizagdo em Matematica. Assim, os autores
defendem que para realizar esses processos de visualizacao e relacionar informacgbes externas
com informag¢des mentais do tipo visual, € fundamental desenvolver habilidades que permitam
realizar essas conexoes.

O processo de visualizacao esta dividido em dois processos inter-relacionados, em que o
primeiro “é o processo de converter dados abstratos e nido figurativos em imagens visuais, e
também converter uma imagem mental em outra” (GUTIERREZ, 1996, p. 26), chamado de
processamento visual. O segundo consiste no processo de interpretacao da informagéao figural,
em que este é o “processo de ler, analisar e entender representagcbes espaciais, como
representacdes no plano ou imagens mentais de poliedros, a fim de obter algum dado deles”
(GUTIERREZ, 1996, p. 26).

O ultimo componente da atividade de visualizagao sao as habilidades de visualizagcédo, em
que “o aprendizado e a melhoria dessas habilidades é a chave de todo o processo de visualizagao
espacial” (GUTIERREZ, 1996, p. 26, tradugdo nossa). Assim, quando as habilidades de
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visualizacao estdo desenvolvidas, ou em desenvolvimento, o aluno pode escolher qual habilidade
de visualizacao usar, dependendo do problema que ele estiver resolvendo. Listamos algumas das
principais habilidades de visualizagao para Gutiérrez (1996):

o Figure-ground perception (Percepgao figura-fundo): nesta habilidade espera-se que o
sujeito identifique um certo objeto isolado de um contexto complexo.

e Perceptual constancy (Constancia perceptiva): nesta habilidade espera-se que o sujeito
reconhega que, independente de cor, tamanho, textura ou posicéo, algumas propriedades
de um objeto permanecem as mesmas.

e Mental rotation (Rotacdo mental). nesta habilidade espera-se que o0 sujeito consiga
produzir uma imagem mental dindmica, isto é, em sua mente consiga visualizar
movimentos de um objeto para interpretar alguma configuracao dele.

o Perception of spatial relationships (Percepc¢ao de relagbes espaciais): nesta habilidade
espera-se que o sujeito consiga relacionar objetos, figuras e/ou imagens mentais uns com
0s outros.

A seguir, apresentamos fundamentos tedricos sobre o papel da geometria dindmica no

desenvolvimento das habilidades de visualizagao espacial.

3. A Geometria Dinamica e a Visualizagao Espacial

De acordo com Santos e Moita (2016), os recursos tecnolégicos podem contribuir para o
processo de aprendizagem, pois permitem ao professor interpretar, refletir e criar processos de
ensino inovadores, numa pratica produtiva e dindmica, reinventando o ato de educar. Estudos
sugerem que o GeoGebra é uma das tecnologias digitais com potencial para melhorar o processo
de aprendizagem do aluno (NOTARE; BASSO, 2016; LEMMERTZ, 2019; SIBEMBERG, 2020).
Assim, destacamos que

O desenvolvimento de sistemas dindmicos voltados para a aprendizagem de
Matematica tem possibilitado novas formas de tratamento para problemas, pela
possibilidade de tornar acessiveis € manipulaveis objetos matematicos que até
entdo precisavam ser tratados de maneira estatica e abstrata (NOTARE; BASSO,
2016, p. 2).

Dessa forma, os recursos de geometria dindmica 3D podem contribuir para o raciocinio
espacial dos alunos, desenvolvendo pensamentos que vao além das possibilidades obtidas com
papel e lapis, ampliando o acesso e a manipulagdo de objetos espaciais. Atividades nesses
ambientes também podem estimular a participacdo e a autonomia do aluno nas atividades, para
que ele reconheca e valorize sua capacidade intelectual.

Para evidenciar o potencial dos ambientes dindmicos na resolugcdo de problemas que
envolvem habilidades de visualizagao espacial, Notare e Basso (2016) propuseram um problema

de geometria espacial, retirado de uma prova do ENEM de 2011, para um grupo de mestrandos
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em Ensino de Matematica da Universidade Federal do Rio Grande do Sul. A solu¢cdo da questao
exige o emprego de habilidades de visualizagdo espacial do estudante. Os autores perceberam
que os estudantes, ao tentar resolver o problema com papel e lapis, de forma estatica, nao
obtiveram sucesso, pois “construiram uma imagem figural equivocada dos soélidos destacados”
(NOTARE; BASSO, 2016, p. 4). Apos a etapa de resolucao estatica, os alunos sao incentivados a
representar a situagao problema no GeoGebra 3D, utilizando suas possibilidades de construgao e
dinamismo. Os estudantes realizaram construcbes dindmicas que realcavam a solugcdo do
problema. E notado que o GeoGebra 3D permite construcdo de objetos dinamicos isomorfos a
situacao real e que ele pode potencializar o aprendizado de situagdes de geometria espacial.

Em 1996, Gutiérrez j4 mencionava a importancia do uso de geometria dindmica como
recurso para potencializar o ensino de geometria, inclusive apontando que nas aulas do futuro “[...]
podemos imaginar salas de aula cheias de computadores, muitos CDs em uma prateleira, € um
grande armario contendo muitos aparatos e objetos manipulaveis” (GUTIERREZ, 1996, p. 33,
traducdo nossa). O autor imaginava que, quando professores e estudantes fossem abordar o
trabalho sobre sdlidos geométricos, como por exemplo piramide, cubo ou qualquer outro objeto
espacial, os professores deveriam dar alguns minutos para os alunos manipularem o sélido e, em
seguida, olhar e movimentar os sélidos na tela do computador, de forma que, apés isso, os alunos
conversassem sobre as propriedades descobertas.

Isso mostra que, ja no século passado, existia uma preocupacao em fugir da aula focada
somente em livros didaticos, que, naquela época — e continua sendo — era a principal fonte de
informagdo nas salas de aula (GUTIERREZ, 1996). Gutiérrez (1996) afirma que, até aquele
momento, o contato de alunos com a abordagem dindmica dava-se somente pelo manuseio de
solidos fisicos, que apresentava como limitacdo o fato de que os alunos faziam movimentos muito
rapidos, movendo os objetos apenas para as representacdes convencionais, sem utilizar todo o
potencial que uma abordagem dindmica pode proporcionar. O autor conclui que essa abordagem,
como a abordagem por livros didaticos, normalmente gera imagens mentais estaticas na mente
dos alunos, que limitam a compreenséo total dos objetos geométricos e dificultam a resolucao de
problemas.

Para realcar a importancia de um software de geometria dindmica, Gutiérrez (1996)
argumenta que, em geral, os livros didaticos representam os sélidos em posigdes convencionais.
A partir das imagens ilustradas na Figura 1, o autor discute que, com o uso de um computador, o
aluno poderia reconhecer mais facilmente que representagcdes ndo convencionais também, sao,

de fato, representacdes de uma piramide.
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Figura 1 — Representagdes de uma piramide

ADNT A

Fonte: Gutiérrez (1996, p. 24).

Sao muitos os estudos que mostram que a utilizagdo da geometria dinamica em sala de
aula potencializa a aprendizagem de geometria espacial e auxilia no desenvolvimento de
habilidades espaciais (NOTARE; BASSO, 2016; LEMMERTZ, 2019; SIBEMBERG, 2020). A seguir,
apresentamos a pesquisa realizada sobre a resolugdo de problemas de projecdo ortogonal em

ambiente de geometria dindmica.

4. Projecao Ortogonal: O Potencial das Atividades Dinamicas

Apresentamos nessa secao a pesquisa norteada pela questao “Como o uso do GeoGebra
3D e da geometria dindmica pode potencializar a compreensao sobre proje¢cdo ortogonal no
Ensino Médio?”. O objetivo foi investigar o potencial do software dindmico GeoGebra 3D para a
compreensao de proje¢ao ortogonal no Ensino Médio por meio de atividades inspiradas no ENEM,
a luz de fundamentagdo tedrica envolvendo visualizagdo espacial, habilidades espaciais e
geometria dinédmica.

A investigacao, de cunho qualitativo, propés o desenvolvimento de uma oficina, organizada
em seis encontros com duragéo de dois periodos (1h40min) cada, cujas atividades no GeoGebra
contemplavam o desenvolvimento de conceitos de geometria espacial, habilidades de visualizagédo
espacial e identificacdo de representa¢des ortogonais de objetos tridimensionais. Participaram da
oficina 23 alunos do segundo ano do Ensino Médio de uma escola da rede estadual do Estado do
Rio Grande do Sul, em horario regular das aulas de Matematica. De modo geral, os alunos foram
organizados em duplas para a realizagao das atividades. Os estudantes, no decorrer das analises
apresentadas, serao referenciados pela letra inicial de seus nomes. Selecionamos para
apresentar e analisar nesse artigo dois conjuntos de atividades que foram aplicadas na oficina’,

gue ilustram e representam o conjunto de atividades realizadas.

4.1. Atividade 1: Introduzindo o conceito de proje¢ao ortogonal

O primeiro conjunto de atividades, composto por oito itens, foi aplicado para 23 alunos da
turma e tinha o objetivo de introduzir o conceito de projecao ortogonal, além de familiarizar os

alunos com construgdes de proje¢des ortogonais de alguns objetos geométricos no GeoGebra.

" Todas as atividades que foram realizadas pela turma podem ser acessadas em Sibemberg (2020).
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Os pesquisadores apresentaram aos estudantes um arquivo com uma constru¢do no
GeoGebra. A construcado era composta de oito pontos no espaco. Os alunos deveriam construir a
projecao ortogonal desses pontos no plano xOy. O objetivo dessa atividade era proporcionar aos
alunos uma primeira exploragéo do conceito de projegédo ortogonal, observando o que acontece
ao projetarmos ortogonalmente pontos e segmentos de reta, estimulando o desenvolvimento de
habilidades de visualizacido espacial.

Houve uma discusséo inicial sobre a ideia de projecao ortogonal. Muitos alunos, em um
primeiro momento, ficaram com duvidas sobre como fazer a construcao (Figura 2) das projecoes,
sendo necessaria a ajuda do pesquisador para dar inicio a atividade. Visto isso, o pesquisador
decidiu agrupar os estudantes em grupos de sete a dez membros para discutir como projetar um
ponto no plano, a partir da utilizacao da ferramenta reta perpendicular do GeoGebra. Foram
formados trés grupos. Em todos os grupos, pelo menos um aluno do grupo salientou que a
projecao ortogonal dos pontos era dada pela intersecao entre a reta perpendicular ao plano xOy
passando pelo ponto e o préprio plano xOy.

Depois dessa conversa inicial, os alunos retornaram as duplas originais para concluir a
construcao das projegdes ortogonais dos pontos. A dupla formada pelos alunos T e B finalizou as
constru¢des com desenvoltura, como mostra a Figura 2.

Figura 2 — Construgcao das projecdes ortogonais dos pontos da atividade

Fonte: Acervo dos autores.

A sequéncia dessa atividade questionava sobre a observagdo de padrdo entre as
projecdes ortogonais dos pontos, a partir da analise das coordenadas desses pontos, incentivando
a observacao de diferentes representacdes para os pontos projetados. Discussbes foram iniciadas
quando algumas duplas tentaram encontrar o padrao entre as projeg¢des. A dupla supracitada
iniciou uma conversa com o pesquisador, e concluiu que as proje¢des ortogonais poderiam ser
visualizadas nas janelas de visualizacdo do GeoGebra 2D e 3D. Os alunos B e T foram
questionados sobre o GeoGebra ter ou ndo auxiliado na compreensdo da ideia de projecéo

ortogonal: o aluno B comentou que “Antes eu nao tinha entendido nada, pelo menos agora eu sei
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que é so colocar zero na ultima posigao”; e o aluno T comentou que ja havia entendido bem o
conceito, mas que achou divertido construir as projec¢des pelo GeoGebra.

Para a mesma questdo, a dupla G e D respondeu conforme indicado na Figura 3. Ao
observar a resposta da dupla, o pesquisador questionou “Como vocés chegaram nisso?”. Sem
hesitacdo, G respondeu “E s6 olhar no GeoGebra”. Um dos objetivos da pesquisa foi observar em
que aspectos 0 GeoGebra potencializa o ensino de proje¢do ortogonal e, os autores acreditam
que, essa observacdo dos alunos foi feita a partir da exploragdo da projecdo ortogonal

proporcionada pelo GeoGebra em suas diferentes representacoes.

LI T B A el I T R A AT

Figura 3 - Re§p93ta daduplaGeD

3 LMSCUTA Comy sua nla & cor f - - . a
= vl dlpia o com o professor, ha \ll_!h'u'll [!|m¢|;_' ['-:14.’r.|n NEssas projecoes
a0 com as conrdenadas dos |-|'|:|||'|-‘I

2 RO WO LOOE AGde.> S amanteihm 2 &

Fonte: Acervo dos autores.

Destacamos que a possibilidade de manipular e visualizar as janelas algébrica e gréafica
simultaneamente ajuda os alunos na identificagdo de propriedades da projecao ortogonal.

Alguns alunos apresentaram dificuldade na projecdo dos pontos. N apresentou suas
construcdes para o pesquisador, ilustradas na Figura 4. Ao justificar sua construgao, N afirmou
que utilizou a ferramenta reta perpendicular selecionando o ponto e o plano. Entretanto, ao
analisarmos sua construcao, verificamos que N selecionou o eixo x em vez de selecionar o plano
xOy e, assim, o0 GeoGebra construiu retas perpendiculares ao eixo x € ndo ao plano xOy. Apos
dialogo com o pesquisador, a atividade foi finalizada com éxito. Destacamos aqui que o processo
de familiarizagdo com GeoGebra esta ocorrendo de forma simultdnea ao desenvolvimento das
atividades.

_Figura 4 — Construcao das projegoes por N

AN

Fonte: Acervo dos autores.

No caso de N, houve dificuldade com a utilizagdo do software. Porém, verificamos que N
considerou sua construcao correta ao apresentar ao pesquisador, o que evidencia, ainda, falta de
compreensdo sobre o conceito de projecao ortogonal. Considerar sua construgdo correta

@ SIBEMBERG, Lucas Siviero; NOTARE, Marcia Rodrigues. Projegéo Ortogonal: uma abordagem com Geometria
Dinamica. REMAT: Revista Eletrénica da Matematica, Bento Gongalves, RS, v. 8, n. 1, p. €2005, 30 de junho de
o

2022. https://doi.org/10.35819/remat2022v8i1id5241.



https://doi.org/10.35819/remat2022v8i1id5241

REMAT: Revista Eletronica da Matematica 10

evidencia que N ainda ndo construiu uma imagem mental correta da projegdo ortogonal de um
ponto, pois ndo identifica representacdes externas inconsistentes (GUTIERREZ, 1996). Neste
processo, N ainda n&do mostra evidéncias de realizar uma interpretagéo da informacao figural, pois
nao é capaz de ler, analisar e entender a representagado espacial relativa a projegcao ortogonal de
ponto em um plano, processo importante para o desenvolvimento da visualizacdo espacial
(GUTIERREZ, 1996).

A Figura 5 ilustra o arquivo do GeoGebra referente a atividade seguinte. Nessa questao, os
alunos foram convidados a construir as projegdes ortogonais de segmentos de reta e observar
casos especiais nas projegoes.

Figura 5 — Arquivo da segunda atividade

Fonte: Acervo dos autores.

A maioria das duplas em aula construiu as proje¢cdes ortogonais dos pontos sem muitas
dificuldades, porém para projetar os segmentos de reta, apresentaram comportamento diferente.
O grupo formado pelos alunos F, Z e R pediu auxilio ao pesquisador para projetar os segmentos.
O pesquisador respondeu: “O D e o F tao ligados né, entdo o que a gente vai fazer ¢é ligar a
projecao deles também”. Os alunos entenderam a ideia e concluiram a atividade, obtendo o
resultado ilustrado na Figura 6.

Figura 6 — Projecéo Ortog_onal construidas porF, Ze R

i

Fonte: Acervo dos autores.
O pesquisador iniciou uma discussdao com o grupo, buscando observar se alguma das
projecdes havia surpreendido os alunos. O aluno F respondeu que o quadrado como projegcao

ortogonal de segmentos que, no espaco, nao representam um quadrado, havia Ihe surpreendido.
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Isso destaca o papel do GeoGebra na ampliagdo do repertério de possibilidades de imagens dos
estudantes (NOTARE; BASSO, 2016), possibilitando o desenvolvimento das habilidades de
visualizagdo, como a capacidade de percepcao de relacbes espaciais, em que o aluno relaciona
objetos espaciais, neste caso, o segmento e sua projecéo ortogonal (GUTIERREZ, 1996).

Na mesma atividade, havia o questionamento: A projecao ortogonal de um segmento de

reta € um segmento de reta?, que desencadeou o seguinte dialogo:

F: O sor, a gente ndo entendeu a segunda pergunta.

Pesquisador: Eu quero saber nela, se eu pegar um segmento de reta e projetar ele no plano, se a proje¢cao
vai ser um segmento de reta.

F: Entao a resposta é sim.

Pesquisador: Mas perai, vamos olhar pra projegdo do segmento HA.

F:EoO.

Pesquisador: Isso! E HA é um segmento. Mas a gente viu que ali deu um ponto. Entdo néo é verdade.

F: Entendi agora. Entdo a resposta é n&o.

A dupla T e B também teve éxito na solucdo da atividade. T ainda observou para o
pesquisador “Nado é um quadrado no espago, mas no plano sim”, observando as projecdes
ortogonais de quatro segmentos de reta representados no espago, que tem o formato de um

quadrado (Figura 7).

Figura 7 — Projegbes dos quatro segmentos observados

£ £|

Fonte: Acervo dos autores.

Os alunos que conseguem observar o quadrado como projegdo ortogonal dos quatro
segmentos na Figura 7 estdo desenvolvendo e utilizando a habilidade percepcéao figura-fundo
(GUTIERREZ, 1996), em que, mesmo com todo o contexto que esta inserido o contorno do
quadrado, os alunos percebem que segmentos que nao tem relagdo aparente e, mesmo assim,
suas projeg¢des (juntas) formam um quadrado. Este fato revela também a habilidade de percepgao
de relagbes espaciais entre segmento de reta e sua projecao ortogonal no plano, ancorado pela
imagem visual das retas perpendiculares.

Outra questao da folha de atividades fazia a seguinte pergunta: A partir de uma projecao
ortogonal, podemos obter o objeto que esta sendo projetado? A aluna N respondeu que nao
podemos dizer nada sobre o objeto se uma de suas projecdes ortogonais for um quadrado.

Acreditamos que a aluna respondeu desta forma, considerando a projecao dos quatro segmentos
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de reta no espacgo que formavam um quadrado no plano xOy. Quando a aluna respondeu a essa
questdo, estava apoiada na imagem mental do quadrado e isso, provavelmente, a levou a
resposta. ldentifica-se um processamento visual realizado pela aluna N, que converte a imagem
metal do quadrado projetado em segmentos de retas no espago (ESCRIVA; JAIME; GUTIERREZ,
2018).

Os préximos itens da atividade convidavam os alunos a explorar as proje¢des ortogonais
dos seguintes solidos: cubo, octaedro, tetraedro, pirdmide regular de base triangular, pirdmide
regular de base quadrangular, piramide regular de base hexagonal, prisma regular de base
triangular e prisma regular de base hexagonal. Além de analisar os seguintes poligonos: tridngulo,
quadrilatero, retangulo pentagono, hexagono e octégono e encontrar respectivos soélidos, em que
uma das projecoes ortogonais fossem o poligono. Foi utilizado o material digital dindmico2, em
que as projecoes dos solidos estdo construidas em trés planos de projecao distintos. Cada grupo
escolheu um solido para encontrar trés de suas proje¢cbes ortogonais e, depois, escolher um
poligono e encontrar trés solidos cujas proje¢cdes ortogonais resultassem nesse poligono.

Essa atividade teve uma proposta diferente das anteriores, com foco nas projecoes
ortogonais de poligonos. A utilizagdo deste material digital foi importante para a pesquisa, para
que os alunos pudessem explorar proje¢des ortogonais de outros objetos, sem se preocupar com
a construgdo de tais projegcbes, além de integrar na sequéncia de atividades a utilizacdo de
materiais ja desenvolvidos por outros pesquisadores.

Sete grupos concluiram a atividade. Vamos analisar a resolugéo da dupla M e V. A dupla
escolheu o cubo para investigar as possiveis projecdes ortogonais. Os alunos encontraram, com
desenvoltura, o quadrado e o retangulo como projecao ortogonal do cubo (Figura 8), mas estavam
com dificuldade para encontrar uma terceira projecao. O pesquisador ajudou os alunos nesse

processo, conforme dialogo a seguir.

Pesquisador: Mas vocés ndo mexeram no cubo?

M: Mexemos, mas a gente s6 conseguiu o retdngulo e o quadrado.

Pesquisador: Como assim? Mexe um pouco mais o'y.

V movimenta o controle y, resultando na posig¢édo do cubo ilustrado na Figura 10.
Pesquisador: Ali a gente nao tem um poligono diferente? (referindo-se a projegéo ortogonal no plano xOy).
M: Tem, mas isso ndo é um cubo (referindo-se ao sélido).

V: E.

Pesquisador: Perai, vamo Vvé.

O pesquisador pega seu estojo e volta para fazer uma observagéo com os alunos.
Pesquisador: Se eu movimentar meu estojo ele ainda é um estojo, né?

M: Sim.

Pesquisador: Entdo se eu movimentar o cubo eu continuo com o cubo.

M: T4, entdo o hexagono é a resposta?

Pesquisador: Isso.

2 Disponivel em: http://www.cdme.im-uff.mat.br/htm|5/pro/pro-html/pro-br.html. Acesso em: 27 ago. 2020.
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Figura 8 — Posigao do cubo encontrada por M e V
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Fonte: Acervo dos autores.

A partir da analise do dialogo, identificamos que os alunos M e V precisam desenvolver a
habilidade constancia perceptiva (reconhecer que, independentemente de cor, tamanho, textura
ou posicao, algumas propriedades do objeto permanecem as mesmas), pois M e V estavam com
dificuldade para perceber que, ao movimentar o cubo (e de um modo geral, qualquer objeto), o
sélido permanecia sendo um cubo.

Para resolver a ultima parte da atividade, os alunos fizeram uma relagao interessante. O
pesquisador estava auxiliando outro grupo que estava por perto e ouviu a dupla comentando que,
como uma das projegdes do cubo era um retangulo, entdo o cubo € um sodlido que possui o
retAngulo como uma de suas projecdes ortogonais. Vale observar que foi frequente a confusao de
nomenclatura entre quadrado e cubo ou tridngulo e pirAmide. A pergunta de D exemplifica essa
confusdo “Um tridngulo pode gerar um retangulo?”. Finalmente, depois de varias tentativas com

outros solidos, a dupla V e M conseguiu concluir a atividade (Figura 9).

Figura 9 — Respostas de M e V
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Fonte: Acervo dos autores.

Uma observacao feita por algumas duplas foi que € possivel encontrar como projecées
ortogonais poligonos nos planos laterais também, e ndo somente no plano xOy. O dialogo entre o
pesquisador e a dupla | e E mostra essa situagdo: as alunas estavam procurando por uma
projecao da piramide regular de base triangular e solicitaram ajuda para o pesquisador. Na
verdade, as alunas estavam com uma possivel projecédo ortogonal construida, porém nio estavam
conseguindo visualiza-la, por que s6 analisavam o plano xOy. Entdo o pesquisador comentou
“Vocés podem botar quadrilatero, aqui em cima € um quadrilatero né” (referindo-se a uma
projecao ortogonal em um dos planos laterais). E respondeu “Mas pode ser daqui também?”, no

qual o pesquisador respondeu “Sim, a proje¢ao pode ser em qualquer plano”.
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Percebemos que os alunos | e E tiveram dificuldade para visualizar a projecao ortogonal
em um plano que nao fosse o0 que estavamos trabalhando até aquele momento. Acreditamos que
os alunos nao conseguiram utilizar a habilidade espacial de percepc¢ao de relagdes espaciais, pois
n&o conseguiram relacionar o sélido (cubo) com as projecdes nos planos laterais (GUTIERREZ,
1996).

As construgbes dos alunos sugerem que a geometria dindmica ajudou no entendimento
sobre projecao ortogonal dos sélidos mencionados, pois proporcionou a visualizagdo dindmica da

projecao ortogonal dos sélidos enquanto eles movimentavam os mesmos.

4.2. Atividade 2: Aplicando o conceito de projegcao ortogonal em problemas

O segundo conjunto de atividades foi realizado apenas com sete alunos da turma, em
horario alternativo. Por ndo ser no periodo regular das aulas, poucos alunos puderam participar
desse encontro. Essas atividades tinham a caracteristica de ser mais desafiadoras, propondo a
resolugao de questdes do ENEM sobre projecao ortogonal.

Os alunos foram organizados em dois grupos. Cada grupo recebeu uma questdo do ENEM
sobre projecdo ortogonal. Os alunos deveriam construir no GeoGebra as situagdes propostas
pelas questdes, entretanto, pela limitacao de tempo, o pesquisador fez as construgdes e os alunos
as manipularam e exploraram.

Em um primeiro momento, cada aluno teve em torno de dez minutos para resolver a
questdo, sem a utilizacdo de recurso digital. Durante esse periodo, os alunos podiam se
comunicar e o pesquisador nao fez intervengées em nenhum dos grupos. Para cada questao,
todos os membros do grupo responderam de forma igual, porém com justificativas diferentes.

Discutiremos ambas as respostas dos alunos, comecando pela questio referente a
questao 153 do ENEM de 2012 (BRASIL, 2012) (Quadro 2). Essa questéo foi resolvida pelos
alunos M, V e P. V respondeu que a imagem que melhor representa o trajeto seria um semicirculo,
pois o ponto A esta situado no chao. Os outros alunos também responderam que a representacao
no plano seria de um semicirculo. Nao foi possivel identificar o porqué de os alunos apresentarem
essa resposta. Uma hipotese é que os alunos estavam com dificuldades na elaboracdo da
imagem mental da trajetéria do motoqueiro (GUTIERREZ, 1996), faltando habilidades espaciais
como rotagcdo mental e percepgao de relagbes espaciais. Os alunos ndo estavam conseguindo
interpretar o problema e construir uma imagem mental que fornecesse uma ideia para solugao da
questao, ou seja, precisaram de recursos que permitissem desenvolver ou ativar suas habilidades
de visualizagao espacial.

Quadro 2 — Questio 153

(Adaptado) Questdao 153 - ENEM 2012: O globo da morte é uma atragdo muito usada em circos. Ele
consiste em uma espécie de jaula em forma de uma superficie esférica feita de agco, onde motoqueiros
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andam com suas motos por dentro. A seguir, tem-se, na Figura 1, uma foto de um globo da morte e, na
Figura 2, uma esfera que ilustra um globo da morte.

[ oW ey, T R
=S| T

Figura 1 Flgura 2
Na Figura 2, o ponto A esta no plano do chao onde esta colocado o globo da morte e o segmento AB
passa pelo centro da esfera e é perpendicular ao plano do chdo. Suponha que ha um foco de luz
direcionado para o chio colocado no ponto B e que um motoqueiro faga um trajeto dentro da esfera,
percorrendo uma circunferéncia que passa pelos pontos A e B. Qual a imagem que melhor representa o
trajeto feito pelo motoqueiro no plano?

Fonte: Brasil (2012, p. 23, caderno azul).
Apos os alunos finalizarem a primeira etapa, o pesquisador fez a constru¢cao no GeoGebra,
representada na Figura 10, em um computador e os alunos acompanharam e analisaram. Nessa
construcao, a esfera representa o globo da morte, o ponto M; representa o motociclista e o ponto

P representa a proje¢ao ortogonal do motociclista no plano do chéo.

Figura 10 — Construgéo sugerida para entender a questao 153

‘;

Fonte: Acervo dos autores.

O pesquisador iniciou uma discussao com os alunos comentando “Vocés concordam que
esse ponto aqui é o motociclista?” Neste momento, s6 tinhamos construido a esfera e o ponto M;.
Entdo M respondeu ao pesquisador com uma pergunta “Mas ele ndo da a volta inteira né?” O
pesquisador comentou “O exercicio diz que ele vai de A até B e de B até A, uma volta completa”.
Os autores acreditam que M e os demais membros do grupo resolveram a questao tendo em
mente que o motociclista dava apenas meia volta no globo da morte. Entédo, juntamente com os
alunos, o pesquisador construiu a reta perpendicular ao plano do ch&o que passa pelo ponto My, e
construiu o ponto D, projecao ortogonal do motociclista no solo. Os trés alunos concordaram que
aquela era a projegdo ortogonal. Antes de movimentar o ponto, buscando identificar as
habilidades de visualizagdo dos alunos, o pesquisador perguntou “O que vocés acham que o
ponto M; vai fazer?”. Os alunos ficaram em siléncio e M, timidamente, respondeu “Um C?” Entao

0 pesquisador habilitou o rastro do ponto P, recurso do GeoGebra que permite ver a trajetéria de
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um ponto, e fez, usando o controle deslizante, uma volta completa do motociclista, resultando na
situagao representada na Figura 11.

Figura 11 — Projecao Ortogonal do deslocamento do motociclista em movimento

Fonte: Acervo dos auto;es.
A partir da exploracao e observagao no GeoGebra, o pesquisador e os alunos debateram

sobre a construcao.

Pesquisador: Que que vocés acham?

M: Que ta errado.

Pesquisador: Como assim?

M: Néo tem essa resposta na folha.

O pesquisador pensou por alguns instantes no que M quis dizer e percebeu que na Figura 13 a projecéo
ortogonal do movimento do motociclista esta na horizontal e ndo na vertical como mostra a alternativa
correta ‘e’.

Pesquisador: Te entendi agora. (Pesquisador movimenta a Janela de visualizagao 3D de forma que a
projecao fique na vertical) E agora, ta certo?

Nenhum aluno se manifestou. O pesquisador comentou sobre todos passos que havia feito até chegar na
linha vertical.

Pesquisador: Ficou mais ou menos claro?

P: Sim.

Pesquisador: M... V?

M: Ta, agora faz sentido.

V: Acho que sim.

Os autores acreditam que a dificuldade do aluno M para entender a construgao feita pelo
pesquisador foi a falta da habilidade rotagdo mental, isto é, conseguir visualizar mentalmente
movimentos de um objeto para interpretar alguma configuragdo dele (GUTIERREZ, 1996). O
aluno M ndo conseguiu perceber que apenas estava visualizando para o movimento do
motociclista de outra perspectiva. Outra possibilidade é que a habilidade de elaborar uma imagem
mental dindmica também pode nao estar bem construida pelo aluno M.

A outra questdo do ENEM de 2012 (BRASIL, 2012) (Quadro 3) foi proposta aos alunos G,
R, | e E. Nesta atividade, todos os alunos acertaram a questdo antes de ser discutida a partir da
exploracao no GeoGebra. Porém, ainda assim, somente E justificou de uma forma mais adequada,
dizendo que fez o desenho do que seria a projecdo do deslocamento na mesa. Na discussao

entre os alunos, o pesquisador percebeu que E foi a primeira a responder a questao e os demais
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seguiram sua resposta, provavelmente, buscando justificar de alguma maneira, como por exemplo
G que respondeu que “seguiu as linhas”.

Os alunos tiveram, aproximadamente, dez minutos a mais para discutir a questao,
enquanto o pesquisador fazia a construgcdo da outra questdo no GeoGebra com o outro grupo de
alunos. Entao, o pesquisador fez a construgédo da piramide (Figura 12) com pontos que percorriam
0 deslocamento de Jodo (personagem da questdo). A pirdmide foi construida utilizando a
ferramenta piramide do GeoGebra 3D, assim como o ponto médio entre A e B. Foram construidos
segmentos de reta entre os pontos que determinavam o deslocamento de Jodo. Cada um desses
pontos teve sua projecao ortogonal construida da mesma forma que foi construida a projecéo
ortogonal do motociclista na questéo anterior.

Quadro 3 — Questéo 165

(Adaptado) Questdo 165 - ENEM 2012: Jo&o propds um desafio a Bruno, seu colega de classe: ele iria
descrever um deslocamento pela piramide a seguir e Bruno deveria desenhar a projegédo desse

deslocamento no plano da base da pirdmide.

M
B

O deslocamento descrito por Jodo foi: mova-se pela piramide, sempre em linha reta, do ponto A ao ponto E,
a seguir do ponto E ao ponto M, e depois de M a C.
Qual o desenho que Bruno deve fazer?

Fonte: Brasil (2012, p. 27, caderno azul).

Figura 12 — Construgao sugerida para entender a questao 165

Fonte: Acervo dos autores.

Os alunos foram questionados se concordavam que o deslocamento de Jo&o era o

representado pelos trés pontos, e todos concordaram. Entdo o pesquisador mostrou a projecéao
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ortogonal no solo do deslocamento de Jodo (Figura 13). Quando o pesquisador finalizou a
construgdo, G comentou “Foi exatamente isso que eu pensei, s6 que eu nao preciso do
GeoGebra”, revelando uma habilidade espacial de rotacdo mental de G, em que ele é capaz de
gerar uma representagao externa de um objeto em movimento. Ao final, o pesquisador perguntou
aos quatro alunos se essa constru¢cado no GeoGebra havia deixado mais clara a resposta do

problema. Todos concordaram com o professor.

Figura 13 — Projecao Ortogonal do deslocamento de Jodo

H:

(O T e T e P e ST LT R IR EE TR LT

PAARE AR R A R AR

Fonte: Acervo dos autores.

Os dados analisados nessa pesquisa revelam que a geometria dindmica ajudou os alunos
no processo de entender, visualizar e resolver as questdes do ENEM, pois com ela foi possivel
recriar a situagao com verossimilhanca. Com mais tempo dedicado para os alunos explorarem
essas questdes com o GeoGebra, seria possivel que eles mesmos realizassem as construcoes,

para tirar as conclusdes sobre a resposta correta em cada questao.

5. Consideragoes Finais

Nesse trabalho, propomos atividades introdutérias e mais avangadas sobre projecéo
ortogonal utilizando o software GeoGebra, buscando investigar como o software dindmico
GeoGebra 3D pode potencializar a compreensao de proje¢cao ortogonal no Ensino Médio. Em
nossas atividades, foi possivel perceber que o GeoGebra contribuiu para o desenvolvimento das
habilidades espaciais de alguns alunos e, principalmente, para a construgdo da representagéo
externa de situagcdes onde a projecédo ortogonal € solicitada. No entanto, observamos que, em
nossas atividades, houve um enfoque maior na construgdo das projecdes ortogonais e ndao na
exploracao de projegdes ortogonais ja prontas. Isso pode ter refletido em uma limitagdo para
alguns alunos, onde o aluno sabia como construir a representagdo externa de algum objeto
solicitado, porém n&o gerava uma imagem mental que lhe mostrasse por onde comecgar. Vale
mencionar que a geometria dindmica foi fundamental para que os alunos manipulassem os

objetos e visualizassem as constru¢des de diversos angulos e tirassem conclusdes sobre elas.
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Acreditamos que seja fundamental, para o desenvolvimento do ensino de Geometria - e
dos assuntos de Matematica em geral - a realizacdo de mais pesquisas sobre novas abordagens
para ensinar e aprender, em especial, com a utilizacdo de ambientes de matematica dindmica.
Também, que essas pesquisas estejam acessiveis e possam ajudar as pessoas que fazem a

diferenga em sala de aula: os professores.
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