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Resumo: Sejam s, ¢ nUmeros naturais; o0 nimero de Ramsey R(s,t) € o menor inteiro positivo r tal que para
toda bicoloracédo de K., digamos azul e vermelho, existe um subgrafo K, monocromatico de cor azul ou um
subgrafo monocromatico K; vermelho. Essa teoria deu origem a vastas pesquisas utilizando, entre outros as-
suntos, o estudo de combinatéria, iniciado com Ramsey (1928). Por mais simples que seja a defini¢cado, calcular
os numeros de Ramsey € muito dificil e poucos sao conhecidos. Exoo (1989), e Goedgebeur e Radziszowski
(2013) mostraram que 40 < R(3,10) < 42. Assim, neste artigo, serdo exibidos estudos e conclusdes sobre
uma bicoloragao para R(3,10). Ainda ndo podemos afirmar que os resultados apresentados neste trabalho
serdo usados no calculo final do nimero de Ramsey R(3,10). A ideia, aqui, é compartilhar o que estudamos
em nosso grupo de pesquisa, a fim de que esses estudos sejam usados no célculo de R(3,10) ou para mos-
trar aos colegas que também estudam numeros de Ramsey, o que ja fizemos, evitando, assim, um retrabalho.
Greenwood e Gleason (1955) usaram as nogoes de residuos cubicos e quadraticos, respectivamente, para
mostrar que R(3,5) = 14 e R(4,4) = 17. Baseado nessas ideias, dado um grafo completo com 41 vértices, de
forma isomorfa, vamos identificar esses vértices com os elementos {0, ..., 40} de um corpo com 41 elementos.
E, com uma bicoloragado usando residuos de grau n moédulo m (m,n € N), vamos mostrar que esse grafo
contém uma cépia de K3 azul ou uma cépia de Kjo vermelha.

Palavras-chave: Teoria de Grafos; Grafos Bicoloridos; Coloragcao de Grafos; NUmero de Ramsey; Residuos
de Grau n.

Abstract: Let s,¢ natural numbers; the Ramsey number R(s,t) is defined as the least positive integer r with
the property that every bicolored graph K, contains one blue monocramatic subgraph K, or one red mono-
cramatic subgraph K,. This theory gave rise to extensive research using, among other subjects, the study
of combinatorics, started with Ramsey (1928). As simple as the definition is, calculating Ramsey numbers
is very difficult and few are known. Exoo (1989), and Goedgebeur and Radziszowski (2013) showed that
40 < R(3,10) < 42. Thus, in this article, will be displayed studies and conclusions about R(3,10). We cannot
yet state that the results presented in this article will be used in the final calculation of the Ramsey number
R(3,10). The idea here is to share what we have studied in our research group, so that these studies can be
used in the calculation of R(3,10) or to show colleagues who also study Ramsey numbers, which already we
did, thus avoiding rework. Greenwood and Gleason (1955) used the notions of cubic and quadratic residues,
respectively, to show that R(3,5) = 14 and R(4,4) = 17. Based on these ideas, given a complete graph with
41 vertices, in an isomorphic form, we will identify these vertices with the elements {0, ..., 40} of a field with
41 elements. And, with a bicoloration using residues of degree n module m (m,n € N), we will show that this
graph contains a copy of blue K3 or a red copy of K1g.

Keywords: Graph Theory; Bicolored Graph; Edge-coloring Graph; Ramsey Number; Residues of Degree n.
Resumen: Sean s, ¢ nimeros naturales; el numero de Ramsey R(s,t) es el entero positivo mas pequefio r

tal que para cada bicolor de K., digamos azul y rojo, hay un subgrafo K; color azul monocromatico o un sub-
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grafo monocromatico rojo K;. Esta teoria dio lugar a vastas investigaciones que utilizaron, entre otros temas,
el estudio de la combinatoria, iniciado con Ramsey (1928). Tan simple como es la definicién, calcular los
numeros de Ramsey es muy dificil y se conocen pocos. Exoo (1989), y Goedgebeur y Radziszowski (2013)
mostraron que 40 < R(3,10) < 42. Asf, en este articulo se mostraran estudios y conclusiones sobre un bicolor
por R(3,10). Todavia no podemos decir que los resultados presentados en este trabajo se utilizaran en el
calculo final del nimero de Ramsey R(3,10). La idea aqui es compartir lo que hemos estudiado en nuestro
grupo de investigacion, para que estos estudios puedan usarse en el calculo de R(3,10) o para mostrar a
colegas que también estudian nimeros de Ramsey, lo cual ya hicimos, asi evitando un trabajo. Greenwood
y Gleason (1955) utilizaron las nociones de residuos cubicos y cuadraticos, respectivamente, para mostrar
que R(3,5) = 14y R(4,4) = 17. En base a estas ideas, dado un grafico completo con 41 vértices, en forma
isomorfa, identificaremos estos vértices con los elementos {0, ...,40} de un campo con 41 elementos. Y, con
un bicolor usando residuos de grado n médulo m (m,n € N), demostremos que este grafico contiene una
copia azul de K3 o0 una copia de K rojo.

Palabras clave: Teoria de Grafos; Graficos Bicolores; Coloracion Gréfica; EI NUmero de Ramsey; Residuales
de Grado n.

Data de submissao: 18 de margo de 2021.

Data de aprovacao: 8 de novembro de 2021.

1 Introducao

Frank Ramsey (1928) publicou um problema em que indagava ao leitor qual era o nimero
minimo de pessoas que deveriam estar em uma festa a fim de que se garantisse que haviam trés
pessoas que se conheciam mutuamente ou trés pessoas que nao se conheciam mutuamente. Esse
problema expandiu-se e, juntamente com a teoria de grafos, definiu-se o estudo dos nimeros de
Ramsey. Sejam s,t € N. O Teorema de Ramsey afirma que existe um menor inteiro positivo R(s,t)
para o qual toda coloracao de arestas azul e vermelha, por exemplo, de um grafo completo com
R(s,t) vértices contém um K, azul ou um K; vermelho. A primeira versao desse resultado foi
provada por Frank Ramsey (1928), e foi esse problema que deu origem a toda a teoria dos numeros
de Ramsey. As pesquisas sobre esse tema buscam encontrar regularidades, porém, até hoje, se

desconhecem resultados generalizados.

Apenas poucos numeros de Ramsey ja foram determinados na Matematica. Por ndo existir
padrao especifico descoberto para o calculo dos nimeros de Ramsey e por dificuldades computa-

cionais, grande parte desses numeros ainda se encontram indeterminados, apesar de limitados por
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alguns estudos ja realizados. O objetivo que norteou o trabalho aqui apresentado foi a busca pela
determinagao do nimero de Ramsey R(3,10). Através de calculos e discussoes, foram analisadas
situagdes e realizada uma andlise diante dos possiveis valores para o nimero de Ramsey R(3, 10).
Ainda nao podemos afirmar que os resultados apresentados neste artigo serdo usados no calculo
final do numero de Ramsey R(3,10), como € salientado na conclusdo desta pesquisa. A ideia, aqui,
€ compartilhar o que estudamos em nosso grupo de pesquisa, a fim de que esses estudos possam
ser utilizados no calculo de R(3,10) ou para mostrar aos colegas que também estudam numeros de

Ramsey, o que ja fizemos, evitando, assim, os calculos aqui apresentados.

O presente artigo contextualiza o leitor através de conceitos basicos da teoria de grafos, dos
nuameros de Ramsey e de residuos de grau n médulo m (m,n € N), apds, apresenta o novo resultado
descoberto e, por fim, convida o leitor a se aventurar na busca pela determinagao de algum numero

de Ramsey ainda nao descoberto.

2 Nocoes Basicas

2.1 Teoria de Grafos

Para compreendermos os topicos abordados neste artigo, vamos, primeiramente, apresentar
algumas defini¢coes e resultados sobre a teoria de grafos. As informagdes abaixo encontram-se em

Diestel (2000), e para maiores detalhes veja Sanches (2013) e Sanches (2016).

Definicao 2.1. Um grafo G é um par G = (V, E), onde V é conjunto de vértices e E € o conjunto de

arestas.

Denotamos a aresta zy € FE, como a aresta que liga os vértices = e y pertencentes ao

conjunto V.
Definicao 2.2. A ordem de um grafo G corresponde ao seu nimero de vértices, a qual sera deno-
tada por |G)|.

Para o nimero de arestas, usaremos a notagao ||G||. Veja um exemplo na Figura 1.

Definicao 2.3. Seja G = (V, E)) um grafo. Dizemos que G € completo se para todo par de vértices

distintos vy,v9 € V temos vivs € E.

Denotaremos um grafo completo de ordem n por K,,.
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Figura 1 — Exemplo de grafo G, onde V = {A,B,C,D,E,F,G,H} e E = {AB,DE,DF,FG,FC},
com |G| =8¢ ||G|| = 5.

Fonte: Elaboragao dos autores (2021).

Defini¢ao 2.4. O conjunto dos vizinhos de um veértice v em um grafo G é formado por todos os
vértices adjacentes a ele e sera denotado por N (v). E, o grau de v é exatamente o numero de

vizinhos de v, denotado por d(v).

Um resultado importante da teoria de grafos é sobre a quantidade de vértices de grau impar

em um grafo qualquer.

Proposicao 2.5. O numero de vértices de grau impar em um grafo é sempre par.
2.2 Numero de Ramsey

Agora que ja vimos as principais definicdes que aparecerao no artigo, podemos introduzir a
teoria principal deste trabalho, que sdo os niumeros de Ramsey. As definicdes apresentadas a seguir

sao baseadas em Diestel (2000).

Definicao 2.6. Um grafo é chamado bicolorido quando todas as suas arestas contém duas cores

distintas.

Definicao 2.7. Sejam s, t numeros naturais. O numero de Ramsey R(s,t) € o menor nimero natural
r tal que uma bicoloragao arbitraria das arestas de K, contém uma copia azul de K, ou uma copia

vermelha de K;.
Consequentemente, temos alguns resultados imediatos.

(i) R(s,t) = R(t,s);

Para ver que isso ocorre, basta trocar as cores de cada aresta.
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(i) R(s,1)=1;
Como K7 nao possui arestas, ndao ha o que colorir. Portanto, todo K; colorido contera um K;

vermelho.

(i) R(s,2) =s.
Considere K,_; colorido de azul. Esse grafo ndo possui um K azul e nem um K5 vermelho.
Logo, R(s,2) > s — 1. Agora, considere K, colorido de azul. Entao, o grafo contera um K
azul. E, se tivermos, ao menos uma aresta colorida de vermelho, entao o grafo contera um

K> vermelho, o que conclui a argumentagao.
Exemplo 2.8. O nimero de Ramsey R(3,3) € igual a 6.

Inicialmente, observe o grafo bicolorido abaixo apresentado na Figura 2.

Figura 2 — Exemplo de grafo G, onde |G| = 5 e ndo existe K5 vermelho nem K3 azul.

; o
A B

Fonte: Elaboragao dos autores (2021).

Através desse exemplo, temos uma bicoloracdo de K5 sem copias monocromaticas de K.
Portanto,

R(3,3) > 5.

Agora, vamos mostrar que R(3,3) < 6, o que concluira o exemplo. Para isso, veremos que

toda bicoloracao de K¢ apresenta K3 monocromatico.

Sabemos, pelo principio da casa dos pombos, que dados cinco elementos divididos em duas
classes, ha, pelo menos, uma classe com 3 elementos. Assim, considerando que, em qualquer Kg,
cada vértice v se conecta com outros 5 vértices, temos que pelo menos 3 arestas sao ou azuis ou

vermelhas.

Vejamos o caso em que ha 3 arestas vermelhas ligadas a v, digamos vvy, vve, vvs. Se dentre
as arestas que ligam os vértices vy, vy, v3 existir uma aresta vermelha, obtemos, entao, um K3 ver-

melho. Caso contrdrio, todas as arestas serdo azuis e teremos a existéncia de K5 azul. De forma
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analoga, o mesmo acontece quando temos 3 arestas azuis ligadas ao vértice v. Portanto, conclui-se

que R(3,3) = 6.

O calculo dos numeros de Ramsey € uma tarefa ardua. A maioria dos nimeros de Ramsey
conhecidos foram descobertos através de programas computacionais. Mesmo com a alta complexi-
dade deste problema, muitos nimeros ja foram encontrados. Os resultados de R(s,t) para s, t < 10,
com s, t € N, foram copilados a partir de Radziszowski (2021) na Tabela 2.2, sendo que 0s espacos

em branco representam indeterminagoes.

Tabela 1 — Nimeros de Ramsey R

—~

s,t) ja determinados.

Rs,t) |12 (34|56 |7 |8]9 10
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 11234 |5|6|7|8|9 10
3 1136 |9 (141823 |28 |36
4 11419 18|25
5 115 14|25
6 116 |18
7 117 |23
8 118 |28
9 119 |36
10 1110

Fonte: Elaboragao dos autores a partir de Radziszowski (2021).

Para consulta dos nimeros de Ramsey, indicamos a referéncia Radziszowski (2021), que
consiste em um resumo atualizado periodicamente, apresentando os principais estudos para cada

nuamero de Ramsey.

Apesar de muitos nimeros ainda nao terem sidos determinados, alguns matematicos de-
monstraram resultados que nos permitem calcular limitacdes para esses valores. A limitagdo supe-

rior a seguir esta apresentada em Greenwood e Gleason (1955).

Proposicao 2.9. Sejam s,t € N. O numero de Ramsey R(s,t) € limitado superiormente por

(s+t—2)!

S - o

O resultado a seguir, demonstrado em Spencer (1975), apresenta uma limitagcao inferior para
os numeros de Ramsey utilizando analise combinatoria.
Proposicao 2.10. Sejam k,n € N. Se
k

1—
k
2 k—2

AY 7
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entdo R(k,k) > n.

Naturalmente, dada a complexidade na determinacdo dos valores exatos dos numeros de
Ramsey, é importantissima a determinagao de limites para esses valores. Isso auxilia na busca
pela determinacao desses valores, bem como otimiza métodos computacionais e de calculo para
a busca do efetivo resultado. Além desses limitadores apresentados, existem outros. Neste artigo,
apresentamos apenas esses dois limitadores para que o leitor saiba da existéncia de resultados
desse género e, caso tenha interesse, € possivel utilizar a referéncia Radziszowski (2021) para
encontrar as Ultimas publicacdes sobre as limitacdes de numeros de Ramsey que ainda nao estao

determinados.

3 Residuos

3.1 Defini¢oes e Resultados

Nos resultados, que apresentaremos na proxima sec¢ao, foi utilizado o conceito de residuos
de grau n modulo m. Assim, nesta secao, vamos abordar algumas definicées, exemplos e resultados
sobre isto, para um melhor entendimento do leitor. Destacamos que € necessario um conhecimento

preliminar sobre congruéncias. Segundo Euler (1761), temos a seguinte definicao:

Definicao 3.1. Sejam m,n € N. Um inteiro a € denominado residuo de grau n modulo m se a
congruéncia

2" =a (mod m)

tem solugéo para algum x natural.

Se essa congruéncia nao tiver solugao, entdo a € chamado de nao residuo de grau n

modulo m.

Quando n = 2, os residuos e nao residuos de grau 2 médulo m sao ditos residuos quadraticos

médulo m, quando n = 3, cubicos, e quando n = 4, biquadraticos ou quarticos.

Observe que o caso trivial a = 0 é geralmente excluido das listas de residuos quadraticos
[por exemplo, Hardy e Wright (1979, p. 67)] de forma que o nimero de residuos quadraticos modulo
m € considerado um a menos que o numero de quadrados médulo m. No entanto, outras fonte
incluem 0 como um residuo quadratico. Neste artigo, ndo vamos considerar 0 como um residuo de

grau n médulo m.
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Na prética, € suficiente restringir o intervalo a 0 < = < [%], onde |z denota a fungdo de
piso (que fornece o maior inteiro menor ou igual a z), por causa da simetria (m — x)? = 22 (mod m)

(m—)?—22=m? - 2m + 22 — 22 = m(m — 2)).

De fato, tome | 2| < x < m. Multiplicando por —1, temos
2

EIEEE
5 x m.

Somando, agora m, temos

{%—‘ :m—{%J >m—xz>m—m=20

ou seja m — x recai em valores no intervalo de 0 a | % |. Por isso, é suficiente restringir o intervalo a

0<z<|%]
Observe que, até o momento, nas definigdes m nao precisa ser um nimero primo.

Exemplo 3.2. Note que se 4> = 6 (mod 10), entdo 6 é um residuo quadratico médulo 10. Todo o

conjunto de residuos quadraticos modulo 10 é dado por 1,4,5,6 €9, uma vez que

12=1 (mod 10)
22 =4 (mod 10)
32=9 (mod 10)
42=6 (mod 10)
52=5 (mod 10)
62=6 (mod 10)
72=9 (mod 10)
82=4 (mod 10)
92=1 (mod 10)

tornando os numeros 2, 3,7 e 8 0s ndo residuos quadraticos modulo 10.

O exemplo acima foi trivial, uma vez que os nimeros envolvidos sdo pequenos. Mas nem
sempre isso acontecera. Para auxiliar nos calculos de residuos, veremos, agora, alguns resultados
que facilitam o processo. Na definicao de residuo de grau n modulo m, 0 m nao precisa ser um
namero primo. Mas no caso de um moddulo primo p, a questdao da solubilidade da congruéncia
2" = a (mod p) pode ser respondida usando o critério de Euler, como € descrito a seguir, segundo
Euler (1761).
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Proposicao 3.3. Critério de Euler: Seja p primo, n inteiro positivo e a um inteiro nao mdultiplo de p.
Entao, a congruéncia
2" =a (mod p)

tem solucio se, e somente se,

(p—1)
a d

1 (mod p),

onde d = (n,p — 1), com (-,-) representando o maximo divisor comum entre 0os numeros naturais

envolvidos.

E mais, quando essa condicao é satisfeita, a congruéncia original tem d diferentes solugoes

modulo p. Segue deste teste que entre os numeros {1,...p — 1} existem exatamente

(p—1)
d

residuos e

(p—1)(d—-1)
d

nao residuos de grau n modulo p.

Definiremos a seguir o simbolo de Legendre, segundo a notacdo de Araujo (2013), e alguns

resultados importantes para o nosso estudo.

Definicao 3.4. Seja p um inteiro primo impar. Para um inteiro a define-se o Simbolo de Legendre

(5

de a modulo p e denotamos por

como sendo

* 1,sep1a ea éumresiduo quadratico de p;
*0,sep|a;
* —1,septaeandoéum residuo quadratico de p.

Proposicao 3.5. Se um inteiro a ndo é divisivel por um numero primo p > 2, entdo a congruéncia

" = <a> (mod p)

p

ocorre.

Por 3.3 e 3.5, com n = 2, temos:
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Proposicao 3.6. Sejap > 2 um primo. Entdo, um inteiro a coprimo com p é um residuo quadratico

modulo p se, e somente se,
a2z =1 (modp)
e nao é um residuo quadratico modulo p se, e somente se,

(p—1)
a2

—1 (mod p).

Na secéo 5, apresentamos, entdo, os resultados obtidos utilizando as teorias mencionadas

até o presente momento.

4 Metodologia

A partir de um projeto de pesquisa intitulado de “Estudo dos nimeros de Ramsey em grafos
multipartidos”, desenvolvido no Instituto Federal de Educacao, Ciéncia e Tecnologia do Rio Grande
do Sul (IFRS) no Campus Alvorada, dois professores pesquisadores junto a trés alunos do Ensino
Médio buscaram estudar os nimeros de Ramsey e encontrar novos resultados para essa teoria.
Além de inserir os alunos bolsistas no eixo técnico-cientifico, por meio da pesquisa, foi possivel
estudar conceitos novos de Matematica e mostrar o vasto campo de pesquisa que existe na area de
ciéncias exatas. Os projetos de pesquisa desenvolvidos junto aos alunos do Ensino Médio mostram
que professores e alunos podem compreender melhor a Matematica e aprofundar juntos os seus

estudos, fazendo do projeto de pesquisa um espaco de formacéo continua.

Inicialmente, os dois professores, mencionados acima, participaram de um grupo de pesquisa
que estava sendo executado no Campus Canoas do IFRS sobre numeros de Ramsey. Nesse grupo,
toda a teoria basica necessaria para comecarmos este artigo foi estudada e explorada. Com um
conhecimento mais estruturado sobre o assunto, quando o projeto do Campus Canoas finalizou, foi
aberto o grupo de pesquisa no préprio Campus dos professores, Campus Alvorada. Assim, com 0s
bolsistas, realizou-se uma revisao bibliografica, a fim de conceituar os principais topicos da teoria
trabalhada com os demais integrantes do grupo. Diestel (2000) foi o livro introdutério para que
pudéssemos compreender a teoria de grafos e, com Sanches (2013) e Soares (2014), revisamos
o estudo dos numeros de Ramsey. Ao longo da pesquisa, estudamos varios artigos, incluindo os
citados nas referéncias. Por meio de apresentacdes de seminarios, as ideias expostas neste trabalho
foram surgindo e calculos foram realizados e apresentados para o grupo de pesquisa. Os resultados

encontrados estdo apresentados na préxima secao.
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5 Resultados e Discussoes

Ao estudarmos as referéncias bibliograficas sobre os nimeros de Ramsey, encontramos que
Greenwood e Gleason (1955) provam que R(3,5) = 14 por meio de um método de coloragao base-
ado em residuos cubicos, e também provam que R(4,4) = 18 por meio de um método de coloracao
baseado em residuos quadraticos. Assim, expandimos e estudamos esse método de coloragao de

forma geral aplicada ao caso do numero de Ramsey R(3, 10).

5.1 Estudo do Numero de Ramsey R(3,10)

O numero de Ramsey R(3,10) ainda continua indeterminado, porém se conhece uma boa
limitacdo para esse valor. Em Exoo (1989), provou-se que R(3,10) > 40 e, em Goedgebeur e

Radziszowski (2013), encontrou-se um novo limite superior, determinando que R(3,10) < 42.

Sabendo que 40 < R(3,10) < 42, buscou-se estudar um método de coloragdo para um grafo
completo G bicolorido, utilizando como principio de coloragao o método dos residuos de grau n
modulo m, para m,n naturais. O resultado obtido esta apresentado no teorema a seguir. A fim de
aplicarmos a teoria apresentada na segao anterior, consideramos um grafo G cuja ordem seja um

numero primo e 40 < |G| < 42, assim temos o estudo realizado considerando |G| = 41.

Teorema 5.1. Sejam n um numero natural, G = (V, E) um grafo completo com 41 vértices, e o
corpo de 41 elementos com 0s elementos numerados de 0 a 40 inclusive, e escreva cada elemento

do corpo como um vértice do grafo G. Dados x,y € E, com x < y considere a bicoloracdo dada por

* Sey — x é um residuo de graun modulo 41, entao a aresta xy é azul;

 Caso contrario, a aresta xy é vermelha.
Entdo, G contéem uma copia de K3 azul ou uma copia de K vermelha.

Prova. Dado um grafo G completo bicolorido, com |G| =41 eV = {0,1,2,...,40}. Conside-

ramos, entdo, a Proposicao 3.3, onde p = 41.

Inicialmente, é preciso observar que precisamos somente considerar os residuos de grau n
modulo 41 paran € R = {2,4,5,8,10,20}. Paran = 1 e n = 40, temos contra-exemplos triviais. Para

os demais casos de n, temos que existe algum k£ € Rtalqued = (n,p—1) = (k,p—1) e, portanto, os
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residuos de grau k e n mddulo 41 sao iguais, implicando no mesmo método de coloragcao. Vamos,

entao, analisar cada caso.

Inicialmente, estudaremos o caso em que n = 2. Considerando os residuos quadraticos
maddulo 41, temos pela observacao apds a Proposicao 3.3 e pela Proposicao 3.6, que existem 20

residuos quadraticos médulo 41 e que
a é residuo quadratico médulo 41 < a® =1 (mod 41)
e, consequentemente,

a n&o é residuo quadratico médulo 41 < a?° = —1  (mod 41).

A partir dessas observacgdes, determinamos o conjunto dos residuos quadraticos médulo 41
e denotamos esse conjunto por Ry = {1,2,4,5,8,9,10, 16, 18, 20, 21, 23, 25, 31, 32, 33, 36, 37, 39, 40}.
Definindo, entao, a coloracao da aresta xy € E como sendo azul quando y — = € Rs, € vermelha

caso contrario.

Bem, nesse caso, é facil de notar que o conjunto de vértices {0, 1,2} forma um K3 azul e a

demonstracao se encerra.

O segundo caso é dado quando n = 4. Neste caso, pela Proposicao 3.3, temos que

a é residuo de grau 4 modulo 41 < ¢! =1 (mod 41).

Realizando os calculos deterministicos, obtemos que o conjunto dos residuos quarticos
modulo 41 € dado por Ry = {1,4,10, 16,18, 23,25,31,37,40}. Para todos os demais valores a €

V — Ry, temos que a'° é congruente a algum dos elementos do conjunto {—1,9, 32}.

Definimos, agora, o método de coloragao de forma analoga a anterior: a aresta xy € E sera

azul, quando y — = € R4, € sera vermelha, caso contrario.

Importante observar que esse argumento de coloracao sera util e eficiente quando 1 e —1
forem ambos residuos de grau n médulo 41, a fim de que a ordem de diferenciacao nao importe, isto

é,se x —y € R,, entdo é preciso que também y — z € R,. Nesse caso, se v — y € Ry, temos que
(y—2)" = (D@ -y)"*° = ()" (-9 =1 (mod 41),

isto implica na unicidade de coloracao para qualquer notacao dos vértices de G.
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Para encontrar uma cépia Ko vermelha, consideramos um vértice qualquer a e denotamos
os demais vértices pora+1,a+2, ...,a+40. A partir de testes, obtivemos o0 seguinte contra-exemplo
de cépia monocromatica vermelha Ko = {0,2,8,14,17,19, 22,28, 34, 36}. Mais ainda, qualquer Ko
formado pelos vértices {a,a+2,a+8,a+14,a+17,a+19,a+22,a+ 28, a + 34, a + 36} € vermelho.

Portanto, G possui uma copia Ko vermelha como queriamos demonstrar.

Passamos, agora, para o caso n = 5. O conjunto dos residuos de grau 5 modulo 41 é dado

por:

Rs = {1,3,9,14, 27,32, 38, 40}.

Neste caso, é possivel encontrar o subgrafo K, vermelho com os vértices {0, 2, 4,6, 8,10, 12,
23,25,30}.

No caso em que n = 5 e nos trés casos restantes, pode-se utilizar a ideia que esta na
observacao a seguir a este teorema para provar a nao existéncia de K3 azul. Por isso, vamos apenas
dizer o conjunto de residuos em cada caso, juntamente com a copia monocromatica vermelha de

K19, a qual basta para a demonstracao do teorema.

No caso n = 8, os residuos de grau 8 médulo 41 sao Rs = {1,10,16,18,37} e os vértices
que formam o Ko sao {1,3,5,7,9,12,23,26,31, 33}.

Com n = 10, os residuos de grau 10 médulo 41 sdo Ry = {1,19,32,40}. E,

K9 =1{1,3,5,7,9,11,13,15,17,19}.

Quando n = 20, o conjunto Ryy = {1,40} sao os residuos de grau 20 médulo 41. E os

vertices {3,5,7,9,11,13,15,17,19,21} formam um K, vermelho, concluindo a demonstracao. O

Na observagao que apresentamos a seguir, esta a prova de que nao existe K3 na coloragao

azul de acordo com a coloragao apresentada no Teorema 5.1.

Observacao 5.2 Em um primeiro momento, buscamos a existéncia de um grafo K3 azul nos
casos mencionados do teorema anterior. Para o caso dos residuos quarticos, vejamos a seguir

como podemos provar a nao existéncia de tal grafo completo.

Suponhamos que exista K3 azul. Sem perda de generalidade, um desses vértices pode
ser considerado como sendo o elemento do corpo marcado como 0. E denotamos os outros dois

vértices por a e b.
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Nesse contexto, temos que a,b,b —a € Ry. Como a é um elemento nao nulo do corpo,
multiplicamos os elementos do conjunto {a, b, b — a} por a~!, obtendo o conjunto {1, B,1 — B}, onde
B = ba—'. Observe que os elementos desse Ultimo conjunto devem ser todos residuos de grau 4

modulo 41 e nenhum deles pode ser zero.

De fato, se B = 0, entdo ba~! = 0. Multiplicando ambos os lados da igualdade por a, teriamos
que b = 0, 0 que € um absurdo, pois a € b ndo sao o vértice nulo. Se 1 — B = 0, entao teriamos
que 1 = ba~!. Multiplicando ambos os lados da igualdade por a, teriamos que a = b, 0 que também
€ um absurdo, pois a e b sao vértices distintos. Veremos agora, o porqué de todos os elementos do
conjunto {1, B,1 — B} serem residuos de grau 4 modulo 41.

Suponhamos que B nao seja residuo de grau 4 médulo 41, entao

BY =K (mod 41),
com K € {-1,9,32}. Substituindo B = ba~! e, apds, multiplicando a equivaléncia por a!°, obtemos

que
b = Ka'®  (mod 41).

Como a € um residuo de grau 4 médulo 41, entao teriamos

b= K (mod 41),

0 que é um absurdo, pois b € um residuo de grau 4 modulo 41. Logo, B é um residuo de grau 4

modulo 41.
Agora, suponha que 1 — B nao seja residuo de grau 4 modulo 41, entao
(1-B)=K (mod 41)
com K € {—1,9,32}. Trocando B = ba~!, temos
(1—baH°=K (mod 41).

Usando Bindmio de Newton, podemos reescrever essa equivaléncia da seguinte forma:
10 o )
> Ci'l(=ba ") = K (mod 41)
=0

Desenvolvendo a parcela da esquerda, temos

b10410 _ 10699 + 456348 — 1200707 + 2106506 — 2526%¢

4+2100%a* — 1206%a "3 +- 450%a"2 —10ba" ' +1 = K (mod 41)
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Multiplicando por a'?, temos

b0 —106%at + 456842 — 12007 a® + 2106%a* — 2526%4° (1)

+2106%a8 — 1200%a” + 45b%a® — 10ba® + 1a'® = Ka'® (mod 41)
Como a e a — b sao residuos de grau 4 médulo 41, temos que
a'®=1 (mod 41)
(a—0)°=1 (mod41)
Agora, observe que

10
(CL _ b)lO _ Z Cloiai(_b)lofi (2)
=0

Desenvolvendo a parcela da direita, temos

b0 — 10ab? + 45a%b® — 1204307 + 210a*b° — 252a4°8°

+210a%b* — 120470 + 45a%0* — 10a°b +a'® = 1 (mod 41)

De (1) e (2), temos que

—~~

2 1
1= (1—ba 1)1 (E) Ka' = K (mod 41)

~

0 que € um impasse. Assim, 1 — B é um residuo de grau 4 médulo 41.

Entdo, temos que 1, B e 1 — B sao residuos de grau 4 médulo 41.

Observe que, se B € {4, 10, 16, 18,23, 25,31, 37,40}, entdo 1 — B seria um elemento do con-

junto {2,5,11,17,19, 24,26, 32,38}. Porém, nenhum elemento de 1 — B pertence ao conjunto Rjy.

Logo, é absurdo que B e 1 — B sejam ambos residuos de grau 4 médulo 41, o que implica que nao

existe K3 azul. Restou, entao, provar que G possui uma cépia de K1y vermelha.

Este mesmo raciocinio foi utilizado pelos autores para os casos em que n € {5,8,10,20},

para a prova de que nao existe K3 azul nesta coloracao apresentada.
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6 Consideracoes Finais

Apds apresentarmos e estudarmos essa bicoloragao, concluimos que ela, diretamente, ndo
determina o niumero de Ramsey R(3,10). A ideia é continuar com o estudo desse numero a fim de
encontrarmos o seu valor exato. Apesar do resultado apresentado no Teorema 5.1 sempre gerar
um grafo completo K3 ou K7o monocromatico, existe a possibilidade de que seja definida uma nova

coloragao, baseada nas classes dos valores ndo-residuo encontrados em cada caso.

Outra possibilidade, seria estudar as variagdes do nimero de Ramsey classico, onde se con-
sideram outros tipos de grafos, como caminhos, ciclos, grafos estrela, entre outros. Esses estudos
apresentam maiores facilidades em suas determinagoes. Indicamos Radziszowski (2021) como re-
feréncia para analise dos valores ja encontrados. Como continuidade desta pesquisa, buscaremos

utilizar os resultados apresentados para estudo das variagdes do nimero de Ramsey classico.

Além disso, nao podemos deixar de mencionar, que introduzir esses assuntos para estu-
dantes de cursos Técnicos Integrados ao Ensino Médio foi enriquecedor tanto para os professores
quanto para os bolsistas envolvidos. As ideias aqui expostas foram pensadas em conjunto, propor-

cionando uma ampliacao dos conhecimentos matematicos e interacao entre os participantes.

Com o uso dessa teoria, foi possivel estudar com os alunos conteudos de nivel superior,
como congruéncias, além de observar a aplicabilidade da analise combinatéria em outros ramos da

Matematica.

Por meio desta pesquisa, foi possivel mostrar que podemos abordar conteddos mais sofis-
ticados de forma satisfatéria com alunos de cursos Técnicos Integrados ao Ensino Médio. Com
certeza, esse estudo colabora no processo de ensino e de aprendizagem da Matematica e, sobre-

tudo, agrega mais conhecimento sobre o nimero de Ramsey R(3, 10).
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