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Resumo

A palavra “entropia” surgiu no ano de 1864, nos trabalhos de Termo-

dindmica de Rudolf Clausius. Em 1948, Claude E. Shannon utiliza esse

mesmo nome para designar uma medida de informacdo em seu modelo

matematico de comunicacao, fundamentado nos conceitos de emissor, re-

ceptor, canal, ruido, redundancia, codificacao e decodificagao. Com a me-
n

dida de informacéo H(X) = —C Zpi log p;, @ entropia de Shannon, torna-
i=1

se possivel analisar a capacidade do canal de comunicagao e investir em
tratamentos de dados, dando origem ao que se chama atualmente de Te-
oria da Informagdo. Além dos aspectos operacionais e tecnoldgicos da
teoria de Shannon, que revelam a era digital, as abordagens matematicas
acerca da férmula H(X) acabam por revelar também uma vertente vol-
tada as caracterizacdes de medidas de informacado. Entende-se que uma
exposicao didatica da deducdo matematica da férmula de entropia de
Shannon, com base em um conjunto de axiomas, seja interessante nao
somente no sentido pedagdgico, mas também para o entendimento da te-
oria de Shannon. Mostra-se, desse modo, que essa formula esta imersa
em um contexto matematico bem definido (um sistema com axiomas e
equagoes funcionais), que permite, com alteragdes nos axiomas, definir
novas medidas de informagao.
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Abstract

The word “entropy” arose in the year 1864, in the works of thermodyna-
mics by Rudolf Clausius. In 1948, Claude E. Shannon uses that same
name to designate a measure of information in his mathematical model
of communication, based on the concepts of emitter, receiver, channel,
noise, redundancy, coding and decoding. With the measure of informa-

tion H(X) = —CZpi log p;, the Shannon entropy, it becomes possible

Keywords i=1
Axioms to analyze the capacity of the communication channel and invest in data
Entropy processing, giving rise to what is currently called Information Theory. In

Communication
Theory of Shannon
Functional Equations

addition to the operational and technological aspects of theory of Shan-
non, that reveal the digital age, from mathematical approaches about the
formula H(X), also end up revealing a tendency focused on the characte-
rization of information measures. It is understood that an exposure didactic
of mathematical deduction of the formula from Shannon entropy, based on
a group of axioms, not only is interesting in the pedagogical sense, but also
for understanding theory of Shannon. It thereby show, that this formula is
immersed in a well-defined mathematical context (a system with axioms
and functional equations), allowing, with changes in the axioms, defining
new measures of information.

1 Introducao

Rudolf Clausius, no ano de 1864, cunhou o termo entropia para representar transformacao
de energia em seus estudos, no que se denomina hoje em dia de Termodinamica (CLAUSIUS,
1864). O uso desse termo viria a ocorrer também na mecanica estatistica. Mesmo que o termo
entropia tenha sido utilizado em outros contextos (MAGOSSI; PAVIOTTI, 2019), Claude E. Shannon,
em 1948 (SHANNON, 1948), decide utiliza-lo para representar uma medida de informacao em seu
modelo matematico de comunicacdo. O objetivo de Shannon era o de desenvolver melhorias na
comunicacao elétrica (PIERCE, 1961). Com esse viés, o artigo de Shannon impacta fortemente
nos processos de comunicagao entre maquinas, tanto € que possibilitou o surgimento da Teoria da
Informacao (SHANNON; WEAVER, 1949), com inimeras aplicacdes em diversas areas do conhe-
cimento, conforme consta, por exemplo, em Cover e Thomas (1991). Por um lado, as aplicagbes
advindas da teoria de Shannon configuram o que se chama de era digital e podem ser observadas
em CD’s, internet, TV digital, arquivos ZIP, compactador de dados etc. Por outro, entende-se que a
vertente matematica relativa a dedugao axiomatica da féormula H(X) de entropia acaba por revelar
estruturas matematicas associadas ao conceito de medida de informagao. Em seu artigo de 1948

(SHANNON, 1948, p. 393), Shannon expoe trés propriedades que julga suficientes para deduzir sua
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formula de entropia de forma Unica, levando-se em conta que p; > 0 (para um conjunto discreto de
n
probabilidades p1, ps, ..., pi, ..., pn) € Y pi = 1. S0 elas:

=1

1. H deve ser continua em p,.
2. Se todos os p; forem iguais, p; = +, entdo H deve ser uma funcdo de n mo-

n’

notonica crescente. Com eventos igualmente provaveis, ha mais escolha, ou incer-
teza, quando ha mais eventos possiveis.

3. Se uma escolha for decomposta em duas escolhas sucessivas, a H original deve
ser a soma ponderada dos valores individuais de H (...). (SHANNON, 1948, p. 393,
traducéo dos autores).

Logo em seguida Shannon (1948, p. 393, traducao dos autores) escreve:

A Unica H satisfazendo as trés hipéteses acima é da forma
H=-KY pilogp
1=1

onde K é uma constante positiva.

Ou seja, Shannon entendeu que seus axiomas deveriam ser plausiveis no sentido operacio-
nal e suficientes para se obter H(X) como um teorema com base em seus axiomas.

Esse teorema, e as hipoteses requeridas para sua demonstragao, nao sao, de forma
alguma, necessarios para a presente teoria. E dada, principalmente, para conceder
uma certa plausibilidade a algumas de nossas definigbes posteriores. A real jus-
tificativa dessas defini¢gdes, entretanto, residira nas suas implicagdes (SHANNON,
1948, p. 393, tradugao dos autores).

Shannon deixa clara a importancia de sua férmula no quesito implicagoes, nas melhorias
esperadas nos processos de comunicacao, ou seja, pode-se dizer, na sua relagdo com “tecnolo-
gia”. Por exemplo, € razoavel supor que uma mensagem escolhida entre dez mensagens possiveis
transmite uma menor quantidade de informagao que uma mensagem escolhida entre um milhao
de mensagens possiveis (PIERCE, 1961). Ou, sob outra otica, € razoavel supor que a incerteza
associada a um evento simples, com um Unico componente, X = {x;}, seja menor do que a in-
certeza associada a um evento maior X = {x1,z2,...,2,}. Nesse caso, é plausivel estimar que
encontrar um livro numa biblioteca € bem menos incerto do que encontrar um livro em dez bibli-
otecas. Assim, é relevante indicar que a funcdo H(X) procurada deva ser monotdnica crescente.
Além disso, H(X) deve ser continua em p;, isto €, para pequenas alteragdes nas probabilidades p;
obtém-se pequenas altera¢des na medida de incerteza em H(X). Khinchin (1957), Faddeev (1956),
Aczél e Daréczy (1975), por exemplo, forneceram, por outro lado, demonstragées matematicas de
H(X), diferentes da exposta por Shannon, e auxiliaram no surgimento de uma area matematica vol-
tada a Caracterizacdo de Medidas de Informacgdo (ACZEL; DAROCZY, 1975, EBANKS; SAHOO;
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SANDER, 1998). Com isso, investigam-se nao somente as diferentes dedugdes da férmula H(X) de
Shannon, como também as possiveis alteragdes no sistema axiomatico que a produz como teorema.
Isso abre espaco para questionamentos sobre a relacao entre formulas, axiomas e sua importancia
operacional, diga-se, pratica. Torna-se entdo recorrente o questionamento sobre quais axiomas
sao “relevantes” na dedugao da férmula H(X), cuja ideia subjacente ao termo “relevante” vem de
que cada axioma esteja em consonancia com uma determinada aplicacdo a ser utilizada (ACZEL;
FORTE; NG, 1974, ACZEL; DAROCZY, 1975, ACZEL, 1984a, ACZEL, 1984b). Pode-se dizer, grosso
modo, que um questionamento interessante € o de saber se o conceito de informagao pode, ou nao,
ser separado da férmula de H(X) de Shannon (INGARDEN; URBANIK, 1962). Nessa mesma es-
teira, neste artigo, opta-se por escrever sobre a deducao matematica da férmula de entropia de
Shannon, sem pretensoes de ineditismo, e ndo sobre as consequéncias tecnologicas advindas dela.
O foco € muito mais de uma exposi¢cao didatica, que apresente num Unico texto, a deducdo de H(X),
sem que um numero excessivo de passagens matematicas seja deixado a cargo do leitor, do que
uma exposicao que exiba a relagao entre “informagao” e tecnologia. Nota-se, com base na literatura
sobre teoria e medidas da informacao, que a relagao entre o conceito de informagao e a férmula de
Shannon ainda é exaustivamente investigada. Assim, uma exposicao didatica, sobre a parte formal
de H(X), nao deixa de ser um artigo de divulgacao cientifica, aliada a uma exposigao matematica,

com vistas a relacao, sob a 6tica da teoria de Shannon, entre os conceitos de informagao e entropia.

Na sequéncia, expde-se a demonstracdo da férmula de entropia H(X), com base em axio-
mas extraidos de Ash (1990, p. 8), os quais remetem-se a Shannon (1948). Doravante, neste texto,
considera-se X uma variavel randémica discreta:

r1 T2 X3 ... Tp
X = ,

pr p2 p3 ... Pn

n
emquecadap; >0e Zpi = 1. Segundo Shannon, H(X) € uma formula que representa a incerteza
=1
associada a X, a entropia de X.

M

2 Demonstragio de que H(X) =—C> p;logp;
=1

Robert Ash, em seu livro Information Theory (ASH, 1990), expde a axiomatica utilizada por
Shannon (1948) e deduz a férmula 1 de entropia, como Unica possivel. Ele se fundamenta, tal como

em Shannon (1948), nos seguintes axiomas:
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. 1 1 1 . ~ o
Axioma2.1. H <M’ VAR M) = f(M) é uma fungao monoténica crescenteem M (M =1,2,...);

Axioma 2.2. f(ML)= f(M)+ f(L) (M,L=1,2,...);

Axioma 2.3. H(p1,p2,...,pm) =

b1 br

= ey T
sz‘ sz'
i=1 i=1

=Hp1+p2+...4+00,0ri1+--+o0m)+ (1 + 02+ ... +0)H

Pr+1 Pn
(r

L T
sz' sz’

1=r+1 i=r+1

+(pr+1 + Prg2+ ... +pM)H

Axioma 2.4. H(p,1 — p) é uma fungdo de p, continua.

A Unica fungao que satisfaz os axiomas 2.1,2.2,2.3e 2.4 é

M

H(X) = H(p1,p2,---,pm) = —CZpilogpi.
i=1

(1)

A demonstracao € elaborada em duas partes. Na primeira parte, mostra-se que, se a férmula

H(X) é verdadeira, entdo os axiomas 2.1, 2.2, 2.3 e 2.4 sdo verdadeiros. Na segunda, mostra-se

que, se os axiomas 2.1, 2.2, 2.3 e 2.4 sao verdadeiros, entdo, como consequéncia, se tem a férmula

H(X).
2.1 Primeira parte. Se vale H(X), entdo valem os axiomas 2.1, 2.2, 2.3 e 2.4.

Proposicao 2.1 (Axioma 2.1). (KHINCHIN, 1957, p. 9-10) A fungao

M

H(p1,p2,...,pm) = —C Y pilogp; = —C(p1log p1 + p2logps + .. + par log pas)
i=1

€ monotdnica crescente para M eventos equiprovaveis.

Demonstracao: Supde-se que para cada i, p; = ﬁ, levando-se em conta que sao M eventos

equiprovaveis. Assim, a fungdao H pode ser entendida como sendo de uma Unica variavel, qual seja,
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a variavel M. Dessa forma, seja

11 1 1 1 1 1
—H(— — ... —)=—C—log—+...+ —1log— ).
f(M) H(M,M7 ,M) C<M og 77+ grlog )

M vezes

f(M)=-CM (1\14 log ;4) =—ClogM ™! = Clog M.

Como f(M + 1) implica (M + 1) argumentos, tem-se que

1 1 1 1 1 1
M+1)=H i) =-C 1 1 .
fM+1) <M+1’ ’M+1) <M+1OgM+1+ +M+1OgM+1>

(M+1) vezes

f(M+1)=-C(M +1) log(M +1)~! = Clog(M + 1).

1
M +1
Portanto,

f(M+1) =Clog(M +1).
Tem-se entao que log M < log(M + 1), haja vista que 0 < 1 = M < M + 1, desde que a
base do logaritmo seja maior que 1. Assim, ao multiplicar ambos os lados por C > 0, tem-se
Clog M < Clog(M + 1). Portanto, f(M) < f(M + 1). Assim, f(M) é uma fungdo monotdnica

crescente. u

M
Proposigao 2.2 (Axioma 2.2). Assume-se que H(X) = —-C Zpi log p;. Se

=1

1 1 1
TEE

entdo f(M.N) = f(M) + f(N).

Demonstracao: Com base na proposicao 2.1, para eventos equiprovaveis,

1 1 1 1 1 1
H(M,M,,M>—ClOgM e H<N,N,,N>—ClogN

Nesse caso, nota-se que

1 1 1
f(M.N)=H (M.N’M.N’”"M.N> = Clog(M.N) = Clog M + C'log N.
M.N vezes
Assim, f(M) + f(N) =ClogM + Clog N = C'log(M.N) = f(M.N). |

Proposicao 2.3 (Axioma 2.3). Se vale H(X), entao vale o axioma de agrupamento.

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 7, n. 1, p. €3013, 26 de maio de 2021.
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Demonstracao:
p1 Dr
H(pi+p2+...+prprsr+ .o tpom) (1 +p2+ .o +p)H | 50
> Dj > D
J=1 j=
Pr+1 PMm
+(pr41 +Pr42+ ... +o0m)H ]\;+ s T
Z pj ) Z Dby
j=r+1 J=r+1
r r M M
==C | X pi|log (D pi | —C| > pi|log| > »
7j=1 Jj=1 Jj=r+1 j=r+1

r r ' ' M M ‘ ‘
+ ij —C’Z sz log rpz + Z Dj —C Z ]fl log ]\fz
j=1

i=1 ) pj > Dpj j=r+1 =+l 3 p; S p
Jj=1 Jj=1 j=r+1 j=r+1
r T M M
=—C > pi|log| > mi|=C| > pi|log| D p
j=1 j=1 Jj=r+1 J=r+1
r i M D;
+ —C’Zpilog% + |-C Z pilogMiZ
i=1 > pj i=r+1 S pj
Jj=1 Jj=r+1

. r M M
:—CijlogZPj—C Z p;jlog Z Pj
j=1 Jj=1

j=r+1 j=r+1
r r r M M M
+|=C> pilogpi+CY pilogy pi| +|=C Y pilogpi+C > pilog Y p
i=1 i=1 =1 i=r+1 i=r+1 j=r+1

M
= —CZPi logp; = H(p1,p2;---,Pm)

=1

Proposicao 2.4 (Axioma 2.4). Se H(X) é verdade, entdo H(pi1,p2, - ..,pm) € uma fungdo continua

para cada variavel p; no intervalo (0, 1].

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 7, n. 1, p. €3013, 26 de maio de 2021.
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Demonstracao: Nesse caso, leva-se em conta que

M

zpizpl +p2+...+py—1+pu =1
i—1

M
H(p1,p2,- -, pm) = —Zpi logp; = — (p1logp1 + p2logpa + ... + parlog par)
=1

= —(p1logpi +p2logps + ...+ prr—1logpar—1+

+(1—p1—p2—...—pym-1)log(l —p1 —p2 — ... —py—1)).

pm pPm

Nota-se que p1,p2,...,pp—1 € também 1 — p; — po — ... — pyy—1 SA0 variaveis continuas em (0, 1.
Soma e produto de fungdes continuas ainda € uma funcao continua. Também, a fungao logaritmica
€ uma funcao continua, bem como o logaritmo de uma fungao continua. Portanto, para cada variavel

p, H(p,1 — p) € uma fungao continua em (0, 1]. |

2.2 Segunda parte. Se valem os axiomas 2.1, 2.2, 2.3 e 2.4, entdo vale H(X).

Convém previamente demonstrar algumas proposicoes que serado utilizadas na demonstragao
da formula H(X) de entropia (ASH, 1990, REZA, 1961).

Proposicao 2.5. (ASH, 1990, p. 9) Para todos os inteiros positivos M e n, tem-se:

FOM™) = nf(M).

Demonstracao: A demonstracao é feita por indugao no valores de n presentes na formula

f(M™) =nf(M). 2)

A férmula vale para n = 1, haja vista que

Assume-se que a férmula 2 é verdadeira para um n = k qualquer, ou seja, vale, por hipo6tese, que
f(M*) = kf(M). Mostra-se que vale paran = k + 1. De fato,

FOMMY = F(MF MY,

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 7, n. 1, p. €3013, 26 de maio de 2021.
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Pelo axioma 2.2, tem-se que
FMMY) = f(MPMY) = F(MF) + f(M).
Pela hip6tese da indugéo, f(M*) = kf(M). Logo,
FMM) = f(MEMY) = f(MP) + f(M) = kf (M) + f(M) = (k+1) f(M).

Portanto, f(M**1) = (k +1)f(M). n

Proposicao 2.6. Se M > 1 é um inteiro fixo, entao, para qualquer r inteiro positivo existe k € N, tal
que, conforme Ash (1990),
Mk < or < MEFL

Demonstragao: Sejam x = m e k = |z]. Entao,
k< TM <k+1=klogyM <r< (k+1)logy M = logy M* < 7 < logy M+,
082

Como r = log, 2", entao
logy M* < r < logy M*™! = logy, M* <log, 2" < logy M*! = MK < 2or < MFHL

Portanto, para M > 1,
Mk <or < MEFL

Proposigao 2.7. (ASH, 1990, p. 9) Se C' é um numero positivo e M = 1,2,3, ..., entdo

f(M) = Clog M. (3)

Demonstracao: Consideram-se os casos em que M =1 e o caso em que M > 1.

M = 1. Para M = 1, mostra-se que, na formula 3, se deve ter que f(1) = Clogl = 0. Com o
auxilio do axioma 2.2, tem-se:
F(1) = £1.1) = F(1) + £(1).
axioma 2.2

Portanto, se f(1) = f(1) + f(1), entédo f(1) = 0. E isso satisfaz a formula 3 para M = 1.

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 7, n. 1, p. €3013, 26 de maio de 2021.
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M > 1. Se r & um inteiro positivo qualquer e M > 1 € um inteiro positivo fixo, entdo, conforme

demonstrado na proposigao 2.6, existe um k € N tal que
MF <om < MM
Segue do axioma 2.1 que, como f é uma fungao crescente!, entdo
FMP) < f27) < f(MMH.

Pela proposicao 2.5, tem-se que

kf(M) <rf(2) < (k+1)f(M).

Ao dividir por r # 0, tem-se

S < =
B o) (et D)
Ao dividir por f(M) # 0, tem-se
kf(M) _ f(2) _ (k+1)f(M)

Portanto,

f@) (k1)
=yon <

Como a funcéo logaritmica é uma funcéo crescente, entdo é possivel aplicar o logaritmo® na de-

k
- (4)
,

sigualdade M* < 2" < M**1 e obter log M* < log?2" < log M**1, que é equivalente a klog M <

rlog2 < (k + 1)log M. Ao dividir os componentes da desigualdade por log M, tem-se

I < rlog?2
~ log M

Ao dividir os componentes da desigualdade por r, tem-se

< (k+1).

E< log 2 - (k—i—l)'
r ~ logM r

A fungéo f é crescente se para = < y se tem que f(z) < f(y) (BARTLE; SHERBERT, 2011, p. 153).
2A notagao log M representa o logaritmo numa base qualquer maior do que 1.

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 7, n. 1, p. €3013, 26 de maio de 2021.
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Como a distancia entre £ e £&+1 é 1 pode-se entdo afirmar, com base nas desigualdades 4 e 5, que
T '

log 2 f(2) 1
logM ~ f(M)’ E:

~
Levando-se em conta que o valor de M é o valor de um inteiro fixo € que o valor de r € fornecido,
ou seja, é arbitrario, € possivel analisar o caso em que » — co. Nesse caso, tem-se que % — 0. Com

isso, obtém-se a igualdade lfggﬁ, % Isto é,

f(2) log M.

f(M):10g2

Assumindo-se que {;(;% é uma constante, digamos C, tem-se ent&o a formula procurada:

F(M) = Clog M.

E isso completa a demonstracdo dessa proposicao. [

Proposicao 2.8. (ASH, 1990, p. 10) Se C' é um numero positivo e p € um numero racional qualquer,

entao

H(p,1—p)=—C[plogp+ (1 —p)log(1l—p)].

~ . r , . - . . . .
Demonstracao: Seja p = — um numero racional em que r e s sao inteiros positivos. Pelo axioma
S
2.3, é possivel partilhar os s componentes em r + (s — r) componentes, ou seja, escrever f(s) =

H(L.. ., 1) como

PR

~
r componentes (s — r) componentes

Agora, pelo axioma 2.3, tem-se que

£(s) :H<Z,8;T> +£f(r)+ S s — 1)
Pela proposicao 2.7, aplicada em
fo = (L) 4 L+ S e ),

e levando-se em conta que p = £, tem-se que C'logs = H(p,1 — p) + Cplogr + C(1 — p) log(s — r).

s’

Obtém-se entdo H(p,1 — p) = —Clplogr — log s + (1 — p)log(s — )], que vale

H(p,1—p)=—Clplogr —plogs+plogs—logs+ (1 —p)log(s—r)],

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 7, n. 1, p. €3013, 26 de maio de 2021.



José Carlos Magossi, Antonio César da Costa Barros 12

H(p,1—p)=—Clplogr —plogs — (1 —p)logs + (1 — p)log(s — )],

que é equivalente a H(p,1 —p) = —C [plog £ + (1 — p) log 5" , isto &,

H(p,1—p)=—C[plogp+ (1 —p)log(l—p)].

E a proposicao esta demonstrada. [

Proposicao 2.9. (ASH, 1990, p. 10) Se C' € um numero positivo e p € (0, 1] € um ndmero real, entdo
H(p,1-p)=—Clplogp+ (1 —p)log(1l — p)].
Demonstracao: Assume-se, como hipotese, a proposi¢ao 2.8. Seja {r,,} uma sequéncia, em R, de
numeros racionais cujo limite € o nimero real p, ou seja, nli_g;o{rn} =p.
Assim, H(p,1—p) = H(lim {rn},1— lim {ry}). Como H é continua,3
= lim H({r:},1~ {ra}) = lim [~Cl{ra}log{ra} + (1 = {ra})log(1 — {ru})]

= —C[Jim {ra}log[ lim {r,}] + (1~ lim {r,})log(1 — [lim {r,}))

= —C[plogp + (1 — p)log(1 — p)].

m
Teorema 2.10. Ao se assumir os axiomas 2.1, 2.2, 2.3 e 2.4, deduz-se, como teorema, a formula
M
H(p1,pa,---pm) = —C Y _ pilogpi. (6)

=1

Demonstracao: A demonstracao é feita por indugdo em M. Para o caso em que M > 2, langa-se

mao do axioma 2.3, para mostrar que

H(pi,p2,....,om) =H(p1+p2+ ... +py—1,pm)+

b1 Pym—-1
R V]

M—1
dori D m
i=1 i=1

(p1+pe+...+puw-1)H

+pMH(1).

3Conforme consta em Bartle e Sherbert (2011, p. 130-133), sob certas condigdes, se f e g sao fungdes continuas de
numeros reais e k € uma constante, entdo (f + g), (f — g), (fg), (kf) e (g o f) s@o fungdes continuas em a € R. Assim,
lim (log f(z)) = log(lim f(z)).
r—a Tr—a
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Assume-se, como hipétese de inducao, que essa formula é valida para todo os valores de 1 até

M — 1. Nota-se que prpyH (1) = parf(1) = par.0 = 0. Assim,

H(pi,p2,....pm) = —C[(pr +p2+ ... +prm—1)log(pr +p2 + ... +py—1) + pavr log pas]

?1 lo P1 4+ ...+ ﬁjt[;l log PM-1 + par(0)

M-1 M-1 M—1
Z Di Z pi Z pi Z bi
L i=1 i=1

—C(p1 + ... —l—pM_l).

=1

=1

M-1 M-1 M-1 M-1 M-1
=—-C (Z pz’) log (Z Pz’) +parlogpa | —C | Y pilogpi — <Z pz‘) log ) pi]
=1 =1 =1 =1 =1
M
=—C> pilogp;.
=1
Isto é,
M
H(p1,pa,-..,pm) = —CY_pilogpi.

i=1
E a demonstragao esta completa. [ |

Ou seja, com a primeira parte (2.1) e segunda parte (2.2), mostrou-se que a Unica funcao
M

que satisfaz os axiomas 2.1,2.2,2.3 € 2.4 é H(p1,pa,...,pym) = —CZpi log pi.

=1

2.3 Informagao de um evento simples

A demonstragao da férmula H(X) € independente da base do logaritmo, haja vista que sem-
log.a
log. b

pre € possivel langar mao da classica férmula de mudanga de base em logaritmos, log;, a =
Algumas unidades de medida da entropia, em Teoria da Informacao, sdo expressas de acordo
com a base do logaritmo (RIOUL, 2018, p. 27) :

» Se a entropia H(X) é expressa em bits, entdo o logaritmo € escrito na base 2 e a entropia

maxima é um bit.
» Se a entropia H(X) é expressa em decits, ou como se diz também Hartley, entao a base

do logaritmo é 10 e a entropia maxima é um decit.

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 7, n. 1, p. €3013, 26 de maio de 2021
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» Se a entropia H(X) € expressa em nats, entao o logaritmo é expresso na base e e a entropia

maxima é um nat.

A formula H (X)) refere-se a incerteza de um sistema completo de eventos probabilisticos. No
caso de um Unico evento, um evento simples, é possivel caracterizar a fungao I(p) = —logp. Nesse

caso, I(p) pode ser lido como a informagéo associada a um unico evento.

Teorema 2.11. Parap € (0, 1], a fungéo I(p) = —log, p € a Unica que satisfaz os seguintes axiomas
(ASH, 1990, ACZEL; DAROCZY, 1975):

Axiomal1) I(pq) =I(p)+1(q) O0<p<l1, 0<qg<IL
Axioma 12) I(p) é uma funcéo continua e decrescente em p € (0, 1];

Axiomal3) I(3) = 1.
Demonstracao:
a) Seja f(n) =1 (). Entao, ao assumir o Axioma I1, tem-se que f(mn) = f(m) + f(n). Assim,

Flmn) = I <n1n> _1 <;i> —1 (;) 41 (i) — f(m) + f(n).

Axioma 1

b) Seja agora m < n. Assim, 2 < L. Como, pelo Axioma I2, I é decrescente, entdo

n m m

1 1 1 1
m<n:><:>f<> <I<n) = f(m) < f(n).
Conclui-se entao que f € uma funcao crescente que satisfaz as seguintes condicdes:

A1) f(mn) = f(m)+ f(n);
A2) m <n= f(m) < f(n).

A funcao f entao satisfaz o axioma 2.1 e o axioma 2.2. Logo, pela proposicao 2.7, é possivel
concluir que f(n) = —C'logn, onde C' > 0 e a notagao logn indica um logaritmo numa base

b maior do que 1.

c) Sejaagorap = % € Q. Segue-se que

(1)) -0 ()

Axioma 1
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Portanto,
()G ()11 ()= ro -
.y (g) — Clogs — Clogr = C’log;.

Logo,

I(p)=1 (C) = C’logf = —C’logf = —Clogp.
S T S
Portanto, I(p) = —C'log p, para todo nimero racional p.

d) Para o caso em que p € R, segue-se tal como na proposicao 2.8. Seja {r,} uma sequéncia, em

R, de numeros racionais cujo limite € um nimero real p, ou seja,
lim {r,} = p.
TL—)OO{ n} p

Assim,

1(p) = I( lim {ra}) = Tim I({ra}) = lim (~Clog{rs})

n—o0

I é uma fungéo continua

— Clog (nlggo {rn}) — _Clogp.
e) Tem-se entdo que I(p) = —C'log, p. Pelo axioma I3, I(3) = 1, logo
1 1 .
I 5 :—Clog2§:1$—010g22 =1=Clog,2=1=C=1.

Portanto,

I(p) = —log, p.
A demonstragao esta completa. [
Conforme exposto na Figura 1, pode-se observar que, para 0 < p < 1, quanto mais incerto

€ 0 evento (mais p tende a 0), mais se tem de aumento de informacao. Por outro lado, quanto mais

certo é o evento (p tende a 1), menos informacao se tem.
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Figura 1: Gréfico da “informagao” I(p).

I(p) = —logp

Fonte: Elaboragao dos autores (2020).
3 Um exemplo ilustrativo

n
Considera-se a constante C = 1 e H(X) = —Zp,- log p; com logaritmo na base 2. Além
=1
disso, seja uma variavel randémica discreta X:

A B C

b1 DpP2 D3

3
1 2 .
emquep, = 3,po=2€p3= e Zpi =3t tE - 1. Nesse caso, nota-se, para logaritmos

na base 2, que: \
H(X)=-> pilogp; = —pilogps — pzlogps — pslog ps
e que -
H<;,§,145>:—;log;—ilogi—élogézl,%% (7)

representa a incerteza associada a variavel discreta X.

Supde-se que haja uma particdo de X em subeventos:

emque M =BUC:

B C

b2 P3
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Assim, pelo axioma 2.3, tem-se que

b1 b2 D3

+ (p2+p3)H | —

1 '3
D _pi d_pi ) p
i—1 =2 =2

H(p1,p2,p3) = H(p1,p2 +p3) +p1 H

1 4
Como p; = £,p2 = 2 e p3 = ;x, Segue-se que

)

g\g\ww
=

12 4 1 10 1 10 3 2
H(-,Z,—|=H(z,—|+-HO)+—=H(=,Z).
(3’5’15) (3’15>+3 ()+15 (5’5)
Como H(1) = —1log1 = 0, tem-se que
12 4 1 10 10 3 2
H(-,Z,—|=H(=,—)+—=H(=2).
(3’5’15) <3’15>+15 (5’5)
em que
3 3 15 15

1 10 1 1 10 10
a) H <3715> =——log- — —log — =~ 0,9182;

10 (32\ 10/ 3 3 2 2 2 3 4 2
by Vg (32200 3003 21002) = 21002 - L iog 2 ~ 00,6473,
) 15 <5’5> 15< 5 %5 5 Ogs) o8 ©8

Portanto,
110\ 10, /4 2 1.1 10 10 2 3 4. 2

H(z 2 )+ —H (= 2) = —Clog- — —log— — =log 2 — — log = ~ 1, 5655. 8
(3’15)+15 <15’5> glogg — qploeqy —gloey — gplos g~ 1,565 ®)

Assim, as equacgdes 7 e 8 sao iguais, isto é:
12 4 1 10 10 4 2
H(= 2, —)|=H|=,—=|+—=H(—,2).
<3’5’15> <3’15>+15 <15’5>

Conclui-se entao que a incerteza associada a um evento geral se mantém a mesma ao
particionar o evento em subeventos. Isso significa que a incerteza nao pode aumentar ao particionar

um evento em subeventos.
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4 Consideracoes finais

A demonstragdo matematica da férmula de entropia de Shannon associa-se ao conceito
de medida de informacgao, que €, em esséncia, o nlcleo da Teoria da Informacado. As possiveis
indagacdes sobre as demonstragdes matematicas de medidas de informagao revelam as caracte-
rizacoes de medidas de informacao, que exibem a riqueza da estrutura subjacente a formula de
entropia, e abrem espaco para questionamentos acerca da nocgao de “informacao” poder, ou nao,
ser separada da férmula H(X) e do conceito de probabilidade (INGARDEN; URBANIK, 1962). Nao
ha como negar as inlUmeras interpretacoes cientificas presentes nos axiomas de Shannon e na
formula H(X) (ACZEL; DAROCZY, 1975, EBANKS; SAHOO; SANDER, 1998). O objetivo de uma
exposicao pedagdgica da demonstragao da férmula de entropia de Shannon é auxiliar o leitor, es-
tudante, das areas de engenharia, Teoria da Informacgao etc., na compreensao das nuances dessa
formula. Entende-se que exposicdes como a deste texto possam estimular, tal como a geometria

plana de Euclides?, o desenvolvimento de novos caminhos na Teoria da Informagao.

M
Cabe observar que, neste texto, optou-se pelo estudo da formula H(X) = —C Zpi log p; de
i=1

Shannon, sob a 6tica de modelos discretos em vez da formula H(2') = — /+OO p(z) log p(x)dx para
modelos continuos, haja vista o objetivo ser o de investigar equacgoes funciar%is e 0s axiomas indi-
cados por Shannon para deduzir H(X). Enquanto que, no caso discreto, X € uma variavel aleatoria
discreta, sendo p; um valor da probabilidade associada a X = z;, no caso continuo tem-se p(z)
como uma funcao de densidade de probabilidade da variavel aleatéria absolutamente continua .2".
Em contraste com os modelos discretos em que H(X) > 0, para modelos continuos H(Z") pode
ser negativa, positiva ou arbitrariamente grande (REZA, 1961, p. 268, ASH, 1990, p. 236, COVER,;
THOMAS, 2006, p. 247). Na literatura cientifica, ainda ha ricas discussdes acerca das proprieda-
des e interpretacoes resultantes das possiveis intersegdes entre os conceitos de entropia discreta
H(X) (SHANNON, 1948, p. 393) e entropia diferencial H(.Z2") (SHANNON, 1948, p. 628) que, en-
tre outras aplicacdes, acabam também por iluminar dois importantes problemas em engenharia da

comunicagao, quais sejam, compressao de dados e razao de transmissao.

“Nota-se que geometrias ndo-euclidianas surgiram com base na alteragdo do axioma das paralelas de Euclides.
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